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Por qué diagonalizamos???

Conicas: Equacoes Reduzidas (Equacoes canonicas)
 Parabola

x? = 4py

* Elipse

x2 2

- | ZZ =1 ondea?® = b? + c?
* Hiperbole

X2 y2

Tz 1 ondec? = a* + b?

Assintotas: y = _gx



Diagonalizacao de matrizes simetricas

Teorema: Todos os autovalores de uma matriz
simeétrica sao numeros reais.

Teorema: Os auto vetores correspondentes a
autovalores distintos sao ortogonais.

Teorema: Se A € uma matriz simétrica entao existe
uma matriz ortogonal P, tal que PAP =D

e uma matriz diagonal. Assim:
P'AP=D < A=PDP'

Nota: D pode ser construida com os autovalores e P
com os autovetores (unitarios e ortogonais entre si).



O que vimos, 0 que vamos Ver ...

1. Transformar uma expressao quadratica com
termos mistos em expressao sem termos mistos.

2. Representa realizar uma transformacao de
coordenadas via uma transformacao linear.

3. Hoje: Se a equacao quadratica é completa (tem
termos quadrados, lineares e constantes) :
1. Trabalhar os termos mistos para elimina-los

2. Tendo apenas quadrados puros e lineares realizar a

completacao de quadrados para obter apenas termos
com guadrados puros.

3. Ambos processos é realizar uma transformacao afim.



O que pretendemos trabalhar?

Expressoes (completas) como as seguintes, podem
ser expressadas apenas em guadrados de
variaveis?

(1sto &, sem termo misto e sem termo linear)
a)2x*+2y*+24zx+z%) -2y +x—z =23
b)2z* +x* +2y*+4x(y+22z)—-2z+y=1
c) x>+ 2z +y* +4zQ2x+y)—2x—36=0
d)4xy —x*+2x—3z+15=0

e) 6x* +9y* —4xy — 20V5(x+2y) +5=0




Caso quadratico completo

Considerando uma expressao quadratica completa:
ax‘+by*+cxy+dx+ey+f =0

Temos a equacao quadratica com parte quadratica,
parte linear e parte constante:

x5, VI alj]+r=o

Se apllcarmos a diagonalizacao obtemos:

[x O Ag][d e[y]+f=0

Fazemos a mudanca de vanvel




Caso quadratico completo

Obtemos:

0 /12] [y] el m t7=0
Isto é: —
Xt /101 Az]@F e@l—f =0

Mas 1sto nao tem sentido:
Temos duas matrizes variaveis diferentes



Caso quadratico completo

Entao, em

XtO A]X_I_ e]X+f =0
2

deve ser transformada também a variavel X da parte
linear, e 1sso e possivel utilizando a mudanca

X = PX
entao
vi V _
X o AJX+ elPX+ f =0
vi
X O 12]X+m nX+f=0



Caso quadratico completo

Observar

)?t O A]X+m nlX+f =0
2

X'DX+BX+f=0 com: B=[d e]P.
E uma expressdo com apenas quadrados puros e
termos lineares das incognitas.
x>+ A,y +mi+ny+ f =0.
Aplicando a completacdo de quadrados so ficam

termos quadrados sem parte linear ou apenas
termos lineares de variaveis sem parte quadratica.



Resumo

Dada a equacao quadratica
ax‘+by*+cxy+dx+ey+f =0

[x ] [C;lz Cﬂ [f,] +[d el [;] +f=0

Diagonalizando com A = PDP* e mudancas de

variéveis X=PX e X=PX, temos

)?t O A]X+m nlX+f =0
2

MX*+ A7 +mi+ny+f =0
(Ax% +mx) + (4,92 +ny)+ f =0.



Exemplo

Seja a expressao quadratica completa:
6x2 + 9y2 — 4xy — 20V5(x + 2y) + 5 = 0.

Diagonalizando a parte quadratica principal, temos a
forma quadratica

2 2 _vt[ 6 —2
6x2 +9y% —dxy =Xx*| ° " °|x
Calculando os autovalores e autovetores temos
_ 5 O _
2 2 _ _ vyt
6x% + 9y2 — 4xy = X [o 1O]X

o= 52 rex=f e



Exemplo (cont)

Substituindo na equacao quadratica completa temos:
6x% + 9y* — 4xy — 20V5(x + 2y) + 5 =0

)?t[g 1()0])? —20V5[1 2] X = -5

]X 20V5[1 2

\/_[2 —1]);:_5
]X 20[4 3]X = 5.

“[5 10

“lo 10
Representada como expressao quadratica
5x% + 10y% — 80x — 60y = —5.



Olhando a mudanca de variavel

-
_ 12 1 V5 5
X=—[_1 2]X= > VSlx
V5 NG
vy '
%
A
< T2 }




Exemplo (cont)

Vamos completar quadrados em
X%+ 2y% —16x — 12y = —1
temos
(X% —16%) + 2(y*—6y) = —1
(X% — 16X + 64 — 64) + 2(§*—6y+9 —9) = —1
(x —8)* + 2(y — 3)*=
Para simplificar fazemos:
X%+ 292 =81
Isto e, temos criado uma nova variavel

=[5l ==5] =[] -Gl =7



Olhando a mudanca de variavel

5] = [51- Ll=%7 1
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Exemplo (cont)

No exemplo, partimos de

6x% + 9y% —4xy — 20V5(x +2y) +5 =0

. oL 112 1
Primeira mudanca de variavel: X = NG [_1 2] X
X% +2y% —16x — 12y = —1
Segunda mudanca de variavel: X = X — [2]
X% +2y% =81

Mudanca de variaveis total:

. 1
=z Lx-l]




Resumo

Em resumo, partindo de
ax‘+by*+cxy+dx+ey+f =0
Utilizando a transformacao (primeira mudanca)
X = PtX

Obtemos uma expressao da forma

mx® +ny‘+px+qy+r=0
Utilizando a translacao (segunda mudanca)

X=X-C
Obtemos uma expressao (se possivel)
Mz + N9+ R =0



Resumo

Juntando as mudangas de variaveis realizadas temos
X=X-C=PtX-C

Isto representa uma transformacao afim:
X=TX) =PX-C.

O caminho inverso é valido, fazemos
PtX=X+C
X=P(X+C)=PX+PC=PX+R.
As variavels se relacionam usando:
X=pPtX—-C o X=PX+R.



Exemplo 3D

Simplifigue a expressao quadratica
322 +3y%2 4+ yz—x+2V2y —2V2z =1

No formato matricial
0 0 O

1
X493 z[X+[-1 292 —2v2lX =1

1
0 3 3

Precisamos diagonalizar a matriz
00 0O

A=|0
0

IUJ N O

N|—= )



Exemplo 3D

Diagonalizando a forma quadratica, temos

7 5

A =7, =7,
1] 0] 0 ﬁ'ﬁ 0 0
X, =l0| X,=[1] X, =|-1| = P="" 0 1 -1
0 1 1 0 1 1

A forma sem termos mistos &

2 +272 _x—47=1
2 2



Exemplo 3D

7y% + 522 —2X — 82 =2
Complementando

7)72+5<z_2——z_)—23?=2

25 25
7372+5(z‘—éz 16 2% = 2
5 5
79% + 522 2£=?.

Observar uma variavel ficou linear ndo quadratica.



Olhando as mudancas de variavels

A relacdo entre a primeira e segunda variaveis é:

X_\/E
2

V2
0

0

0 0
1 1
-1 1

alvz o o]
L=—l0o 1 -1|4
0 1 1.

Colocando como sistema de equacoes:

(X = x
1y =Yy +2)
\Z_=g(—Y+Z)

(x = X
ly=%0-2
z=%F +2)




Olhando as mudancas de variavels

A relacdo entre a segunda e terceira variavels é:
o o
o X=X+

A\

X=X

:U'll-h ()
:U'l|>-[> -)

Colocando como sistema de equacoes:

X=X X=X
y =Y = y =Yy
l\_—_é - A é
Z=Z—% Z—Z+5



Olhando as mudancas de variavels

A relacdo entre a primeira e terceira variaveis é:

X =

V2
2

V2 0 0
0 1 1|X-—
0 -1 1

0

ull b O

S X =—
5 0

V2

0

0

1 -1
L

1

Colocando como sistema de equacoes:

f

\

=D

y

Z

2

NS

(v +2)
(z-y)—3

—

f

\

X=X

0

A\

X+ P

=32@-2-9
=3 +7+3)

:U'llb-P- o O:




Exerciclos

Diagonalize (se possivel) a equacao quadratica para
uma equacao quadratica sem termos mistos,
utilizando autovalores da matriz da forma quadratica

1.xy+xz+x*+y*+2yz+4z% =2
2.x>+22°+vy%>+4zQ2x+7y)+2x —y = 36
3.2x2 4+ 2z°+2y*+8zx —3x=1—x




Exerciclos

Diagonalize (se possivel) a equacao quadratica para
uma equacao quadratica sem termos mistos,
utilizando autovalores da matriz da forma quadratica

1.xy+xz+x*+y*+2yz+4z% =2

2
Resolucao: Formato matricial:

1 1 1
2 2
1 _1
Xti 11X =3
L1

Observar ndo tem termos lineares, nao precisara de
completacao de quadrados!



Exercicio 1

a) Encontrar os autovalores da forma quadratica:

-2 33
> 1-2 1 [=0
2 1 4-2
1-2 2 > -2 3
> 1-2 1| 5 1-2/=0
2 1 4-2] 1

A-D*G-D+3+:—-3:01-D-1-D)—-3(4-1)=0
1-D2@G-D+5;—21-)—-2(4-D)=0
41-D*A-D+2-51-D—-(4-1D)=0



Exercicio 1

1-D)[41-1)4—-1)—-5]-2+1=0

Observamos que nao da para tirar um fator comum,
entao precisamos desenvolver:
—4Q3 + 241 —301+9 =0

Podem tentar Ruffini, mas ndo da certo com
numeros faceis. Nestes casos é necessario aplicar
métodos numéricos, como o Metodo de Newton,
com ele obtemos os valores:

A =045 A, =1.133 A3 =4.418



Exercicio 1

b) Os autovetores correspondentes sao:

- 4.245 —2.438 0.193
v, = |—=5.673| v, =|—-1.648| v3 =|0.321
1 1 L1

Entao os calculos podem ser complicados mas existe
a diagonalizacao e portanto existe solucao para
nosso problema.

Este exercicio e ilustrativo, ndo é para a prova.

Apresenta que com matriz simetrica € diagonalizavel
mas se tomar uma matriz nao simetrica???



Exercicio 1 — nao simétrica

Diagonalize (se possivel) a equacao quadratica para
uma equacao quadratica sem termos mistos,
utilizando autovalores da matriz da forma quadratica

1.xy+xz+x*+y*+2yz+4z% =2

2

Resolucao: Formato matricial:
1

1 1
Xto 1 2|X=3
0 0

2
4



Exercicio 1 — nao simétrica

a) Encontrar os autovalores da forma quadratica:

1-1 1 1
0 1-12 2 |=0
0 0 4-2

Observar o determinante e facil:

1-DA-A1)AE—-21)=0

Autovalores sao:

Ay =4 e A, =1 (de multiplicidade 2)

b) Autovetores:

b.1) Para o segundo autovalor esperamos dois
autovetores, mas:
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Exercicio 1
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Exercicio 1 — nao simétrica

Para: A, =4
Temos um grau de liberdade permite um autovetor:

T 2 5
z € livre (qualquer real) mas y = SZ €8 Xx=_2

5 I
o7 S

_ 1
V1= %Z =576
7. 9.

Ainda nao faca unitario, devemos verificar se sera
possivel diagonalizar!



Exercicio 1 — nao simétrica

Para: A, =1
0 1 10
0 0 2]0
0 0 3|0
0 1 00
0 0 110
0 0 0]0

Temos um grau de liberdade permite um autovetor:
Como vemos do sistema ultimo: y =0ez =0

Mas nao existe restricao para x, portanto tomamos o
x livre (qualquer real).



Exercicio 1 — nao simétrica

Para: A, =1

U2=

1
0

0

Obviamente vetor zero é também solucao, isto é:

N

U3=

0
£iX

=

v

0.

N

Mas por ser vetor nulo nao pode ser considerado
autovetor. Portanto, a matriz e portanto a forma
guadratica ndo pode ser diagonalizavel.



Exercicio 1 — Posso multiplicar??

OUTRA MANEIRA? Lembrando que na matriz

tinhamos varias fracoes, entao, porque nao
multiplicar desde o inicio? para simplificar?

2 1 1
X111 2 2]1X=1
1 2 8
2—A 1 1 |2—-4 1
1 2—A 2 1 2—A=0
1 2 8—Al 1 2

2-D2B-D+4-2-1D)—-42-1D—-(B8-21) =0
2-1D2B8-D)+4-52-1D)—-(8-2)=0



Exercicio 1

2-D[2-21)@B8—-1)—-5]—-4+21=0
Aparentemente o fator (2 — A) deveria ser comum
mas nao tem como, verifigue!

Entao, precisamos desenvolver também, como antes:
-1+ 1224 —-301+18 =0

Os autovalores podem ser calculados, mas também
nao e simples a tarefa, precisa de calculo numerico

A=09 A,=2266 A;=8.835

Os autovalores sao o dobro dos anteriores (cuidado),
0S autovetores sao 0S mesmos anteriores.



