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Autovalor e autovetor de uma matriz

Valor préprio de uma matriz:

Dada uma matriz A, um numero escalar A € valor
proprio de A (autovalor de A), se existe um vetor
nao nulo X que satisfaz:

AX = AX

O vetor nao nulo X correspondente ao autovalor A e
denominado de vetor proprio de A (autovetor de
A)



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 1: Seja a matriz

=1
Observar que

ﬁ ﬂx=3x
para X = [ﬂ
poraue: [ ][] =[] =3[}

AssimA = 3 eautovalorde Ae X = ] é autovetor.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Mas se utilizamos outro vetor, o que acontece?
= [2 1
1 2
Ry
Por exemplo se X = [1] temos
2 11712 5
[1 2] [1] B [4]
e supondo que existe algum escalar a que satisfaz

o] = <[]

entéio: 5 = a2 = a = 2, e dooutro 4 = a.
Nao pode assumir dois valores diferentes, nao existe.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 1: Seja a matriz
a=[1 ;
Observar, se utilizarmos: X = [;] temos
3 2lGl=1gl=3[]
Entdo A = 3 e autovalorde A e X = E] e autovetor.

Cuidado! Nao pode fazer A = 6 um autovalor de A

R



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 1: Seja a matriz
2 1
A= [1 2
Agora, se utilizarmos: X = [g], temos
1 ol = el =30
Entdo A = 3 é autovalor de A e para qualquer a € R,
X = [g] =« [ﬂé um autovetor de A.

.ogo, sdo autovetores todos os paralelos (multiplos)
de um autovetor encontrado.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 1: Seja a matriz
2 1
A= [1 2
Entao, dizemos que
O valor A = 3 e autovalorde A e paraa € R,

X = [g] =« [ﬂ e um autovetor de A.

Isto significa que o autovalor tem um conjunto de
autovetores. Para o exemplo A = 3 € autovalor e

V = {[g] Y= IR} e 0 conjunto de autovetores.



Autovalor e autovetor de uma matriz

5
4
—4

3
1
—4

A =

5
4

Exemplo 2: Seja a matriz

8
1

16 ]
8

—4 -4 -11

16 ]
8

—11.

-

1

L0

Agora, se utilizarmos: X =

—1
1

L0 .

g -

-3

L0

, lemos

—3

p—




Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 2: Seja a matriz

5 8 16"
A=|4 1 8
—4 -4 -11

Entdo A = —3 é autovalor de A e 0 vetor
1

1 | é autovetor (e todos seus multiplos - paralelos).
L0




Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 2: Seja a matriz

5 8 16 7
A= 4 1 8
—4 —4 —-11.
o

Mas se utilizarmos: X = | 0 |, temos

5 8 161[-2] [6° —2
4 1 8 0O|l=101|=-3]0

—4 —4 —1111L1 . —3. 1.




Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 2: Seja a matriz

5 8 16 7
A=[4 1 8
-4 —4 -11
Entdo A = —3 é autovalor de 4 e

o

0 | € autovetor (e todos seus multiplos).

L1

Logo o autovalor A = —3 tem o conjunto de
e

autovetores V = {a 0 |/a€ER

]




Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 2: Seja a matriz

A =

Também
5 8
4 1
—4 —4
T
1
L0

8

aA + fA

16 ]

—11.

5
4

—4

o
0

§

L1

8
1

—4

—1]7

1

0 .

_3(6{

16 ]
8

—11.

t+p

P o

O =




Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 2: Seja a matriz

A =

5
4
—4

3
1
—4

16 ]
8
—11.

Assim, o autovalor A = —3 tem dois autovetores nao
paralelos (LI) (Dizemos que A = —3 € um
autovalor de multiplicidade dois).

O conjunto de todos os autovetoresde A = —3 ¢

1
al 1
0

t+p

e

0

1.

/ a,p eER



Autovalor e autovetor de uma matriz

Dada uma matriz A, «,,.

Se A é um autovalor de 4, e se X{, X5, ..., X,- S840
autovetores linearmente independentes de A, entao
0 conjunto de todos os autovetores
{o X+, X+ +a,. X,/ a,ay,...,a, € R}
e chamado de autoespaco do autovalor A de A.

Problema: Como determinar os autovalores e 0s
autovetores.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Sabemos que se A € um autovalor de 4, e se X é um
autovetor de A, entao

AX = AX
Isso significa: AX —AX =0
(A—ADX =0

onde X é uma solucdo ndo trivial (X # 0) dessa
equacao matricial (sistema homogéneo).

NOTA: Ja sabemos que X = 0 é solucao, mas para
ser autovetor deve ser nao nulo.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Por outro lado, se 4 é de ordem n X n entdo em
AX=2X ou (A—ADHX =0

temos um sistema de n equacgoes, mas com (n + 1)
Incognitas (as n componentes de X mais A).
Precisamos de mais uma equacao.

Lembrando gue o sistema homogéneo acima tem
solucao nao trivial (propriedades do determinante de
um sistema homogéneo) se e somente se 0

determinante da matriz do sistema € zero:
det(A—AI) =0



Autovalor e autovetor de uma matriz

Assim temos (n + 1) equacdes tambéem.

Malis ainda, podemos resolver primeiro a equacao
det(A—AI) =0

que considera apenas uma incognita.

Depols podemos resolver o sistema
(A-—ADX =0

com as n equacoes para calcular a solucao nao trivial
(X # 0), pois A ja foi determinada.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Ja temos um processo bem determinado:

1. Calcular os autovalores (se existirem) da equacao
det(A—AI) =0
2. Para cada autovalor encontrado, calculamos o(s)

autovetor(es) correspondente(s), da equacao
(A—-ADX =0

Nota: No passo 2. pode dar so solucao trivial, entao
0 A ndo é autovalor. Portanto, os valores obtidos no
passo 1., fornece apenas candidatos a autovalores.

SO com solucao nao trivial em 2. temos autovalores



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 3: Consideremos o exemplo 1.
Para

2 1
4= [1 2
1. Primeiro calculamos os (candidatos a)
autovalores:

([t =0
wll 1 0=
det(lzzl zial)zo



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 3: Calculando o determinante, temos
2-A1H2-1)—-1=0
Observar que o lado esquerdo é um polindmio de
grau dois.
Daqui
4—414+1*—-1=0
A —4214+3=0
1-3)1—-1)=0
Solucoes: 1; =3 e A, = 1. (Dois candidatos).
Ja sabiamos que 3 é autovalor.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 3: Agora sabemos que A tem outro
candidato a autovalor 4, = 1. Qual o autovetor?

2. Para calcula-lo utilizamos: (A — A,1)X = 0, Isto
e, basta resolver
(A-DX=0

H ﬂx=0

Por Gauss Jordan
ol l o

Portanto x; + x, = O = X1 = —



Autovalor e autovetor de uma matriz

Exemplo 3: Para o autovalor A, = 1, 0 autovetor tem
—X
aformaXZ—[ 2]— 2[ 1]

Concluimos: A matriz A = [1 5 tem o autovalor

A, = 1 com autovetor X, = [_1] e autoespaco

Sy = {a [_11] / a € IR} com base 5, = {[_11]}
Autovalor 1; = 3, autovetor X; = H] e autoespaco

51 = {5 m / 0 E IR} com base ; = {[ﬂ}



Autovalor e autovetor de uma matriz

Para a matriz A,,«,,, el polinomio
det(A — Al)

que es de grau n, € chamado de polindbmio
caracteristico da matriz A.

La equacao
det(A—AI) =0

e chamada de equacao caracteristica.

Assim, a equacao caracteristica possibilita
determinar os autovalores da matriz A.



Autovalor e autovetor de uma matriz

Autovetores unitarios

Dado que para cada autovetor de um autovalor, todo
vetor multiplo dele é também autovetor, entao
recomendo utilizar o autovetor unitario, como
elemento da base do autoespaco.

No exemplo, utilizariamos

V2 _V2]
Pl 2l > 2| 2l
L 2 L 2




Autovalores de matrizes simeétricas

Teorema: Todos os autovalores de uma matriz
simeétrica sao numeros reais.

Teorema: Os autovetores correspondentes a
autovalores distintos sao ortogonais.

Definicao: Uma matriz P, nao singular é chamada
de matriz ortogonal se P~1 = Pt.

Teorema: Uma matriz P é ortogonal se e somente
se suas colunas formam um conjunto ortonormal
(ortogonais e unitarios).



Autovalores de matrizes simeétricas

SejaP = [g cCl] uma matriz ortogonal (P~1 = P?),
ores coluna séo [ [ e |
seus vetores colunasao || €| .

Por ser ortogonal, fazemos: tP =]

e ¢ 015 =00 3

Daqui: a* +b* =1 e c +d2 =1

entdo sao vetores coluna unitarios.

Também ac+bd =0= (a,b):(c,d) =0
entao sao vetores ortogonais.




Autovalores de matrizes simeétricas

Do exemplo: A matriz A = ﬁ %] e simetrica.

Os autovaloressao A4, = 3 e A, = 1 sao reais.

V2] V2
X _ 2 _ 2 ~
Os autovetores sao X, = /3 e X, = v Sao
| 2 L 2
ortogonais.
Podemos montar uma matriz ortogonal
5 T

2 2
VI \Z
- 2

2 -

P =




Autovalores de matrizes simeétricas

Observar: Se além de montar a matriz P (é ndo
singular, pois existe a transposta e P~1 = P?),
montamos também a matriz

D=[(3)

Multiplicando temos

Y , V2 2]
t 2 2 2 2
popt=12 2o U % &
EvETE 3
2
V2 V2 ||_vZ2 V2 1 2
L 2 2 2 2




Autovalores de matrizes simeétricas

— 21 13 01 ..
Ja sablamos que: A = [1 2] e D= [O 1] sao
congruentes. E agora temos: A = PDPE.

Temos a técnica para construir matrizes congruentes
entre uma matriz simétrica e uma diagonal.

A diagonalizacao da matriz A € o processo de
encontrar uma matriz diagonal D e outra matriz
ndo singular P, que satisfaz A = PDP*.

Isto e, determinar uma diagonal D congruente com A



Autovalores de matrizes simeétricas

A técnica para construir uma matriz diagonal D
congruente a uma matriz simétrica A, considera:

1. A matriz diagonal D e formada pelos autovalores
da matriz A.

2. A matriz P é construida formando suas colunas
sendo os autovetores unitarios e ortogonais de A.

Nota: Os autovetores serao colunas ortogonais desde
que os autovalores sejam diferentes. Se os autovalo-
res sao iguais, utilizar o processo de Gram-Schmidit.



Algumas observacoes

Lembrar a definicao de matrizes congruentes:
A~ B & existe P nio singular tq: A = P*BP

Observar: Se P é ortogonal, Pt = P~ 1,
Supondo duas matrizes congruentes: A = P‘BP
Multiplicando P pela esquerda: PA = PP'BP
Por ser ortogonal PPt =1 — PA = BP
Multiplicando P® pela direita: PAP' = BPP!
Novamente a identidade, entdo: PAP' = B
Nota: Tanto faz se multiplica primeiro P ou P.



Autovalores de matrizes simeétricas

Exemplo 4. Seja A =

S O
= W O
O H O

1. Autovalores:

Resolvemos: det(4 — AI) = 0
2—A 0 0
0 3—A1 4 1=0
0 4 9-—-1
polindbmio caracteristico:
2-1DB-21HO-1)-16(2—-21) =0
2-D[B-A1)O—-1)-16]=0




Autovalores de matrizes simeétricas

Exemplo 4:

Fatorar (cologue em evidéencia) sempre que puder
2-D[A* =121+ 11] =0
assim, nao precisa aplicar Ruffini. Entao, temos
2-1)A1-11)1-1)=0
Candidatos a autovalores:
Al — 2
Az — 11
Ag —_ 1




Autovalores de matrizes simeétricas

Exemplo 4. Seja A =

= W O
O A O

OO N

2. Autovetores: Deve ser feito para cada A. Resolver
(A-—ADHX =0

2.1. ParaA; =2

Resolvemos:

2 — 2 0 0
0 3—2 4 |X=0
0 4 9— 2.




Autovalores de matrizes simeétricas

2 0 0
Exemplo4: SejaA=|0 3 4
0 4 9.
Resolvendo o sistema homogéneo:
0 0 O
0 1 4/X=0
0 4 7.
Obtemos a solucao nao trivial
'T" ‘1'
X =10l =1r]0].
0- 0.




Autovalores de matrizes simeétricas

2 0 0
Exemplo4: SejaA=|0 3 4]|.
0 4 9.
2.2. Para A, = 11. Obtemos a solucao nao trivial
o . 0 ]
0 0 /3
XZ — S = S 1 — \/gS 5 1.
|28 |2 2@
2.3. Paral; =1 o
0 0 ] ?/g
X;=|[2t|=¢| 2 [=+V5t|%5|.
—t —1. ]
5




Autovalores de matrizes simeétricas

Exemplo 4. Seja A =

OO N
Dow O
O B O

3. Montamos as matrize
autovetores unitarios:

de autovalores e

()

1 0 O]
D=0 2 O
o o 11)
0 1 0
V5 V5
p=|%25 0 S|,
V5 V5
—z 0 2%




Autovalores e autovetores de uma matriz

O trabalho n&o é apenas para matrizes simeétricas.

Exemplo 5: Voltando para a matriz do exemplo 2.
5 8 16

A=[4 1 8
—4 -4 -11
1. Autovalores: Resolver det(4 — AI) = 0
5—A1 3 16
4 1—A1 3 =0
—4 —4 —-11-A
O determinante da
A-1)A+3)Z%=0




Autovalores e autovetores de uma matriz

Obtemos os valores (candidatos a autovalores)
/11 — 1
/12 —_ _3
2. Autovetores: Resolver (A —ADHX =0

2.1 Para A; = 1 encontramos
-
X1 =1-1
| 1
2.2 Para A, = —3 encontramos
1 -
X, =11 e X3=1|0
L0 L1




Autovalores e autovetores de uma matriz

.

X=0

No segundo autovalor A, = —3
O sistema e aresolver (A—AX =0 fica:
543 8 16 ]
4 143 8
| —4 —4 =11+ 3
Matriz estendida
8 8 16
4 4 810
-4 -4 —-38|0

Percebe-se que duas linhas serao zeradas, dal a
probabilidade de se ter dois autovetores.



Autovalores e autovetores de uma matriz

Exemplo 6.
1 2 =1
Calcule os autovaloresdamatrizA=|1 0 1
4 —4 5

Utilize seus conhecimentos de fatoracao da algebra
basica. A solucao e

A=1
Ay =2
Az = 3.
sugiro: para o calculo de

autovalores utilize a opcao "'Decomposicao de Jordan™



https://matrixcalc.org/pt/

