Lista 8 - Autovalores e Formas quadraticas -
Gabarito

1. Transforme o triangulo de vértices A = (2,—2), B = (1,5) e C = (—2,0)

realizando uma rotagdo de 30° e depois uma reflexdo na origem. O re-
sultado é diferente se é realizada primeiro a reflexao e depois a rotacao?
Desenhe os resultados.

Resposta: Os vértices sdo transformados em A’ = (—1 —V3, -1+ \/g),
B = (3(5-V3),—-3(1+5v3) e ¢’ = (/3,1). O resultado é o mesmo,
se é rodado e refletido ou refletido e depois rodado. O desenho esta na
Figura 1.

1 -2

-2 4

Resposta: O polindmio caracteristico é p(A\) = A(=5 4+ A). Resolvendo
a equagao caracteristica obtemos os candidatos a autovalores Ay = 0 e
Ao = 5.

Observar que o vetor nulo nunca serd autovetor (pela definicdo) mas o
valor zero (nulo) pode ser autovalor.

. Escreva os autoespagos da matriz A =

2

Calculando os autovetores para cada A, temos os autovetores v; = { 1

e vy = { _12 }, logo os autoespacos sao S; = {’I‘ [ i ] /T € R} e Sy =

{r] 2 | rrer]

. Considere a matriz A da forma quadratica 222 + xy + 3zz + 49> — yx +
3yz + 722 — 2zx + 62y (sem comutar os fatores), verifique que 3 e 1 sdo
autovalores de A e verifique que (1,1,2) é um autovetor de A.

Resposta: A matriz é

2 1 3
A=| -1 4 3
-2 6 7

Para determinar que 3 é um autovalor devemos resolver (A — 3I)X = 0,
se tiver solugdo nao nula, serd autovalor. Resolvendo da a solugao X; =
r 7
T =r| 1
2r 2



Figura 1: Triangulo rodado e refletido

Também resolvendo para 1, a equacdo (A — I)X = 0 obtemos a solugdo

3r 3
Xo = 3r =r 3 |. Assim 3 e 1 sdo autovalores e seus autove-
—2r -2
1
tores correspondentes nao sao o vetor v = | 1
2
Entao, para verificar se v é autovetor deve ser satisfeito Av = Av, para
2 1 3 1 9
algum A. Entdo Av=| -1 4 3 1 (=19 | =9v, portanto é
-2 6 7 2 18

autovetor para um autovalor igual a 9.

. Diagonalize, se possivel, a matriz A da forma quadratica 22 + 2zy — vz —
3y? — 2yx + yz — 22% + 22(x + y) (sem comutar os fatores).
Resposta: A matriz é

1 2 -1
A= -2 -3 1
2 2 =2

Para diagonalizar encontramos os autovalores e autovetores. Resolvendo
a equagdo caracteristica det(A — M) = 0 temos —(\ + 2)(\ + 1)? = 0.
Temos s6 dois candidatos a autovalores \; = —1 (multiplicidade dois) e
A2 = —2 (multiplicidade um).




—r + %s
Encontrando os autovetores de \; = —1 temos X = r =
S
-1 1
r 1 + %s 0 |, (observar, se resolve por Gauss-Jordan, o sistema
0 2
tera duas linhas de zeros). Logo temos dois autovetores para o autovalor
-1 1
A1 = —1, serdo vy = 1 evao= |0
0 2
r -1
Para A\ = —2 temos X = -r | =r 1 |, assim o autovetor é
r -1

-1
V3 = 1

-1

-1 1 1
Montamos a matriz de autovetores P = 1 0 —1 | e calculamos
2 1
-2 -1 1
a inversa P~ = 1 1 0 |. Logo: Como a matriz ndo pode ser
-2 -2 1

simétrica utilizamos a diagonalizagdo com inversa e nao transposta:

A=P| 0 -1 0o [P

. Diagonalize, se possivel, a matriz A da forma quadratica —8x? — 5xy +
xz + 8y + 13yx — 2yz + 22 — bzx — 32y (sem comutar os fatores).
Resposta: A matriz é

-8 -5 1
A= 13 8 =2
-5 -3 1

Para diagonalizar encontramos os autovalores e autovetores. Resolvendo
a equagdo caracteristica det(A — AI) = 0 temos —\® + A% = 0. Temos dois
candidatos a autovetores A\; = 0 (multiplicidade dois) Ay = 1.

T
Determinamos os autovetores para A; = 0, obtemos X = f%T =
1
1 2
r —1% . Assim um autovetor serd v1 = | —3 | . Determinando o au-
1



3
tovetor para Ay = 1, obtemos um autovetor vo = | —5

2
Como temos apenas dois autovetores nao podemos diagonalizar a matriz,
pois o espaco é de trés dimensoes e a base de autovetores dard um espaco
de dimensao dois.

. Diagonalize, se possivel, a matriz A da forma quadrética 322 + 8zy + 9y
(utilize a matriz simétrica). Também escreva a matriz de autovetores na
forma ortonormal.
3 4
-]v 1]

Resposta: A matriz é
A equacdo caracteristica da A2 — 12\ + 11 = 0, entdo os candidatos a
autovalores sdo A\ = 1 e Ay = 11. Os autovetores correspondentes sdo vy =

-2 1 . . .
[ 1 } e vy = [ 9 ] Para diagonalizar com uma transposta verificamos

se 0s vetores sao ortogonais vy - vo = —2 + 2 = 0, logo sao ortogonais,
portanto basta agora pegar os autovetores unitérios, sendo

_ 2 1
V5 V5

Diagonalizando temos

A:[iﬂ:lﬁuéﬁu «J

. Diagonalize, se possivel, a matriz A da forma quadrética %,22 + dxy +
3y% + 2x2 + 4yz (utilize a matriz simétrica). Também escreva a matriz de
autovetores na forma ortonormal.

Resposta: A matriz é

=
S
S5l
S
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Para diagonalizar encontramos os autovalores e autovetores. Resolvendo a
equagdo caracteristica det(A— M) = 0 temos (A+1)(—3A2+20\—17) = 0.

Temos trés candidatos a autovetores \y =1, Ao = —1 e \3 = %
-1
Determinando os autovetores correspondentes temos v1 = | —2 |, vy =
3
-2 3
1 ewvs = | 6 |. Verificamos que sdo ortogonais (verifique). Logo
0 5



basta utilizar os autovetores unitarios para construir a matriz P ortogonal,
entao a diagonalizagao sera

-1 -2 _3 -1 =2
0 2 1 ViZ VB V70 10 0 Vid  Via
A=1]2 3 2 _ =2 1 6 0 -1 0 =2 1
1 2 8 \/? \/5 @ O O 17 \ég \ég
g i 0 Um sl Um Um

1 3 7 11

Encontre os autovalores de A”, para A = 0 % 38

) ’ 0 0 0 4

0 00 2

Resolucao:

Autovalores de A: Ay =2, Ao =1, A\3 = % e s =0.

Autovetores de A: v; = (53, %,2, 1), v2 = (1,0,0,0), v3 = (—6,1,0,0) e
vy = (11, -6,1,0).

Observar que A = PDP~ ! e A% = PDYP~!. Os autovalores de A° sdo

M=22=512, Ay =1, A3 =55 e Ay =0.
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