ZAB 0161 - Algebra linear com aplicacdes em
geometria analitica

Lista 7 - Geometria em R". Transformacoes
lineares e Matrizes.

1 de junho de 2023

Geometria em R":

1. Os veértices de um tridngulo sdo os pontos A, B e C, onde: |BA| =ae

||AC|| = 2a. Determine a equacao da reta que contém a bissetriz interior
do tridngulo no dngulo correspondente ao vértice A.
Resolugao: A reta que contém a bissetriz é definida por £: Q = Py + ut,
onde teR. Como a bissetriz terd origem no vértice A, podemos adoté-lo
como o ponto de passagem necessario para encontrar a equac¢ao. Assim
para encontrarmos u precisamos de dois vetores de mesmo tamanho, que
podemos usar AB e %AC’. Ou seja, u = AB + %AC, que desenvolvendo
temos u = 1(C 4 2B — 3A). Portanto, £: Q = A+ 3(C +2B — 3A)t.

2. Desenvolvida em aula. Vide video aula de retas.

3. Sejam M = (1,0,0), N = (2,2,2) e R = (—1,1,3) os pontos médios dos
lados de um triangulo, cuja area nao é nula. Determine os vértices do
triangulo.

Resolugao: Como temos os pontos médios dos lados do tridngulo pode-
mos estabelecer relagdes com os seus vértices: A%B = N, % =Me
B£C — R. Desenvolvendo, temos que A+ B = (4,4,4), B = (-2,2,6)—C

2
e C = (2,0,0) — A. Assim, desenvolvendo essas equagdes fazendo as
devidas substitui¢des, temos que A = (4,1,-1), B = (0,3,5) e C =
(-2,-1,1).

Transformacao Linear e Matriz associada:

1. Seja T : R — R3, onde T(x,y,2) = (v —y,x + 2y, 2z + ). Determine
uma base para o nicleo da transformagao 7.
Resolugao: O nucleo da transformacao esta formado pelos (z,y, z) tal



que T'(z,y,2) = 0, isto é (z —y,z + 2y,z + =) = (0,0,0). Resolvendo o
sistema

z—y=20
r+2y=0
r+2=0

a Unica solugdo é o vetor (x,y,z) = (0,0,0). Assim ndo existe conjunto
nao nulo que seja base do nicleo de T

2. Determine a matriz associada a transformacao 1" do exercicio 1.
Resolucao: Podemos escrever

T T—y 1 -1 0 T
Ty |=|lx+2y | =1 2 0 Y
z z4+x 1 0 1 z

A matriz associada seré

3. Seja a transformagéo linear L : R?> — R? para a qual temos L(1,1) =
(1,—2) e L(—1,1) = (2,3).

(a) Calcule L(—1,5)
Resolugdo: Como temos a imagem de (1,1) e de (—1, 1), expressamos
o vetor (—1,5) como combinagao linear dos anteriormente menciona-
dos: (—1,5) = a(1,1) + b(—1,1). Daqui temos que a = 2 e b = 3.
Aplicando agora a transformacao:
T(—1,5) =T (2(1,1) + 3(—1,1)) = 2T(1,1) + 3T(=1,1) = (8,5).

(b) Calcule L(aq,as)
Resolugéo De maneira similar: (a1,a2) = a(1,1) + b(—1,1), onde
a=3 (a1 +a2) eb= 7(a2—a1) Logo
T(Ll,az (% ay —|—a2 1 1>—|— ( 2—a1)(—1,1))

T(a1,a2) = % (a1 4+ a2)T(1, 1) + 3 (a2 —a1)T(-1,1). Assim

T(al,az) =3 ( as —ai,a — 5(11)

4. Seja a transformagdo linear L : P, — P; tal que L(t+1) = 2t +3 e
Lt—1)=3t—-2

(a) Determine L(6t — 4).
Resolucao: Como temos a imagem de t + 1 e de ¢ — 1, expressamos 0o
vetor 6t — 4 como combinagcao linear dos anteriormente mencionados:
6t —4 = a(t+ 1)+ B(t — 1). Daqui temos que « = 1 e g = 5.
Aplicando agora a transformacao:
T6t—4)=T(t+1)+5(t—1)=(2t+3)+50Bt—2) =17t — 7.



(b)

Determine L(at + b)

Resolugdo: De maneira similar: at +b = «(t + 1) + 3(t — 1), onde
a=1%(a+b)eB=13(a—b). Logo
T(at+b)=2(a+b)T(t+1)+%(a—b)T(t-1).

Assim T'(at + b) = 1 [(5a — b)t + (a + 5b)].

5. Determine a matriz associada a transformacao L do exercicio 4.
Resolugao: Considerando no conjunto de partida a base 8 = {(t +1), (¢t —
1)} e a base canonica no conjunto de chegada v = {1, ¢}, observamos que

IL(8))] = [ ; } e [L(B:)] = { J } logo a matriz 6 [L] , = { i ]

6. Seja a transformagdo linear L : P, — P, definida como L(at? + bt + c¢) =
(a+c)t?> + (b+c)t.

(a)

t?2 —t — 1 pertence ao Ker(L)?

Resolugdo: Se pertence ao niicleo a imagem deve ser 0. Calculando
T(t? —t —1) = 0t? — 2t = —2t que ndo é o polindémio zero, entdo
(t2—t—1) ¢ Ker(T).

t? +t — 1 pertence ao Ker(L)?

Resolugdo: Novamente, L(t? +t—1) = 0t2+0t = 0. Como a imagem
é zero, o polinomio (12 +t —1) € Ker(T).

2t? — t pertence & I'mg(L)?

Resolucdo: Supondo que existe um polindémio at? + bt + ¢, tal que
T(at2—|—bt+c) = 2t> —t. Entdo do sistema a+c=2eb+c= —1
temos infinitas solugdes, em particular fazendo ¢ = 1, entao b = —2
ea=1. Logo T(t> — 2t + 1) = 2t> — ¢, portanto pertence & imagem.

t2 — t + 2 pertence a Img(L)?

Resolucdo: Para t? —t + 2, temos T (at2 + bt + c) =t —t+2. Mas
pela definicao da transformacao a imagem nao tem termo constante,
assim o polinémio ndo pertence ao conjunto imagem.

Determine uma base para o Ker(L).

Resolugdo: Calculando o nicleo, T (at? + bt + ¢) = 0, entdo (a +
e)t? + (b+c)t = 0. Entao do sistemaa+c=0eb+c=0,a=—ce
b = —c, portanto o polindmio do nicleo terd a forma

—ct? fct+c:c(ft2 ftJrl).

Uma base para o niicleo é 8 = {—t? —t + 1}.

Determine uma base para a imagem de L, Img(L).

Resolugao: Toda imagem tem a forma

(a+e)t? + (b+ )t = at® + bt + c(t? + t).

Assim, as imagens sdo combinacao linear dos polindémios {t2, t,t2 + t}.
Mas o terceiro elemento é combinacao linear dos primeiros dois, e es-
ses dois sao linearmente independentes, entdo uma base para a ima-
gem é {t?,t, }.



7. Seja a transformacdo linear L : Moy — Moo definida como

(a)

I a b | a+b b+c
c d "l a+d b+d |’
Determine uma base para o Ker(L).

Resolucao: Sabemos que o ntcleo esta formado pelas matrizes cuja
imagem ¢é o zero (matriz). Entao

a+b b+c| |0 O

a+d b+d | [0 0|’
o que fornece um sistema de equagoes a+b=0,b4+c=0,a+d =0
eb+d =0, resolvendo temos: a =c=d = —b,entao a =0, b =0,
c=0ed=0. Assim Ker(L) = {0}, portanto a base é o conjunto

vazio.

Determine uma base para a imagem de L, Imag(L).
Resolugao: A imagem pode ser representada por

a+b b+c | | a O b b 0 ¢ 0 0
[a+d b—&-d]_{a 0]+[0 b]+[0 O}+[d d]

10 1 1 0 1 0 0
_a[l 0}+b[0 l}ﬂ[o 0}+d{1 1].
Precisamos verificar se essas quatro matrizes sao L.I., e conforme a
parte (a) acima verifica-se que a tnica combinagao linear do zero sdo

coeficientes todos zero, entao é um conjunto L.I. Logo uma base para
imagem é



