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Transformacao linear

Sejam U e W dols espacos vetorialis.

Uma transformacao linear L: U — W é uma funcéo
de U em W tal que

a) L(u+v)=L~u)+ L(v) paratodou,v € U
b) L(au) = aL(u) paratodou € U, a € R

As condicoes acima significam que a transformacao
linear L preserva a soma e multiplicacao vezes
escalar de um espaco no outro.




Nucleo e Imagem de uma
Transformacao linear

Sejam U e W dols espacos vetorialis.
Seja uma transformacao linear L: U — W.
Nucleo de uma transformacéo linear

Define-se o nlcleo da transformacao linear L, como o
conjunto
Ker(L) ={u €U /L(u) =0}
Imagem de uma transformacao linear

Define-se a imagem de L, como 0 conjunto
Imag(L) ={w € W / Existeu € U com L(u) = w}

O Ker(L) e aImag (L) sao espacos vetoriais.



Transformacao linear e matriz associada

Considerando:

Um espaco vetorial U com base 8 = {4, B2, .., Bn}
Um espaco vetorial W com base § = {64, 95, ..., 6.}
Seja a transformacao linear L: U — W

A matriz associada a L esta formada por n colunas, e
cada coluna é a representacao de cada imagem dos
elementos de £ na base §:

[L1% = [[LBD]s - [LBDIs)E



Intervalo para duvidas



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ??

1. Encontremos as imagens dos elementos da base £
L(B)=L(,1)=2t+1
L(B,)=L0O01)=t—-1



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comasbases f ={(1,1),(0,1)}ed={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ??

1. Encontremos as imagens dos elementos da base £
L(B)=L(,1)=2t+1
L(B,)=L0O01)=t—-1

2. Determinemos as colunas para cada vetor imagem

Expressar como CL dos elementos de 4.
L(B)=2t+1=ci6; +c6,=c;(t—1)+ 2c,



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b))t + (2a — b)

comas bases  ={(1,1),(0,1) }ed ={(t—-1), 2}
Qual a matriz de L ??

2. Expressar como CL dos elementos de 6.
Precisamos resolver o sistema
L(B) =2t+1=cit+ (2¢c, —cq)

C1:2
ZCZ_C1=1

Facilmente vemos c; =2 e c, =2



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R? — P;,
L(a,b) = (a+ b))t + (2a — b)

comasbases f ={(1,1),(0,1)}ed={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ?7?
2. Expressar como CL dos elementos de 6.

Portanto,

e = [3]



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R — P;,
L(a,b) = (a+ b))t + (2a — b)

comasbases f ={(1,1),(0,1)}ed={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ?7?

2. Expressar como CL dos elementos de . Para L(f3,)
L(ﬁz) =t—1= d161 + d262 — dl(t — 1) + d22
L(B;) =t—1=d,t+(2d; — dy)

d]_:l
Zdz_dlz_l

Facilmente vemosd, =1ed, =0



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comasbases f ={(1,1),(0,1)}ed={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ??

1. Encontremos as imagens dos elementos da base £
L(B)=L(A1)=2t+1 L(B,)=LO1)=t—-1
2. Determinemos as colunas para cada vetor imagem

Lo =[s] L6 =[f],



Transformacao linear e matriz associada

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comasbases f ={(1,1),(0,1)}ed={(t—1), 2}
Qual a matriz de L ??
2. Determinemos as colunas para cada vetor imagem

L(B1) = EL L(B,) = [:(l)](s

| | g 2 17°
3. Construir a matriz: [L]’s =[ 0]

N|Ww



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}

Como utilizar a matriz ?

A. Calcular imagens de qualquer dupla ordenada:

Seja (r, r) quais os polindmios que podem ser
construidos? E qual sua caracteristica particular?

Isto €, estamos interessados nas imagens de uma reta
L:(x,y)=r(1,1)/ reR



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}

Como utilizar a matriz ? o=y

A. Calcular imagens de "
qualquer dupla ordenada:

Seja (r, 1)
L (.X', y) — r(]_’l) / r € R o !




Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Como utilizar a matriz ?

A. Calcular imagens de qualquer dupla ordenada:

A base ndo é canonica, calculamos as colunas (duplas)
Seja (r,r) = f1(1,1) + f5(0,1) = (f1, f1 + f2)

resolvendo f; =ref, =0.
r
rT) =
) = o],



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Como utilizar a matriz ?
A. Calcular imagens de qualquer dupla ordenada:

Para (r,r) = [g]ﬁ

(el,) = ol 1), =[], =)



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Como utilizar a matriz ?

A. Observar: L(r,r) = 2r)t+r
rL(1,1) =r(2t + 1)

Para
L ([g]ﬁ) _r EL =7 (20— D +32) = r2t + 1)



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,
L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)

comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Como utilizar a matriz ?
A. Observar: (r,r)=r(1,1)/reR?
E uma reta em R?
E a imagem ?

L ([6]3) =7 EL ~ (2t + 1)

também e uma reta em P;.



Transformacao — interpretacao geometrica

L:RZ — P, ef ={(1,1),001)}es ={(t—1), 2}

L:p=7r(11)/r€R

Y

A

e
L 7
7
4
7
e

Lp=rt+1)/r€R

A
(1)Py




Transformacao — interpretacao geometrica

Graficos dos elementos da reta de polindmios

(LP




Intervalo para duvidas



Transformacao — interpretacao geometrica

Seja a transformacéo linear L: R* — Py,

L(a,b) = (a+ b)t + (2a — b)
comas bases £ ={(1,1),(0,1)}ed ={(t—1), 2}
Como utilizar a matriz ?
B. Seria muito mais facil: L(r,r) =r(2t+ 1)
Porqgue utilizar a matriz associada ?

Resposta: Para automatizar calculo computacional de
transformacoes lineares.

Por agora parece pouco.
Principal uso: é utilizado quando temos poucos dados.



Transformacao — interpretacao geometrica

Para entender vejamos um exemplo:

Seja a transformacéo linear L: R* — R?, com
L(x,y) =(x+vy,2x+ 3y). Oquefaz L ???

Y

Y

?




Transformacao — interpretacao geometrica

Para: L(x,y) = (x +y,2x + 3y)
L(1,1) = (2,5) L(2,1) = (3,7)
L(2,2) = (4,10) L(1,2) = (3,8)

Y VN Y

Deformou o quadrado. Nao é triangulo.



Transformacao — interpretacao geometrica

Na pratica precisamos deformar um objeto (figura)
considerando que conhecemos alguns dados e 1sso
deve ser um padrao para toda outra deformacao.

A

* Preciso deformar com Y
uma transformacao linear.

* NoO caso nao tenho
formula definida.

< >
/ )
 Poucos dados. )

Exemplo: Tenho um espaco para transporte como na
figura.




Transformacao — interpretacao geometrica

Exemplo:
Precisamos de uma transformacéo linear L: R* — R?,
L(x,y) =727
I M v
L
< - / < >
X X




Transformacao — interpretacao geometrica

Exemplo:

Precisamos de uma transformacéo linear L: R* — R?,
L(x,y) =777 Deforme o quadrado sem perder a area.

Y

J

L

Y




Transformacao — interpretacao geometrica

Exemplo:
Precisamos de uma transformacéo linear L: R* — R?,
L(x,y) =777

Y Q rL\ Y




Transformacao — interpretacao geometrica

Precisamos de uma transformacéo linear L: R* — R?,

L0oy) = L[})] = [LBOLILE[))

Y VN Y




Transformacao — interpretacao geometrica

Precisamos de uma transformacéo linear L: R* — R?,

B =1{(1,0),(0,1)} e 6 =1{(1,0),(0,1)}

L8015 =[] e (LBl = 7]
ty Y ty
L
<« | - > <— | »>




Transformacao — interpretacao geometrica

Assim, temos a transformacdo linear L: R — R?,
019 O e
L(1,1) = (1,2) L(2,1) = (2,3) L(2,2) = (2,4) L(1,2) = (1,3)

Y VN Y




Transformacao — interpretacao geometrica

Determinamos a transformacdo linear L: R — R?,

Lx,y) = (x,x+y)
N W%
%

<— - < >
X X

>
h<
>




Transformacao — interpretacao geometrica

Determinamos a transformacdo linear L: R — R?,
Lix,y) = (x,x+y)

A ~ NG
"
/ ’ /




Transformacao — interpretacao geometrica

Assim, e possivel definir uma transformacao linear
utilizando um numero de dados igual a dimensao do
espaco de partida.

Todo o trabalho foi identificar as imagens dos
elementos da base, atendendo o problema.

Com esses dados € possivel determinar uma matriz
associada a uma transformacao linear.

A partir da matriz pode-se determinar uma
formula para a transformacéo linear procurada.



Intervalo para duvidas



O que significa bases diferentes ??

Quando U e W sao o0 mesmo espaco vetorial mas as
bases sao diferentes

B =1B1, -, Bnied =16y, ..., 6}

O gque significa ??7?

Por exemplo:

U = R? comabase 8 = {(1,0), (0,1) }, e
W = R% com a base § = {(1,1), (0,1) }



O que significa bases diferentes ??

Exemplo: U = R? e W = R? com as bases diferentes

B ={(1,0),(0,D} e & = {(1,1),(0,1)}

Para poder identificar o que significa, utilizemos a
transformacao linear "identidade™ entre 0s espacos.

Seja L: R* — R?%, com L(x,y) = (x,y).
L(1,0) = (1,0)
L(0,1) = (0,1)



O que significa bases diferentes ??

Exemplo: U = R? e W = R? com as bases diferentes
B ={(1,0), (0,1} e § ={(1,1),(0,1)}

Seja L: R*? — R?,com L(x,y) = (x,).

L(1,0) = (1,0) L(0,1) = (0,1)




O que significa bases diferentes ??

Seja L: R* — R?%, L(x,y) = (x,y) com as bases
B =1{(1,0), 0,1} e § = {(1,1),(0,1)}

Para montar a matriz da TL combinamos os § em é:
L(l,O) — (1,0) — Cl(l,l) + Cz(O,l) — (Cll C1 + Cz)

C1 — 1 e C2 —_ _1
L(O,l) — (0,1) — dl(l,l) + dz(o,l) — (dl, dl + dz)
dl —_ 0 e dz — 1

5= 5 5



O que significa bases diferentes ??

Seja L: R? — R?%, L(x,y) = (x,y) com as bases
B =1{(1,0), 0,0} e & = {(1,1), (0,1)}

Vejamos a transformacéo do quadrado com vertices
emP=(1,1),Q=(21),R=(2,2)eS=(1,2)




O que significa bases diferentes ??

Seja L: R? — R?%, L(x,y) = (x,y) com as bases
B =1{(1,0), 0,0} e & = {(1,1), (0,1)}

P=(11)= [L](i) = _11 ‘fﬁf 1 - :(1)]5
Q=1 =L (E_ =__11 g'j'iz‘zla

—1
ol



O que significa bases diferentes ??

Seja L: R* — R?%, L(x,y) = (x,y) com as bases
B =1{(1,0), 0,1} e § = {(1,1),(0,1)}
L)P) =[] @ = [4] i@ = [g] 1) = []]

s




O que significa bases diferentes ??

Seja L: R? — R?%, L(x,y) = (x,y) com as bases
B =1{(1,0), 0,0} e & = {(1,1), (0,1)}

Observar: Com a base § temos outros eixos e a
medida da unidade depende dos vetores da base ...




Intervalo para duvidas



Mudanca de coordenadas

Mudanca de coordenadas por translacao
Considera-se: X = X + B

X7
S [ = [P 4 [P %
N X1 _ X1 _ b1 B X,
Xz X2] by ‘ ! X,




Mudanca de coordenadas

Consideremos uma reta que nos eixos originais nao é
espaco vetorial, podemos fazer dela um espaco
vetorial ? A reta representa um dado principal ...

A

Y
Suponhaque areta 2y — x = 2 /’
e a estrada principal da planta. P
</ X:
Como fazer para que v

seja espaco vetorial? , sem modificar nenhuma
Instalac@o que provavelmente ja esta desenhada...



Mudanca de coordenadas

Consideremos uma reta que nos eixos originais nao é
espaco vetorial, podemos fazer dela um espaco
vetorial ? A reta representa um dado principal ...

A
Y

Suponhaqueareta2y — x = 2 /’

e a estrada principal da planta.

(/ >
Lembrando: Para ser espaco X
vetorial deve passar pela origem.

<

Nao passa pela origem: substituindo (0,0) da 0 = 2.



Mudanca de coordenadas

Parece uma boa ideia, considerar uma equacao
Igualada a zero. Entao: 2y — x = 2

escrevemos: 2y —x — 2 = 0 A/

2y —(x+2)=0

Aqui aplicamos a translacao </B/

de eixos, da forma mais simples
X=x+2

{? =y

Construimos B = (—2,0), que sera a nova origem.




Mudanca de coordenadas

Assim, areta: 2y — x = 2
ou2y—(x+2)=0 N

/'

Representa-se por % X x
29 —2 =0

Temos deslocado o0s eixos ao ponto de intersecao da

reta com o eixo das abcissas, o0 somando alterado fol
0 correspondente a x.




Mudanca de coordenadas

Assim, areta: 2y — x = 2
ou2y—(x+2)=0 N

/'

Representa-se por % X x
29 —2 =0

Por outro lado, se é conhecido um ponto especial da
reta (predio principal), o qual sendo a origem,
facilitaria referenciar outras unidades, entao o ponto
B deveria ser essa informacao.




Mudanca de coordenadas

Sejaareta: 2y —x = 2
Supondo gue o ponto de interesse € B = (4,3)
Entdo, pelas formulas da mudanca

y=y-3 |
Daqui
{x=5c‘+4

v



Mudanca de coordenadas

Sejaareta: 2y —x = 2

Supondo que o ponto de interesse € B = (4,3) .

Entao,

x=X+4
y=y+3’

Substituindo temos: §
2y —x=2=>200+3)—(x+4) =2

A equacao da reta é:
2y —X =0



Intervalo para duvidas



Mudanca de coordenadas

Mudanca de coordenadas por rotacao
Considera-se: X = AX, onde A € a matriz de rotacéo

de « graus. A matriz A1

_—A[
_:A_ [le

=
X9

= | ~

e a rotacao d

S

e (—a) graus.

<

X, = —xiSena + x,co0sa

N {9?} = x,coSsa + x,sena

-



Mudanca de coordenadas

Com a mudanca de eixos por translacao a reta passa
pela origem adequada.

Com esse sucesso, pensamos:
E a reta poderia ser um eixo de referéncia ???

A equacao da reta é:

2y —Xx =0
onde

X=x+4
y=y+3




Mudanca de coordenadas

Basta rotacionar os eixos XY obtendo novos eixos XY
fazendo que o0 eixo X seja a reta desejada.

Y

Mas quantos graus devemos
girar para conseguir ???

Aretaé: 2y —x=0
Precisamos do vetor de
direcao daretav = (2,1)



Mudanca de coordenadas

Rotacionando os eixos XY para os novos eixos XY.
Aretaé: 29y —xXx=0
A mudanca por rotacao:

{3’5} = X1C0SQ + X,S5enca

X, = —Xi15ena + x,cosa

= Xcosa + ysena
= —Xsena + ycosa

A ) R; r‘<z =N
I

xXcosa — ysena
xsena + ycosa




Mudanca de coordenadas

Rotacionando os eixos XY para os novos eixos XY.
Aretaé: 29y —xXx=0

A mudanca por rotacao:
X = Xcosa — ysen«a
y = Xsena + ycosa

Com o vetor de direcdo da
reta v = (2,1) obtemos cosa e sena.



Mudanca de coordenadas

Rotacionando os eixos XY para os novos eixos XY.
Aretaé: 29y —xXx=0




Mudanca de coordenadas

Rotacionando os eixos XY para os novos eixos XY.
Aretaé: 29y —xXx=0




Mudanca de coordenadas

Rotacionando os eixos XY para os novos eixos XY.
Aretaé: 29y —x=0

2(% +25) — 2% —5) = 0
(2% +49) — 28 +§ = 0
Reduzindo

j =0 ‘

Certissimo, a reta nos novos eixos é uma reta
horizontal e sobre o0 eIxo das abcissas.

Observar: A equacao reduzida.



Mudanca de coordenadas

Relacionando os eixos XY com XY e com XY.
Equacao original: 2y —x = 2 S o

. x=x+4
Translacao: {y




Duavidas 777



