ZAB 0161 - Algebra linear com aplicacoes em geometria
analitica
Lista 6 - Gabarito

1. Determine a area de um poligono cujos vértices sao os pontos:

A=(4,1), B=(2,4),C=(-2,2),D=(-1,-3) e E = (3,-2).

Utilizar vetores e produto escalar.

Resolucgao:

A area de um tridngulo formado por dois vetores u e v, pode ser calculada pela formula

1 1
A= 5 ’u v ’

sendo considerado o vetor v como lado base do triangulo.
Assim, na figura formamos trés tridngulos que formam o poligono todo:
ACBA, ACEA e ACDE.
Para o ACBA considere como lado base ao vetor v = CA = (6,—1), com v+ = (1,6),
eu=CB=(4,2).
A dreado ACBA ¢ Ap = S |u-vt|=1[4412] =8>
Para o ACEA considere como lado base ao mesmo vetor v (acima), e u = CE = (5, —4).
A area do ACEAéA2:%|u-vJ—‘ =15—24] =22
Para o ACDE considere o lado base ao vetor v = CE = (5, —4), com vt = (4,5),
eu=CD = (1,-5).
A drea do ACDE & Ay = 1 |u-vt| =
A area total & A = 28 u?.

$14—25=3% w2

2. Sejam u,v € R?, ndo nulos, e t # 0. Quais das seguintes afirmacoes sdo verdadeiras e por qué?

(a) Proj, (Proj,u) = Proj, (Proj,v) entdo u é paralelo a v ou |lu| = |v]|.
(V) Observar que a igualdade apresenta:

() (0-u)  (v-w) (u-v)

2 7 U= 2 3 V
o]l Jlul] [Jull™ vl

= u=v= |ul| =l

(b) (Proj,(u+v))-vt #0seu-v#0ew= Proj,(tu).
(F) Como u - v # 0, u e v ndo sdo ortogonais, assim a proje¢ao Proj,(tu) # 0.
Como w = Proj,(tu) entdo w é paralelo a v, w = av # 0.
Também Proj, (u+v) = fw, logo (Proj,(u+ v))-vt = fw-vt = B(aw)-vt = (Ba)v-vt = 0.

(¢) Proji(tu) = Proj,u
2
(F) Observar Projy,(tu) = 1213 (tp) = L0 (ty) = 149 = tProj,u.
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(d) Proj,(tu) = Proji,u.
(F) Observar Proj,(tu) = tul"g (v) = t(“'ﬁ’z) (v) = tProj,u

e Projuu = feits(tv) = Gt = v = Projuu
3. No trapézio PQRS da figura, |RQ| = [|SP|, S = (-4,2), @ = (10,4), PS- PR = 0 e

ProjopPR = (8,8). Determinar os pontos A, P, R e o vetor PR.

Observar (desde os dados):

1. Por ser trapezio SR é paralelo a QP.

2. Como ||RQ| = ||SP|| o trapezio é isosceles, assim ||RP|| = ||SQ||.

3. Os vetores PS e PR sdo ortogonais (PS - PR =0).

4. O vetor base da projegdo QP é paralelo ao vetor (8,8), considerando um vetor mais simples,
QPII(1,1).

Resolugao:

De 2., temos que os tridingulos ARQS e ASPR sao semelhantes, logo os seus dngulos correspon-
dentes sao iguais. Entao, o angulo RQS deve ser igual ao angulo SPR.

De 3., o angulo SPR é retangulo entao RQ.S também, entdo RQ e QS sao ortogonais, isto &,
QR-QS =0.

Dessa equagdo podemos determinar uma relacdo entre as coordenadas de R = (r1,rs), dado que
os pontos S e () sao conhecidos:

(R=Q)-(5-Q)=0

(7“1 — 10, ro — 4) . (—14, —2) =0

Tri+ro=T74oury =74—Trq.

De 4. e 1. temos que QP||SR, entao SR||(1,1),

isto significa que SR é um multiplo do vetor (1, 1), o que se escreve:

SR=R-S= (7”‘1 +4,7’2 —2) :ﬁ(Ll)

igualando as componentes: 11 +4=08ero—2=0,istoé: ri +4=1ry — 2, 0ur; = —6+ ro.
Substituindo a expressdo anterior de ro temos: r; = —6+4 (74— 7r1) entdo r; = ¥ e R = (1, 2).

Para conhecer P: De 4., (p; — 10,p3 —4) = «(1, 1), daqui: p1 — 10 = ps — 4, p1 = 6 + po.

Agora de 3., temos (—4 — p1,2 — po) - (1—27 - p1, % *}72) =0

ou (—10 —p2,2 —p2) - (2 —p2, 2 —p2) =0

0u2p§—9p2+4:0, istoép2:4ep2:%.

Observar que se py = 4, entdo ||SP|| = /200 # || RQ|, isto significa que ndo podemos utilizar o
valor de 4 pois contradiz o item 2.

Em consequéncia utilizamos p, = 3, logo P = (£2,1). Daqui: PR = (2,14).

Para determinar A perceber que SA é paralelo a S@Q, pois estao na mesma diagonal.

Por serem paralelos fazemos SA = a(SQ), dai A = S + a(SQ).

Também PA é paralelo a PR (na mesma diagonal), logo PA = b(PR), isto ¢ A= P + b(PR).

De ambas igualdades para o ponto A temos A = S+ a(SQ) = P + b(PR).
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Figura 1: Questao 3 b)
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Temos um sistema de duas equagoes com duas incognitas, resolvendo b = 5.

Substituindo A = (%, %75)

. Dados os extremos A = (1,1) e B = (10,7) do segmento de reta AB, determine o ponto @ que
divide AB em dois segmentos na relagdo de (—2) : (—1).

Resolugao: A relagao é dada para os dois segmentos (vetores) que foram gerados pela divisao,
portanto: AQ = %QB,

assim Q —A=2(B—-Q), Q = A+ 2B —2Q, entdo 3Q = A+ 2B = (21,15),

logo Q = (7,5).

. Os pontos (z1,y1) e (x2,y2) da reta 5x — 12y 4+ 15 = 0 distam 3 unidades da reta

L:(3,4) ((z,y) — (0,3)) =0, determine x1 + x.

Resolugao: Observar que areta £: (3,4)-((z,y) — (0,3)) = 0 tem ponto de passagem P = (0, 3)
e um vetor ortogonal ut = (3,4).

Procuramos um(ns) ponto(s) R na primeira reta dada tal que a proje¢do do vetor PR sobre o u
seja de tamanho 3.

Como R pertence a primeira reta, tem a forma R = (r, Sr+ 1), entdo PR = (r, 37 — 2}) ,
vide Figura 1.

1

||Proj,. PR| = 3, entdo

PR-u* PR-u*
|Projus PRI = || =—g-u*|| = | =g ||| =
[lut]] [[ut]]
PR-u‘| [3r+3r—7| |14 7 5
= = = |—T — —| =
[lut|] 5 15 5
Assim temos duas solugoes: %r — g =3e %7’ — % =-3.
Da primeira equacao obtemos x; = ? e da segunda zo = —1—72, logo 1 + z2 = % =3.

. Determine as equagoes paramétricas das bissectriz das retas
Li1:4x—3y=—-10e Lo: Tx+y—20=0,
que correspondem ao angulo agudo e ao angulo obtuso entre as retas £1 e Lo.



Resolugao:

O ponto de intersegdo das retas é (2,6).

Para determinar o vetor direcao de uma bissetriz entre os vetores u e v das duas retas, basta
calcular os vetores unitarios e somar esses vetores. Vide os slides da aula de Retas em R”.

Para facilitar as contas pode se expressar: £1: —4dx+3y=10e Lo: Tx +y =20

E essas sao equacoes gerais para ambas as retas.

Lembrar que desde a equagao geral de uma reta ax + by = ¢, pode ser extraido um vetor ortogonal
a reta igual a (a, b).

Assim, se u é o vetor de dire¢do da reta L, entdo ut = (—4,3), isso significa que u = (3,4).
Para o vetor de dire¢do da reta Lo, v+ = (7, 1), portanto v = (1, 7).

Para encontrar a bissetriz do angulo agudo, devem ser considerados vetores de igual medida,

portanto considera-se os vetores unitarios de v e v: u, = (%, %) € Uy = (\1/—05, —l—‘{?), e a soma &
6+v2 8-7v2
10 0 )

Lembrar que o vetor de direcao de uma reta pode ser qualquer vetor paralelo a algum vetor
determinado, isto é, ndo precisamos utilizar w, posso utilizar qualquer paralelo a ele. Se multiplicar
w vezes 10 (para tirar as fragoes), temos um vetor paralelo mais simples, o qual vou tomar como
vetor de direcao, entao w = (6 +2,8 — 7\/5)

Assim com o vetor diregdo e o ponto de passagem (que é o ponto de intersecdo das duas retas)

temos:
r=2+(6+2)t
y=6+(8—-TV2)t
Para calcular a segunda bissetriz, considere o inverso de um vetor, por exemplo —u € 0 v (sempre

do mesmo tamanho, de preferéncia unitarios). O vetor dire¢do é ws = —u, + v, e simplificando
wy = (—6+ V2, -8 — 7\/5) e com o ponto de passagem temos as equagoes paramétricas

{ =2+ (—6+2)t
y=6+(-8—-T7V2)t °

w = 5

INCREMENTO:

Otra forma de encontrar a segunda bissetriz, é saber que no plano as duas bissetrizes formam
sempre um angulo reto (90°). Isso significa que se temos o vetor de diregao da primeira bissetriz
w = (6 +12,8 — 7\/5), o vetor da segunda bissetriz é um ortogonal w+ = (—8 +7v2,6 + \/ﬁ),
entao as equacoes paramétricas tomam a forma

{ r=2+ (=8 +7V2)t
y=6+(6+2)t

Parecem muito diferentes, o aluno pode demostrar com algumas contas que w= ||wy.

. Sejam as retas L1 : (z,y,2) = (1,0,—-1) +t(1,1,2) e L3 : (z,y,2) = (—=1,3,4) + r(-2,3,1).
Determine a equacio vetorial da reta £ que é ortogonal as rectas £1 e Lo, e que intersepta (cruza)
ambas. Achar os pontos de intersecgao.

Resolugao: Se L é ortogonal a L1 e Lo, o vetor direcdo de L serd ortogonal aos vetores dire¢dao
das outras duas retas simultaneamente. Logo um vetor direcao seré o produto vetorial
w=(1,1,2)z(-2,3,1) = (-5,—-5,5) = —5(1,1, —1).

A equacdo da reta £ precisa de um ponto de passagem, como L intersepta L£q, vamos a utilizar
esse ponto (x1,y1,21) € L1 N L, como ponto de passagem, entdo a equagio é
L:(x,y,2)=(x1,91,21) +s(1,1,-1).



Por ser ponto de £, podemos escrever

L:(z,y,2)=(1,0,—-1)+t1(1,1,2) + s(1,1,-1) = (1 + t1 + s,t1 + 5, —1 + 2¢; — 5).

Por outro lado, como L cruza L,, existe um ponto em Ly que também é ponto de

,C, (:L‘Q, Y2, 22) == (71, 3, 4) + 7’2(72, 37 1) = (71 - 2’["2, 3 + 37’2, 4 + T2).

Por ser ponto de L, substituimos na equacao de £ obtendo:

L:(=1—2r9,343r9,4+12) = (141t +s,t1 +5,—1+ 2t — s).

O que da um sistema linear de 3 equacoes com 3 incognitas. Levando a matriz estendida, temos:

2ry +t + 5= -2 2 1 1 =2

~3ro+t1+s=3 =| -3 1 1 3 |,

—rog+2t; —s5=95 -1 2 -1 5
cuja solugio é ry = —1,¢; = 3 e s = —3.

Assim: (z1,y1,21) = (£,3,3) € LiNLe (w2,y2,22) = (1,0,3) € LN L.
A equacdo vetorial da retal é L : (z,y,2) = (1,0,3) + s(1,1,—1).

. Um plano P contém a reta £, : “”T_l = y_—_f = zz;l, e é paralelo a reta £, : 2x3;ij7 .
Determine a equagao vetorial, equagao geral e equagoes paramétricas do plano.
Resolugao: Dos dados L : ””T_l = y_—_f = Zgl = t entao obtemos a representagao paramétrica
seguinte:
r=1+1¢
El . Yy = 2—t
z=1+2¢

Por estar a reta contida no plano, o vetor da reta pode ser considerada como um dos vetores
direcao do plano, o outro vetor sera o vetor direcao da reta paralela ao plano:

xT=s
Lo:¢ y=2s—7

z=3s

Assim, os dois vetores dire¢ao sdo u = (1,—1,2) e v = (1,2,3). Para a equagdo vetorial falta um
ponto de passagem que pode ser obtido da reta contida no plano, por exemplo P = (0,3, —1).
A equagdo vetorial do plano é P : (x,y,2) = (0,3,—1) + m(1,-1,2) + r(1,2,3). As equagdes
paramétricas
r=m-+r
P y=3—m+2r
z=-14+2m+3r

Para a equagdo geral obtemos o vetor normal n = u X v = (=7, —1,3), portanto a equagdo geral
éP:—-Tx—y+3z=—6.

. Dado o plano P : 2z +y+ z = 3, indicar se o ponto S = (1,2, 2) esta acima ou embaixo do plano.
Escreva a equacao vetorial do plano e as equagoes paramétricas do mesmo.

Resolugao:

Substituindo as coordenadas do ponto no primeiro membro da equacao do plano temos

20+ (2)+(2) =6 > 3.

Assim, pode-se dizer que esta acima do plano.

Para obter a equacao vetorial do plano, achamos trés pontos nao colineares do plano e montamos
dois vetores dire¢do, por exemplo P = (1,0,1), @ = (0,0,3) e R = (1,1,0).



10.

Os vetores u = PQ = (—1,0,2) e v = (0,1, —1).

Observar que os dois vetores sdo linearmente independentes (Observar: se fossem dependentes,
entdo u = aw, igualando as terceiras componentes teriamos 2 = a(—1) entdo o = —2; igualando
as segundas componentes 0 = a1, entdo a = 0, que nao é valido).

A equagdo vetorial do plano é P : (z,y,2) = (0,0,3) + t(—1,0,2) + s(0,1,—1) e as equagdes
paramétricas

r=—t
P y=s
z2=34+2t—-5s

Desafio:ABCD é um quadrilatero, e E = (1,5) é o ponto médio de AB, H = (4,2) é o ponto
médio de AD, o vetor CE é paralelo a (2,3). O vetor DE é paralelo a (1,—2) e
ProjapCH = (5,5). Determine os vértices 4, B, C e D.
Resolugao:
Dos dados paralelos obtemos as seguintes relacoes: CE = m(2,3), DE = n(1,-2),
e como (ProjapCH) || AB||AE| EB, podemos dizer AE = r(5,5).
Também é conhecido HE = E — H = (—3,3).
Agora: AE=AH+ HE=HD+ HE=(HE+ED)+ HE =2HE+ ED.
Isto é: (5r,5r) = 2(—3,3) — (n,—2n) o que da o sistema (5r + n,5r — 2n) = (—6,6).
Por Gauss-Jordan: )

Z _12 _66 ~ [(1) (1) :i ,entéor:f%en:fll.
AE = (-2,-2)=FE — A, istoé, A= (1,5)+ (2,2) = (3,7).
B=A+AB=A+2AE = (3,7) + (—4,—4) = (—1,3). Entdo AB = (—4,—4).
CE = (2m,3m), entdo E — (2m,3m) = C, C = (1 — 2m,5 — 3m).
Agora utilizamos a informacao do vetor projegao:

C’H-AQBAB: (34 2m, -3+ 3m) - (—4, 4)(74774) _
|AB| 32

(s (5.

E o vetor devia ser igual a (5,5), entdo % = 1, assim m = 2, portanto C' = (=3, —1).
Para: D=2AH +A=2(H—-A)+A=2H — A=(8,4)—(3,7) = (5,-3).




