Lista 5 - Gabarito

June 14, 2021

1. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles sdo subespacos de R*?

(a)

(z,y,2,w) tais que z —y = 2.

Resolugao:

Sabemos que R* = {(z,y,2,w) / x,y,z,w € R} é espaco vetorial.

A pergunta é sobre o conjunto C = {(z,y,z,w) / x,y,2,w € Re z —y =2} C R

Observar:

Os elementos de C tem quatro componentes e além disso a diferenga do sua primeira
componente menos a segunda componente deve ser igual a 2.

Sobre a terceira e quarta componente nada é exigido.

Para verificar que C' é sub-espago vetorial bastara validar as propriedades A1 e M1 de um espago
vetorial (Vide slides de Espaco Vetorial).

Verificando Al: Sejam u,v € C entdo u+v € C.

Por serem elementos de C' eles possuem quatro componentes e devem satisfazer a condicao dada.
Entdo u = (Ty, Yu, 2u, Wy) COM Xy — Yy = 2 € 0 = (Tyy, Yoy 2y, Woy) COM Ty, — Yy = 2.

Para satisfazer A1l deve se verificar que u + v € C, isso significa que u + v deve ter quatro
componentes e deve satisfazer que sua primeira componente menos a segunda componente da 2.
Vejamos: u—+v = (Ty, Yu, 2u, Wo) + (Tos Yo, 2o, Wy ) = (Ty + Ty, Yu + Yo, 20+ 20, Wy +w,) tem quatro
componentes.

Agora falta verificar que sua primeira componente (z,, +,) menos a segunda componente (Y., +y,)
da 2.

Mas fazendo contas temos: (2, + 2y) — (Yo + Yo) = Ty — Yu) + (To —Yo) =2 +2 =4 F# 2.

Isto significa que falha A1, nao precisamos verificar M1, concluimos que

C nao é sub-espago vetorial.

(z,y,z,w) tais que z =z =2y e w = z — 3y.

Resolucgao:

Sabemos que R* = {(z,y,2,w) / x,y,z,w € R} é espago vetorial.

A pergunta é sobre o conjunto C = {(x,y,2z,w) / #,y,z,w ERez=2=2yew =z — 3y} C R%
Observar:

Os elementos de C' tem quatro componentes e além disso a primeira e terceira compo-
nentes devem ser iguais e iguais ao dobro da segunda componente, também a quarta
componente deve ser o valor da primeira menos o triplo da segunda componente.
Precisamos validar as propriedades Al e MI1.

Verificando A1l: Sejam u,v € C entdo u+v € C.
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Por serem elementos de C eles possuem quatro componentes e devem satisfazer a condi¢do dada.
Entéo u = (Ty, Yu, 2u, Wy) COM 2y = Ty = 2y € Wy = Ty — 3Yu,

e V= (Zy,Yu, 2, Wy) COM 2y = Ty, = 2y € Wy = Ty — Y-

Vejamos: u+v = (Ty, Yu, Zu, Wu) + (o, Yo, 2o, Wo) = (To + Ty, Yu + Yo, 20+ 20, Wy +w,) tem quatro
componentes.

Verificando as condigoes temos:

Zy + 2y = Ty + Ty = 2yu + 2y, = 2(Yu + Yo ), pelas propriedades de u e v.

Assim a terceira e primeira componentes sdo iguais e elas sdo iguais ao dobro da segunda compo-
nente.

Também: wy, + wy = (4 — 3yu) + (Ty — 3yp) = (B0 + 24) — 3(Yu + Yo)-

Assim a quarta componente é igual a primeira componente menos o triplo da segunda componente.
Verificando M1: Dado a € R e dado u € C entdao au € C.

ot = Ty, Yu, 2y, Wy ) = (O, QYy, 2y, @wy,) onde az, = ax, = @(2y,) = 2(ay,,) satisfazendo a
primeira propriedade.

Agora partindo da quarta componente:

awy, = a(Ty — 3Yy) = axy — (3yy) = (axy) — 3(ayy)

obtemos que é igual a primeira componente menos o triplo da sua segunda componente. Portanto
au € C.

C é sub-espago vetorial.

(C) (x7y727w) tais que x =y = 0.

Resposta: E sub-espaco vetorial.

(d) (x7y7z,'l,U) tais que r = Oe y = —w.

Resposta: E sub-espaco vetorial.

2. Considere uma matriz fixa A, «,. Determine se os conjunto dados sao ou nao espacos vetoriais.

(a) G={B € M,x,/ AB = BA}.
Resolugao
O conjunto G sera espago vetorial se satisfaz os axiomas A1l até A5 e M1 até M5.
Mas, sabemos que M, «,, € um espaco vetorial com as operacoes usuais.
Assim, como G é subconjunto de M,, ., bastard mostrar que G é sub-espaco vetorial, isto ¢, basta
verificar A1 e M1.
Verificando Al: (Dados U,V € G entao (U +V) € G)
Sejam U,V € G: como U € G entdo U € M, «, satisfazendo AU =UA
e como V € G entdao v € M, «, satisfazendo AV = V A.
Observar que (U 4+ V) € M« €
AU +V) = AU + AV pela distributividade da multiplicagdo de matrizes (pela esquerda),
AU + AV = UA + V A por serem elementos de G,
UA+ VA= (U+V)A pela distributividade da multiplicacdo de matrizes (pela direita),
portanto: A(U+ V)= (U+V)A, logo (U+V) € G.
A1l é valido.
Verificando M1: (Sejaa € Re U € G, entdo aU € G)
Como U € G temos que AU = UA. Tambem U € M,,«,, e como « é um escalar entdao au € M, «,

por ser produto de matriz vezes um escalaré



Agora A(aU) = a(AU) (propriedades de associagdo do produto de matrizes vezes escalar),
a(AU) = a(UA) por ser U elemento de G,

a(UA) = (aU)A pela associatividade da multiplicagdo de matrizes vezes escalar.

Assim A(aU) = (aU)A entao (aU) € G.

M1 é valido.

Logo, G é sub-espaco vetorial de M, «, com as operagoes usuais, portanto G é espago vetorial com

as operacoes usuais.

(b) G={B € M,xn/ AB e BA séo diferentes}
Resolucgao
Lembrar que todo espaco vetorial deve conter o elemento Zero.
No caso a matriz nula 0, x, nao pertence ao conjunto G.
Isto porque, qualquer que seja a matriz A temos que A0 = 0 = 0A e para que 0 pertenca ao
conjunto G deve ser satisfeito que A0 seja diferente de 0A (falso).
Falhando uma propriedade nem precisa verificar as demais, o conjunto nao é espago vetorial.
G nao é espaco vetorial
(¢c) G={B € Muxn/ BA=0}
Observar que os elementos de G sao matrizes que anulam a matriz A, entao a matriz
zero (B =0) é um elemento de G, mas nao necessariamente o dnico.

Resposta: E espaco vetorial.

3. Encontre um conjunto de vetores que gera o espaco solucao do sistema homogéneo AX = 0, sendo:

101 0
(a) A=1|1 2 3 1
2 1 3 1
Resolugao
Por ser um sistema com trés equacoes e quatro incognitas, é provavel que existam graus de liber-
dade.

Devemos entao, primeiro resolver o sistema homogéneo AX = 0.

T1 —I3
~ T2 —I3
Obtemos a solucao X = =
T3 T3
Ty 0

Observar que o conjunto solucdo S (também é um espago vetorial) é o conjunto com todas as

solugoes, assim podemos escrever

— 23
S={x=| " |/zer
T3
0
Ou melhor
-1
S=<¢X =ux3 B /l‘gER
0



Assim, toda solugdo (elemento do conjunto S) é um miltiplo do vetor _1 , logo podemos
0
-1
. -1
formar o conjunto G = . formado por esse vetor fixo.
0
G é um gerador de S.
1 1 2 -1
(b) A= 2 3 6 -2
-2 1 2 2
Resolugao

Por ser um sistema com trés equacoes e quatro incognitas, é provavel que existam graus de liber-
dade.

Devemos entao, primeiro resolver o sistema homogéneo AX = 0.

T L4
~ To —2$3
Obtemos a solucao X = =
T3 T3
Tyq T4

Observar que o espaco solu¢ao S pode ser representado por

Ty Ty 0 1 0
—2x: 0 —2z 0 -2
S=<J{X= Bl = + 3 =14 + x3 / x3,24 €R
T3 0 XT3 0 1
T4 Ty 0 1 0
1 0
. ~ L 0 -2
Assim, toda solugdo é uma combinacao linear dos vetores 0 e )
1 0
1 0
. 0 -2 .
Formando o conjunto G = o | ) decimos que G é um gerador de S.
1 0
1 0
. ) 0 -2
Um conjunto gerador é G = NE )
1 0

4. Encontre conjuntos geradores para os seguintes subespacos:

(a) E={(a,b,c) € R®/3a —5b+ 2c=0}.

Resolucao

Observar que um elemento arbitrario de E deve satisfazer 3a — 5b +2¢ =0, ou a = 3b —

3
4

ol
e



Entao, se (a,b,c) € E temos

5 2 5 2
(a,b,c) = (Sb_ 36 b,c) = (Bb’ b, 0) + (—30,0,0)

C

5 2 b
=b(2,1 ~20,1)=- -2 .
(a7 b’ c) b (3’ 70> +C< 3707 ) 3 (5’ 37 0) + 3 ( ’0)3)

Um conjunto gerador é G = {(5,3,0),(-2,0,3)}.
E = {A S M2><2/3a11 = 2a12}.

Resolugao

Como A € My representamos por A =

ailr a2
a1 Aa22

Por ser elemento de FE, deve satisfazer a condi¢ao dada 3a;; = 2ai2, ou a;; = %alg, entao
escrevemos
2 2
Ao | @ @2 | _| 502 @2 || 5012 a1z | 0 0 . 0 0
as1 Q22 as1 a2 0 0 as1 0 0 a2
2
= 1 0 0 0
Aa”lg R N R 1]

Um gerador serd G = {

21 00 00
00| |1 o] |0 1]|f

. 2 3 0 0 0 0
Outro pode ser o conjunto , ,
0 0 10 0 1

E={pe P;/p(2) =0}.

Resolugao

Seja p € P, entdo ele pode ser representado por p = p(t) = at + bt? + ct + d, onde a,b,c,d € R.
Se p € E, entdo p(2) = 0. Substituindo na sua representacao temos:

p(2) = 0 = a(2)? + b(2)? + ¢(2) + d, isto é 8a + 4b + 2¢ + d = 0. Daqui podemos expressar por
d= —8a—4b—2c.

Substituindo na representacao do polinémio temos

p(t) = at® + bt? + ct +d = at® + bt? + ¢t — 8a — 4b — 2c

p(t) = a(t®—8)+b(t?—4)+c(t—2) para quaisquer a, b, c € R. Assim encontramos uma representagao
de qualquer polindmio p € E utilizando os polinémios fixos t3 — 8, t? —4 e t — 2.

Um gerador serd S = {t — 212 — 4513 — 8}

E={pe P/p(2) =p(-1)}
Resolugao
Seja p € P, entdo ele pode ser representado por p = p(t) = at® + bt? + ct + d, onde a, b, c,d € R.
Se p € E, entdo p(2) = p(—1). Substituindo na sua representagio temos:
p(2) = a(2)? +b(2)%2 + ¢(2) + d = p(—1) = a(=1)% + b(—1)% + ¢(~1) + d,
istoé8a+4b+2c+d=—-a+b—c+d.
Daqui podemos expressar por 9a +3b+3c=0ou3a+b+c=0o0uc=—3a—0b.
Substituindo na representacao do polinémio temos
p(t) =atd3 +bt? +ct +d=at’> +bt> + (=3a - b}t +d
b)



p(t) = a(t® — 3t) + b(t? — t) + d para quaisquer a,b,d € R.
Um gerador serd S = {1;t% — ¢;¢> — 3t}

5. Encontre uma base para os seguintes espaco de R3,

(a)

Todos os vetores da forma (a, b, c), onde b = a.

Resolugao

O espaco dado ¢ o conjunto C' = {(a,b,c) € R®/b=a}.

Procuramos um gerador de C, para isto temos que

(a,b,c) = (b,b,c) = (b,b,0) + (0,0,¢) = b(1,1,0) + ¢(0,0, 1) para quaisquer b, c € R.

Assim, um gerador é o conjunto G = {(1,1,0),(0,0,1)}.

Para ser base o conjunto deve ser linearmente independente (L.I.).

Para verificar que é linearmente independente devemos combinar linearmente o zero e os coefi-
cientes dessa combinacao devem ser apenas zeros.

Se r(1,1,0) + s(0,0,1) = (0,0,0) entao (r,r,s) = (0,0,0), daqui a tnica solugdo r = 0 e s = 0.
Logo é um conjunto L.I.

Portanto por ser gerador e L.I. o conjunto G = {(1,1,0), (0,0,1)} é uma base.

Todos os vetores da forma (a,b,c), onde a = 0.

Resolucgao

No presente conjunto temos que a nao é arbitrario, a é o zero, enquanto que b e ¢ sdo nimeros
reais quaisquer. Assim, vamos representar como

(a,b,c) = (0,b,¢) = (0,b,0) + (0,0, ¢) = b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Verificar que sdo L.I. é simples, entdo uma base é o conjunto g = {(0,1,0),(0,0,1)}

Todos os vetores da forma (a — b,b+ ¢,2a — b+ ¢). Esse aqui é um problema importante.
Resolugao

O espaco dado ¢ o conjunto C = {(a —b,b+c,2a —b+c) € R®/a,b,c € R}. Procuramos um
gerador de C, para isto temos que

(a—b,b+c¢,2a —b+c) = (a,0,2a) + (=b,b,—b) + (0,¢,¢) = a(1,0,2) + b(—1,1,—1) + ¢(0,1,1)
para quaisquer a,b,c € R.

Um gerador é § = {(1,0,2),(-1,1,-1),(0,1,1)}.

Agora verificamos se o conjunto é linearmente independente.

Se r(1,0,2) + s(—1,1,—1) + ¢(0,1,1) = (0,0,0), daqui (r — s,s +t,2r — s +t) = (0,0,0).

Isto é um sistema de equagoes

r—s
s+t =
2r—s+t =
-1
cuja solucao é X = -1
1
Isto significa que r = s = ¢t = 0 nfo é a unica solugido. Existem muitas, por exemplor =1, s =1

et=—1.
Portanto, o conjunto § nao é L.I., logo nao é base.

Observando detenidamente vemos que o terceiro vetor é a soma dos dois primeiros, entdo descar-
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tando o terceiro, podemos verificar que o conjunto dos dois primeiros vetores é L.I.
Uma base sera § = {(1,0,2),(-1,1,-1)}.

6. Encontre a dimensao dos seguintes sub-espacos:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde d = a + b.
Resolugao
Para determinar a dimensao devemos encontrar uma base e contar o nimero de elementos que
contenha.
Para determinar a base:
(a,b,¢,d) = (a,b,c,a+b) = (a,0,0,a)+(0,b,0,b)+(0,0,¢,0) = a(1,0,0,1)+5b(0,1,0,1)+¢(0,0,1,0)
O conjunto 8 = {(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,0)} é um gerador e o aluno pode verificar facilmente
que é L.I., assim é uma base.

Como S possui trés elementos, a dimensao do sub-espaco é 3.

(b) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde c=a—bed=a+b.
Resolugao
(a,b,e,d) = (a,b,a —b,a+b) = (a,0,a,a) + (0,b,—b,b) = a(1,0,1,1) + b(0,1, -1, 1).
Um gerador é 8 = {(1,0,1,1),(0,1,—1,1)} e além disso & um conjunto L.I.
(NOTA: E facil ver que é L.I., pois, sdo elementos nio nulos, e a primeira componente do primeiro
vetor nao poderd ser combinacdo do segundo dado é uma componente nula. O aluno deverd
verificar que é L.I. caso a pergunta seja considerada na prova.)

Como 8 é uma base e tem dois elementos o espaco tem dimensao 2.

(c) Todos os vetores da forma (a + c¢,a — b, b+ ¢, —a + b).
Resolucgao
(a+c¢,a—bb+c,—a+b) =a(1,1,0,—1)+b(0,—1,1,1) + ¢(1,0,1,0).
Um gerador é § = {(1,1,0,-1),(0,—1,1,1),(1,0,1,0)} mas ndo é base pois o terceiro vetor é a
soma dos dois primeiros, ¢ um conjunto L.D. (linearmente dependente).
Retirando o vetor dependente temos uma base com dois elementos 8 = {(1,1,0,—1),(0,—1,1,1)}

Dimensao 2.

7. Seja W o subespaco de R? formado pelos vetores V = (z,v, 2) tais que = + 2y + 4z = 0. Obtenha uma
base {Vi, V2, V3} de R3 tal que V; e Vs pertengam a W.
Observar que W é um plano, entao basta obter dois vetores direcao do plano W e depois podemos obter
o produto vetorial desses dois que nao estard em W pois é ortogonal aos dois vetores obtidos.
Resolucgao
Primeiro vamos conhecer o conjunto W e seus elementos.
W ={(z,y,2)/x + 2y + 4z = 0}. Assim, um elemento de W pode ser representado por:
(x,y,2) = (—2y —4z,9,2) = y(—2,1,0) + 2(—4,0,1).
Logo uma base de W é o conjunto 8 = {(—2,1,0),(—4,0,1)} (gera W e sdo L.I. - verificar!).
Por ser base § C W. Assim, podemos tomar Vi = (—2,1,0) e V5 = (—4,0,1).
Lembrar que R? tem dimensdo 3, logo qualquer base estara formada por 3 vetores linearmente inde-
pendentes. Como W & sub-espaco vetorial, j4 temos dois vetores LI que também pertencem a R®.
Para obter um terceiro vetor que seja linearmente independente de V; e V,, recorremos a definicao da

operacao produto vetorial. Lembrar o produto vetorial é uma operacao definida apenas para vetores em
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R3. Mais ainda, o produto vetorial resultante é um vetor ortogonal simultaneamente aos dois vetores
utilizados na operagao.

Vamos escolher entdao V3 = V] x V5.

Vs =(-2,1,0) x (—=4,0,1) = (1,2,4).

Assim, podemos formar o conjunto v = {(—2,1,0),(—4,0,1),(1,2,4)}. Basta, verificar que é um con-
junto LI. (Verificar !).

. a. Mostre que os polindmios: 1, ¢t — 1, t> — 3t + 1 formam uma base de P,. Verificard que esse conjunto
é L.I. e que gera qualquer polin6mio quadréatico.

Resolugao

Pede-se mostrar que o conjunto de trés polindomios (vetores)

B={pi(t) =1,pa2(t) =t — 1,p3(t) =t — 3t + 1} é uma base de P,.

Isso significa mostrar, primeiro que B é gerador de P», e segundo que B é um conjunto linearmente
independente (L.I.).

Para mostrar que B é gerador de P». Deve se considerar um polindémio arbitrario e entao apresentar
que é uma combinacao linear dos elementos de B.

Considerar um polindémio arbitrario significa tomar a forma geral de um polinémio de Ps:

p(t) = at> + bt + c.

Entao deve se mostrar que esse polinémio p(t) para quaisquer coeficientes a, b e ¢ se pode escrever como
combinacao linear dos elementos de B:

p(t) = c1(p1(t)) + ca(p2(t)) + c3(p3(t)) = c1(1) + co(t — 1) + e3(t2 — 3t + 1),

substituindo p(t) ter-se-ia:

at? + bt +c=c1(1) +ca(t — 1) +c3(t? — 3t + 1).

Agora é resolver determinando os coeficientes c1, ¢o € ¢3 em fun¢do dos coeficientes do polindmio arbi-
trario a, b e c:

Desenvolvendo o lado direito:

at? + bt + ¢ = c1 + cat — o + c3t? — 3cst + 3

at? + bt + ¢ = cst® 4 cat — 3cst +¢1 — o + c3

at? + bt + ¢ = c3t? + (ca — 3ca)t + (c1 — c2 + c3).

A solugao é obtida igualando os coeficientes de cada poténcia dos polindémios esquerdo e direito (isso é
definigdo de igualdade de polinémios).

Portanto: ¢c3 =a,co =b+3aec; =c+ b+ 2a.

Para mostrar que B é linearmente independente, se considera a combinagido do vetor (polinémio)
zero pelos elementos de B, isto é: dq(1) +da(t — 1) +d3(t> — 3t + 1) = 0 e deve-se encontrar uma tnica
solugdo sendo todos os coeficientes d; nulos, isto é d; = 0.

(Nota: O vetor zero (0) é o polinémio zero, isto é 0 = 0t + 0t + 0).

Entao, da primeira equacao:

di(1) +do(t —1) +d3(t> =3t +1) = 0t2 + 0t + 0

dst? + (do — 3d3)t + (dy — do + d3) = 0t? + 0t + 0,

novamente pela igualdade de polinémios a tnica solugao é: d; =0, dy =0 e d3 = 0.

Logo B é um conjunto L.I.

Portanto o conjunto B = {1,t — 1,2 -3t + 1} é uma base de P;.

b. Expresse o polindémio 2t? — 5t + 6 como combinacao linear dos elementos da base.

Resolugao



Expressar como combinagao linear dos elementos da base significa expressar como soma de multiplos
dos elementos 1, t — 1, t? — 3t + 1, isto &,
202 — 5t + 6 =m(1) +n(t —1) +r(t* =3t +1)
2t2 — 5t +6 =m —n+r+nt — 3rt 4+ rt?

Tgualando os coeficientes dos polinémios e resolvendo temos: r =a =2, n=b+3a=1e m = 5.
Assim conhecemos os coeficientes da combinacao linear.
Portanto, expressamos por 2t2 — 5t + 6 = 5(1) + 1(¢t — 1) +2(t? — 3t + 1).

. Encontre os valores A, tais que o sistema homogéneo (A — AI,)X = 0 tenha solugdo ndo nula (ndo

trivial). E para estes valores de A encontre uma base para o conjunto solugio, para as seguintes

matrizes A:
0 0 1
(a) A=|1 0 -3
01 3
Resolugao

Primeiro o sistema (A — AI3)X = 0 deve ter solugdo néo nula.

Pelas propriedades do determinante isso acontece se o determinante da matriz de coeficientes do
sistema é nulo. Isto é, se

det(A — XI5) =0

00 1 ] 1 00

det 1 0 -3 A{010 =0
01 3 | 001
[0 0 ] A0 0

det 1 0 =3|—-10 X0 =0
01 3 | 0 0 X
S 1

det 1 —x -3 =0
0 1 3-2\

Resolvendo o determinante temos —A? + 3A% — 3A + 1 = 0 ou (1-X?=0.
Assim, achamos o valor A = 1, tal que o sistema (a — AI3)X = 0 tem solugdo ndo nula.

A segunda parte pede encontrar a solu¢ao do sistema para A = 1, isto é, resolver

-1 0 1 0
1 -1 -3 |X=10
0 1 2 0
zs3
Resolvendo o sistema obtemos a solucdo X = | —2x3
Zs3
1
Assim o conjunto solugdo é S =< x5 | -2 | /a3 €R
1
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Concluindo, para A = 1 o sistema (A — AI3)X = 0 possue solu¢do ndo trivial (infinitas solucoes) e

1
para o conjunto solu¢ao uma base é § = -2
1
2 2 3 4
0 2 3 2
A=
0 011
0 0 01
Resolugao

Agora o sistema é (A — A\4)X = 0.
Novamente calculamos o determinante da matriz desse sistema e igualamos a zero para deteminar

0s A para os quais existe solucao nao nula.
det(A —ANy) =0

2 2 3 4 1 0 00
0 2 3 2 01 00
det - A =0
0 0 1 1 0 010
| 00 01 0 0 0 1
[2-A 2 4
0 2—A 2
det =0
0 0 1-—X 1
| 0 0 0 1-A
M —6A3+ 1302 =120 +4=0
A=22\-1)2=0.
Temos entao dois valores A =2 e A = 1.
Resolvemos primeiro para A = 1, o sistema é
1 2 3 4 0
01 3 2 0
X =
0 0 0 1 0
0 0 00 0
3.’)33 3
3 _
Resolvendo o sistema o conjunto solucao é S = v Jxs €R ) =< 3 ) /xs € R
T3
0 0
3
. -, -3
Logo, para A = 1 uma base do conjunto solugao é g = )
0
Agora para A = 2, o sistema, é
0 2 3 4 0
00 3 2
X = 0
00 -1 1 0
00 0 -1 0
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. . -, 0
Resolvendo o sistema o conjunto solucao é S = 0
0
1
) 0
Logo, para A = 2 uma base é 8 = 0
0
1 1 =2
A= -1 2 1
0 1 -1
Resolugao

Calculamos o determinante da matriz desse sistema e igualamos a zero para deteminar os A para

0s quais existe solu¢ao nao nula.

1 1 -2 100
det -1 2 1 |=A|l0 10 =0
L0 1 -1 0 0 1
[1-X 1 -2
det -1 22— 1 =0
0 1 —1-2X

/J)l ER} =<

S O O =

/xleR

Resolvendo o determinante temos —A\? + 2\ + A — 2 = 0 ou A=A =2)(A+1)=0.

Temos entao trés valores A\=1, A=2e A = —1.

Para A =1, o sistema é

0 1 -2 0

-1 1 1 |X=1]0

0 1 -2 0
3x3
Resolvendo o sistema o conjunto solucao é S = 213
T3

Logo, para A = 1 uma base do conjunto solugao é g =

Agora para A = 2, o sistema é

-1 1 -2 0
-1 0 1 |X=1]0
0 1 -3 0
T3
Resolvendo o sistema o conjunto solucao é S = 3x3
T3

Logo, para A = 2 uma base do conjunto solugio é 5 =

Para A = —1, o sistema é
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-1 3 1 X =
0 1 0
T3
Resolvendo o sistema o conjunto solucao é S = 0
3
Logo, para A = —1 uma base do conjunto solucao é § =
1 2 3 4
0 -1 3 2
A =
0 0 3 3
0 0 0 2
Resolucao

O sistema é (A — A[4)X = 0.

/JJgER

Calculamos o determinante da matriz desse sistema e igualamos a zero.

det(A—\) =0

1—A 2 3 4
—1-X
det 0 3 2 =0
0 0 3—A 3
0 0 0 2— A

Facilmente obtemos (A — 2)(A—1)(A—=3)(A+1) =0.

Temos entao quatro valores A =1, A=2, A=3e A = —1.

Para A =1, o sistema é
0 2 3 4

-2
X =

o o o
= W N
o o o o

Resolvendo o sistema obtemos o conjunto solugao S =

Logo, para A = 1 uma base do conjunto solucao é 5 =

Para A = 2, o sistema é

-1 2 3 4 0
0 -3 3 2

X = 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0

12

Z1

o O O =

/xleR



~ By
_7
Resolvendo o sistema obtemos o conjunto solugao S = ; o /xg €R
—324
T4
29
. < 7
Logo, para A = 2 uma base do conjunto solucao é 5 = 9
-3
Para A\ = 3, o sistema é
-2 2 3 4 0
0 -4 3 2 0
X fr—
0O 0 0 3 0
o 0 0 -1 0
173
313
Resolvendo o sistema obtemos o conjunto solugao S = 4 /x1 €R
T3
0
9
. - 3
Logo, para A = 3 uma base do conjunto solugao é 5 = A
0
Para A = —1, o sistema é
2 2 3 4 0
00 3 2 0
X =
00 4 3 0
00 0 3 0
—29
Resolvendo o sistema obtemos o conjunto solucao S = %2 /x1 €R
0
-1
. . 1
Logo, para A = —1 uma base do conjunto solucao é § =

10. Seja Ps o espago vetorial de todos os polindomios de ordem 3 (com as somas e multiplicagio por escalar
usuais). Seja W o subespaco de Ps3, que consiste de todos os polindomios p(t) tais que p(0) = 0. E seja
W, o subespago de P3, que consiste de todos os polinémios ¢(t) tais que ¢(1) = 0. Encontrar uma base
para 0s espagos:

(a) Wi.
Resolugao
Representamos por W7 = {p(t) € P3/p(0) = 0}.
Se p(t) € Wy, entdo p(t) = at® 4+ bt*> + ct + d e p(0) = 0 = a(0)3 + b(0)? + ¢(0) + d.
Dessa tultima igualdade d = 0, entao p(t) zlfts + bt? + ct onde a,b,c € R.



Assim todo elemento de W; é combinagdo linear dos elementos do conjunto 8 = {t, 2, t?’}.
Além disso, 8 é L.I. Portanto 5 é uma base de Wj.

Ws.

Resolugao

Representamos por Wy = {¢q(t) € P3/q(1) = 0}.

Se q(t) € Wa, entdo q(t) = at® +bt?> + ct +d e g(1) =0 =a(1)® + b(1)? + ¢(1) +d.
Istoéa+b+c+d=00oud=—a—b—c Entao

gty =at> +bt* +ct —a—b—c=a(t> — 1) +b(t> — 1) + c(t — 1) onde a,b,c € R.

Uma base é = {t— 1,82 - 1,83 — 1}

W1 N Wa, (satisfazem as duas condigdes).

Resolucgao

WinWy ={r(t) € P3s/r(0) =0er(1) =0}.

Se r(t) € Wi N Wy entdo r(t) = at®> +bt> +ct +der(0)=d=0er(l)=a+b+c+0=0.
Daqui d =0 e ¢ = —a — b. Logo, os elementos do conjunto W; N W, podem ser expressados por
q(t) = at® + bt? + ct = at® + bt> + (—a — b}t = a(t> —t) + b(t? — t).

E facil verificar que uma base ¢ 8 = {t* —t,t3 — t}.
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