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O espaco vetorial R™

* Sejam 0S espacos vetoriais
R™ = {(xq, X5, ..., Xp) /X1, X5, ..., Xy, € R}
com as seguintes operacoes:
Adicao: Sejam x e y € R" define-se
x+y =g, X)) + V1,0 Y0) = (X1 + Y1, 0, X0 + Vi)

Multiplicacao vezes escalar: Sejam o« € Re x € R" define-se
ax = a(xq, ..., x,) = (axq, ..., ax,).

(R™, 4+, ) € um espaco vetorial.



Topicos

Interpretacao geometrica das componentes de um
vetor como deslocamento nas direcoes dos eixos.

Produto escalar (ponto, interno).
Norma de um vetor.

Vetor unitario a um vetor dado.
Angulo entre vetores. Lei de cosenos.
Vetores ortogonais. Vetores paralelos.
Vetor projecao ortogonal, de um vetor sobre outro.



Espaco vetorial R?

O espaco vetorial
R = {(x1,%2) / x1, X, € R}
com a adicao:
(X1, x2) + (Y1, ¥2) = (X1 + Y1, %2 +¥32)
e multiplicacao vezes escalar:
a(xq,x3) = (axq, ax;)



Espaco vetorial R?

Produto Escalar, (Ponto, Interno, Interior)

Dados dois vetores u, v € R?, define-se o produto
escalar u - v como

u-v = (U, up) - (V1,02) = U1 + Uz,
Assim, u-v € R

(daqui 0 nome de
escalar) o resultado v

e um escalar. / —x




Propriedades do produto escalar

Propriedades:

Sejam os vetores u, v,z € R? eoescalar o € R
I.u-v=v-u

2 au-v=alu-v)

3 (u+tv)z=u-z+v-z

4 u-u=0.

S5 uu=0u=0



Espaco vetorial R?

X
v 1
Por Pitagoras: a medida do vetor u, ||u]|, é

lull = \/(u1)2 + (uy)?

Isto e
lull = (u)? + (Uz)* = uguy +uxuy; =u-u



Espaco vetorial R?

Definicdo: A medida de um vetor u € R#, denota-se
por |lul||, € chamada de norma do vetor u e
lull® =u-u

' Xq

Nao confundir o vetor e sua norma.



Propriedades da norma de um vetor

Propriedades:

Sejam os vetores u, v € R* e oescalar a € R
1. {lu]] = 0.

2 lull=0su=0

3. laull = |a|[|ull
4. lu+ vl < |[ull + [[v]
5. Se v = MN entao
lvll = dist(M,N) =/ (n; — m;)?2+(n, —m5)?




Espaco vetorial R?

Exemplo: Para a propriedade “desigualdade
triangular”

lu + vl < llull + vl

> /\<> o =

Y
utv lu + vl < lull + vl

v Xq



Espaco vetorial R?

Exemplo: Para a propriedade “desigualdade
triangular”

lu + vl < llull + vl

<



Vetor unitario

Dado qualquer vetor ndo nulo, v£0, v € R? entdo
vl # 0

Portanto, sempre existe o valor real

1
vl -~

Podemos construir o vetor v, da seguinte forma:

Yu = (nin) v




Vetor unitario

Dado qualquer vetor ndo nulo, v£0, v € R? entdo
lvl[ # 0

Portanto, sempre existe o valor real

1
vl

Podemos construir o vetor v, da seguinte forma:

_ 1
Yy (nvn) v
Observar:
vl = =1

()] = .2
lvull = || () vl = vl

Definicao: O vetor v, € chamado de vetor unitario
do vetor v nao nulo.




Formacao de um triangulo

Se temos dols vetores !
u, v € R?
1Y

Sempre podem ser T

representados
utilizando um ponto
comum.



Formacao de um triangulo

Se temos dols vetores
u, v € R?

Sempre podem ser
representados
utilizando um ponto
comum.

Como na figura:

/

ﬂk

<
<«

ﬂk




Formacao de um triangulo

Sejam dois vetores u, v € R?

Se eles nao sao nulos, sempre podemos construir um
triangulo unindo os extremos finals dos vetores
comumvetorw: v+w=u=>w=u+(—v)

ﬂh

W=UuU-—7v



Espaco vetorial R?

Visao vetorial para alguns resultados geomeétricos.

Angulo entre vetores: Lembrando a lei de cosenos
em um triangulo. As letras minasculas sao as
medidas dos lados.

a’ = b? + ¢? — 2bc cos(B)




Espaco vetorial R?

Olhando como vetores
B

[
A

a’? = b% + ¢? — 2bc cos(B)

Iwll? = llull® + [lvlI* = 2llullllv]icos(B)



Espaco vetorial R?

Olhando como vetores Por outro lado
wW=u-—umv

wll*=w-w =
=(u-v)-(u—-v)
=u-u—v-u—u-v+v-v
=u-u—2u-v+v-v

= lull® +llvll* —2u-v

a’? = b% + ¢? — 2bc cos(B)
Iwll? = llull® + llvll* = 2[[ullllv|lcos(B)



Espaco vetorial R?

Olhando como vetores Por outro lado

wW=Uu-—7v

wll* =w-w =
(u—v) - (u—v)
Uu-u—v-u—u-v+v-v
u-u—2u-v+v-v
lull* + vl = 2u - v

a’? = b% + ¢? — 2bc cos(B)

Iwll? = llull® + [lvlI* = 2llullllv]icos(B)

Igualando:
lull? + lvll* = 2u - v = [lull? + [v]I* = 2[lullllv|lcos(B)



Espaco vetorial R?

Angulo entre vetores:
Cancelando somandos:

u - v = ||ull||v]| cos(B)

para todos 0s u, v € R?.

[wl

Observar: Se f = 90° =~
enta0 u-v=20



Espaco vetorial R?

Angulo entre vetores: Se u# 0 e v # 0

u-v

Jullllv]]

cos(B) =

determinando o angulo
entre dois vetores nao
nulos u, v € R?.




Espaco vetorial R?

Angulo entre vetores: Se u=0ouv =0
entdio u-v =20
e temos

u-v = |[ullllv|l cos(B)
0=0

Portanto o angulo 8 pode
C assumir qualquer valor.

Nota: O vetor zero 0 forma qualquer angulo com
outro vetor.



Ortogonalidade

B Para u, v € R? ndo nulos.
Se u-v =0, entao

cos(B) = mr = ©

Il Iwll
A x _ T
Jul c Entdo B =n(%)
para n impar.

Agora, se B = n(Z), para n impar, ent&o
u-v=_0



Ortogonalidade

Se u=0ouv=0entdo u-v=20
e temos
u - v = ||lulll|v]|| cos(B)

0=0
Portanto o angulo S pode assumir qualquer valor,
em particular g = =

Definicdo: ortogonalidade (L1). Sejam u, v € R?
ulveu-v=_0



Ortogonalidade

Definicdo: ortogonalidade (L1). Sejam u, v € R?
ulveu-v=_0

No espaco vetorial R* é muito facil, obter um vetor
ortogonal a um vetor dado v.

Se v = (v4, v,) construimos o vetor
vl — (_UZJ vl)



Ortogonalidade

Definicdo: ortogonalidade (L1). Sejam u, v € R?
ulveu-v=_0

No espaco vetorial R* é muito facil, obter um vetor
ortogonal a um vetor dado v.

Se v = (vy,v,) entdo o vetor vt = (—v,,v,) é

chamado de vetor ortogonal de v, pois

vt-v=—vv; +vv, =0

O vt é 0 vetor v girando ~ no sentido antihorario.



Vetores paralelos

Observar: seja v € R? e seja um escalar a € R
Constuimos o vetor u = av

entao o angulo entre u e v satisfaz
) U-v av - v al|lv||?
[ullllvll  Nlevillvll lelllv]l?

= +1



Vetores paralelos

Observar: seja v € R? e seja um escalar a € R
talque o vetor u = av entao o anguloentreu e v

satisfaz
B) = —— = +1
COS = = T
|lulll]v]]

Assim, [ = k.

Vetores paralelos: Dizemos que u, v € R? sdo
paralelos se e somente se existe um a € R talque
u—av

Escreve-se: u || v & Ja € Rtalque u = av



Vetor projecdo ortogonal (Apenas R?)

Sejam dois vetores u, v € R?.

Pergunta: é possivel formar um triangulo retangulo
sobre u, com o vetor v como hipotenusa?




Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?.

Pergunta: é possivel formar um triangulo retangulo
sobre u, com o vetor v como hipotenusa?

Sim, e possivel:




Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?.
Pergunta: Podemos conhecer o cateto sobre u ?

Observar:
wluentaiou -w =20

ﬂk




Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?.

Pergunta: Podemos conhecer o cateto sobre u ?
ﬂk
Observar:
Pode ser entendido Y
como a sombra de v

sobre o vetor u . “



Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?.
Pergunta: Podemos conhecer o cateto sobre u ?

Observar:
Pode ser entendido como
a sombra de v sobre u,

<—
<

a projecao de v sobre u,
e sera denotado por Proj,v.



Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?.

Pergunta: Podemos conhecer o cateto sobre u ?
?

Observe 0 vetor projegao
e paralelo a u: _| Projyv

Existe a € R talque "
Proj,v = au.



Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?, ndo nulos.

Sempre que possivel destague a soma de vetores:
v =Proj,v+w
v=au—+w

Proj,v




Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?, ndo nulos.

Vejamos o potencial do produto escalar:
v =Proj,v+w
v=au+w

Agora aplicamos o produto escalar com o vetor u:

v.u=au-u+w-u |
ve-u=allul|?+0 v
entao
v-u _ U
a = Proj,v
[lul]% |



Vetor projecao ortogonal

Sejam dois vetores u, v € R?, ndo nulos.
Assim, o vetor projecao ortogonal de v sobre u é

Proi vV-u
roj,vV = adu = u
[|ul]
ﬂk

O escalar e chamado de y

w
componente de v sobre u
e Se escreve por Proj o —Y

v-eu -

Comp, v =a =
- [|ull?



Vetor projecao ortogonal

\
Se a componente de v

sobre u é positiva, entdo: 7w

Se a componente de v
sobre u € negativa,

- — U
entao: Proj.v

<—
|

<



Espaco vetorial R"

Todos os conceitos dados, podem ser estendidos
para o espaco R".
Produto Escalar

Dados dois vetores u, v € R", define-se o produto
escalar u - v como
UV =uv +uvy, +---+u,v,

Assim, u-v € R.

Todas as propriedades dadas em R? sdo validas em
R™,



Espaco vetorial R"

Definicdo: A medida de um vetor u € R™ é a norma
do vetor e
lull* =u-u

Definicao: Dado um vetor nao nulo, v # 0, v € R",

0 vetor
_ 1
Yy (nvu) v

é chamado de vetor unitario de v.




Espaco vetorial R"

Angulo entre vetores:

Sejlamu, v €E R"e u# 0 e v # 0, entdo o0 angulo
entre u e v € dado por

cos(f) = ||u||||v||

Ortogonalidade (1). Sejam u, v € R?
ulveu-v=_0

Vetores paralelos:
ull v e 3a € Rtalqueu = av



O espaco vetorial R™

Operac0Oes no espaco vetorial
R™ = {(xq, X5, ..., Xp) /X1, X5, ..., Xy, € R}
Adicao: Sejam x e y € R" define-se
x+y=(xg, ., %) + V1, 0, ¥0) = (01 + Y1, 0,0 + ) ERT
Multiplicacao vezes escalar: Sejama € Re x € R"
define-se
ax = a(xq,...,x,) = (axq, ..., ax,) € R"
Produto escalar: Sejam u, v € R", define-se
U-v=uv+uv,+--+u,v, €R



