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Fisica Matematica 02

Seja f : M — M uma funcao, onde M é um espago métrico.
Dizemos que x € M é um ponto fixo de M se f(z) = .

Q1 Considere o caso onde M = [a,b] é um intervalo fechado

Q2.

Q3.

em R e f uma funcao continua. Siga os passos abaixo para

mostrar que f possui pelo menos um ponto fixo.

(a) Caso 1: f(a) = a ou f(b) = b. Obviamente nao héa o
que se demonstrar.

(b) Vamos examinar o Caso 2, f(a) # a e f(b) # b. Defina a
fungao g(z) = x— f(x). Mostre que g(a) < 0e g(b) > 0.

(c) Use o Teorema do Valor Intermediario (Calculo 01) e
conclua a demonstracao

Seja h: (—1,1) = (—1,1) a fungao

7 1
h(z) =—— —
(x) 5 +x+ 5
definida no intervalo aberto (—1,1) C R. Mostre que h nao
possui ponto fixo.

Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que f: M — M é
uma contracao se existe uma constante ¢, 0 < ¢ < 1, tal que

d(f(x), f(y)) < cd(x,y)

para todo par z,y em M. Nos itens a seguir, demonstrare-
mos que se (M, d) é completo e f é uma contragao continua,
entao existe um tnico ponto x € M tal que f(z) = x. A
prova deste teorema do ponto fixo consiste em construir uma
sequéncia que converge para .



Q4.

Seja x(y um ponto arbitrario de M. Definimos a sequéncia
infinita (zx)reny = (21, T2, X3, ...) recursivamente pelas equa-
coes
L1 = f(x())?

y = f(Tn_1).
O exercicio consiste em mostrar que esta sequéncia tem as
propriedades desejadas.
(a) Mostre que

d(, Tpi1) < cd(x0, 1)

(b) Seja m = n + k. Use a desigualdade triangular para
mostrar que

Ad(Tp, 2) < (14 c+ 4.+ Hd(xg, 21).

(¢) Mostre que

1
1—c¢

"I+ctcd+.. +IhH)< e

e conclua que a sequéncia (xy)ren ¢ de Cauchy.

(d) Como M é completo, entao existe x € M tal que

r = lim x,.
n—oo

Mostre que f(x) = x. (Use a continuidade de f e a
relacao de recorréncia x,11 = f(z,).)

Seja f : [\/a, 00) — R definida por

=3 (+2)

com « > 0.



(a) Mostre que a derivada f'(z) satisfaz
, 1
0< fl(x) < 5

para © € (y/a,00). Mostre também que

e que y/a é um ponto fixo de f.

(b) Mostre que f : [\/a,00) — [\/a,00) é uma contragao.
(Use o Teorema do Valor Médio).

(¢) Mostre que [y/a,00) C R é um conjunto completo.

(d) Podemos concluir que valem as hipoteses do teorema do
ponto fixo demonstrado em Q3. Use a série definida
no item Q3 com xy = 7 para calcular as 5 primeiras
aproximacoes de v/3 e seus respectivos erros percentuais.



