P01 Fisica Matemaéatica 02

QL.

Q2.

Seja H(2, C) o conjunto das matrizes 2 X 2, com entradas nos
complexos, tais que se A € H(2,C), A = Al, ou seja

(Al = 7,

J
(a) Verifique que H(2,C) nao é um espaco vetorial sobre C
mas é um espaco vetorial sobre R.

(b) Considere o conjunto B = {0y, 01, 02,03} onde
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Mostre que B é uma base de H(2, C).

(c) Encontre os autovalores aq, ag de o7 e os respectivos pro-
jetores espectrais Eq, Es.

(d) Verifique que, de fato, a decomposigao espectral para o
é valida.
(e) Calcule
R(0) = ",

para 0 € R.

Considere o espago de Hilbert [5(N, C) de sequéncias em C
com a base canonica B = {ej, 9, €3, ...}, ou seja

er = (1,0,0,...), e =1(0,1,0,...), e3 = (0,0,1,0,...), etc,

e produto interno (ex,e;) = . Considere também o es-
pago vetorial S(N, C) das sequéncias de ntimeros complexos.
Vamos construir uma funcao linear A : [5(N,C) — S(N, C).
Inicialmente definimos A nos elementos da base B de l5(N, C)

por
Ae,) =/ (n—1) e,_1 paran > 1,
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A(el) = 0.

Por extensao linear, A estara definida para todo o l3(N, C).
A funcao linear A pode ser pensada como uma matriz infinita
e costuma ser chamada de operador linear. Usaremos entao
a notagao Av para significar A(v), v € [5(N, C)

(a) Mostre que a imagem de A nao esta contida em lo(N, C).
(Dica: Tome uma sequéncia de quadrado somével da
forma a, = 1/n%, «a real, e escolha «a tal que que sua
imagem nao seja de quadrado somaével.)

(b) Podemos definir o operador adjunto A" de maneira simi-
lar, definido primeiramente sua acao na base B através
da equacao

<ATen, em> = (e, Aey,) .

Determine Afe,,.

(c) Calcule
(AAT — ATA)e,,.

(d) Dado A € C, encontre as sequéncias v(\) = (vq, v2, v, ...) €
S(N, C), tais que

Av(X) = Av(N).

Para que valores de A temos v(\) € I5(N, C)? Normalize
v(A) tal que ||v|| = 1. Em outras palavras, v(\) sao
autovetores de A

(e) Mostre que AT nao possui nenhum autovetor complexo!
Isto seria possivel para matrizes finitas com entradas em

C?

Q3. Neste exercicio vamos considerar um espaco de Hilbert H
genérico. Em outras palavras, algumas das propriedades de
l5(N, C), vistas em sala de aula, podem nao ser validas.
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Seja F' = {ey, eg, €3, ...,€,} um conjunto ortonormal fi-
nito em H e aq,as, ..., a, numeros complexos. Mostre

que

n 2 n

> aer| = laxf

k=1 k=1

Considere um conjunto infinito B = {ey, ey, €3, ...} orto-
normal contavel em H. (Note que B nao precisa ser uma
base de H.). Dado uma sequéncia (ay)ren = (a1, as, as, ...)
de nimeros complexos, podemos definir um vetor

n
Sn = g ar€r
k=1

para cada n € N. Mostre que a sequéncia (s,)peny =
(81, S9, S3,...) converge em H se, e somente se,

e.¢]

> anl* < oo

n=1

(Dica: defina as somas parciais 1, = > _._, |ax|*. Supo-
nha que (si, s9, S3, ...) converge e portanto é de Cauchy.
Mostre a partir disto que a sequéncia (r1,79,73,...) é de
Cauchy.)



