Desenvolvimento do potencial gravitacional em
série de Harmonicos Esféricos




Forca gravitacional, potencial gravitacional, equacao de Laplace,
equacao de Poisson

mM
A forca gravitacional é dada pela Lei de Newton F=G (2
V4 . . m
O potencial gravitacional e definido como V=G T
A relacao entre forca e potencial é dada por F = grad V

No exterior das massas atrativas, o potencial gravitacional satisfaz a equacao
de Laplace

V4V =0



O potencial gravitacional de um corpo que tem distribuicao
de massa homogénea e forma geométrica simples, em
geral, admite uma representacao matematica exata.

O potencial de um corpo com distribuicao de massa
heterogénea e forma geomeétrica complexa como a Terra,
por exemplo, sO pode ser obtido por aproximacao.

Em geral, as aproximacdes sao expressas na forma de
series, onde o numero de termos depende da resolucao
dos dados disponiveis e indica o grau de aproximacao.



Para representar 0
potencial gravitacional de
um COrpo por uma Serie,
consideremos a figura e
calculemos o potencial no
ponto P como

V:doTm




A distancia entre o
elemento de massa dm e o
ponto P € expressa por

| = \/r2 +r'*=2rr'cos(y)




Portanto, o inverso da distancia tem expressao:
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Fazendo

X=2 (Lj cos(y) — (Lj
r r

temos
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O desenvolvimento deste binbmio em série de poténcias é dado por:

Usando este resultado com x= 2(
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sendo

P, (w) =P, (cos(y))

polindbmios de Legendre de
grau n, dados por

P () =1
P () =cos(y)
P, () =+ (3cos” () -1)
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P, () = 4 (5c0s° () - 3cos(w))



Existe uma formula de recorréncia para calcular os polindmios de Legendre,

dada por

Pn(x)
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A somatoria representa
uma série convergente
se r < r, e fornece o
inverso da distancia |/
em funcao do angulo Y
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(A1)

Utilizando as coordenadas esféricas de
P(0,p) e de P'(0",¢")

P(O,1)

A relacdo entre o angulo y e as
coordenadas de P e P’ é obtida a partir
do triangulo esférico formado pelo
ponto norte (Py) e as projecdes de P e
P’ sobre uma esfera de raio unitario.

A formula dos quatro elementos, aplicada ao triangulo esférico, fornece

cos(y) = cos(@)cos(f') +sen(f)sen(8')cos(A— ')



Fazendo

na formula

temos

cos(d)=P,(0) e sen(@) =P,(0)

cos(y) = cos(@)cos(f') +sen(f)sen(6')cos(A—1')

Pl (W) — I:)10 (9) I:)10 (0') + I:)11 (8) Pll (Hl) COS(/I o ﬂ")

/PO(W):]-

P, () = cos(y)
P, () = +(3cos? () -1)

P, () = 3 (5c05* (1) —3cos(y))
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para obtermos o polindmio de Legendre de 2° grau, o procedimento é
analogo:

P, (w) = 4(cos? () -1)

substituindo o valor de cos(y), temos

P, () = [3cos* (@) cos®(8") + 6.cos(d) cos(0') sen(d) sen(d') cos(A — ') +
+3sen’(@)sen?(8')cos’ (1 —A")]



Desenvolvendo os termos dentro dos colchetes, e reagrupando:

P, () = £(3cos?(0) —1)4 (cos? (0") - 1) +
+13co0s(0) cos(0') 3sen(d)sen(0') cos(A—A') +

+L-3sen®(@)sen’(6')cos2(A - 1)

Fazendo
P, (0) = %(3 cos®(0) —1)
P,, () = 3cos(8)sen(F)
P,, (8) = 3sen”(0)



temos entao

P, () = C, Py ()P, (0') +
+C,,P,,(0)P,,(6")cos(A —1") +
+C,,P,,(0)P,,(8")cos2(A - A1)

que pode ser expresso como

P,(y)= Zzlczm Py (0)P,, (0")cosm(4 — 1)
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De maneira analoga:

P,(w) = 1 (5c0s® () — 3cos(y))

resultara em

Py () = Cyy P30 (0) Py (0') +
+C,, P, (0)P,,(8')cos(A—A") +
+C,,P,(0)P,(8")cos2(A—-A")+
+C,, Py, (0)P, (') cos3(A - A')

/PO(W):]- \

P,(w) = cos(w)
P, () = +(3cos? () -1)
P, () = 3 (5c05* (1) —3cos(y))
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Generalizando para um polindmio de grau n:

Pu$) = ) CumPam(0)Pum(6) cos m(@ — 4) = S,

m=0

=1 para m=0

_2(n=m): para m=0 (
(n+m)

Cnm
C

nm

desenvolvendo o fator em (A - A”), chegamos em:

S, = icnm P_(0)P, (8")|cos(mA)cos(mA’) +sen(mA)sen(mA’)]



Os fatores que dependem das coordenadas de P’(0’, A’) podem ser incluidos
em coeficientes apropriados,

Anm = ComB nm(el) cos(mA)

brm = CnmPam(8") sen(mA)

A férmula fica, entao:

P(O,1)

P (1) = > [a, P,y (0) cOS(MA) + by, Py, (0)sEN(MA)]




A fungao P (y) depende apenas das coordenadas do ponto P sobre uma
esfera da raio unitario e, por isso, tem o nome de harmonico esférico de
superficie de grau n. Ela contem 2n+1 constantes arbitrarias a,, e b, . Os
termos que compoe a expressao anterior tém denominacao especial:

1) P,,(0) =P (v) (polinbmios de Legendre de grau n) -> harmonicos esfericos
Zonais




2) P, (0) cos(mA) e P, (0) sen(mA) - (polinbmios de Legendre associados
de grau n e ordem m), m #0, sao chamados:

- harmonicos esféricos setoriais, se n =m

P, (0) cos(mh) P, (0) cos(mA\) P,, ., (0) cos(mh)



2) P, (0) cos(mA) e P, (0) sen(mA) - (polinbmios de Legendre associados
de grau n e ordem m), m #0, sao chamados:

- harmonicos esféricos tesserais, se n #m

P, ,(0) cos(mA)



Os polindmios de Legendre associados podem ser expressos por varias
formas. Uma dela, apropriada para o uso de computador, € a seguinte:

Z': (-1 (2n - 2k)!cos" ™% (9)

5 (Q)Zsenm(e)
" 2" = kl(n=k)! (n—m-2k)!

n—-m
2

sendo | o maior inteiro contido em




Para expressar o inverso da distancia, dado por

Tl = li(r?j P, (¥)

r n=0

usando

P () = > [a,, P, (6) cOS(MA) + by, P, (6) sen(mA)]

temos entao:

=%i n (r;j[a P, (6)cos(mA) + b, P,,, (8)sen(m2)]



Podemos, entao, obter a expressao para o potencial de atracao
gravitacional, em série de harmonicos esfericos, partindo de:

dm
V=G|—
15
e usando

:%i n (r?jn[ a. P (0)cos(mi)+b P _(0)sen(mA)]

v=2 i no j (r?jn( a P _(6)cos(mA)+b P _(6)sen(mi))dm




Fazendo
P(6,A)

Apm =G fr’”anm dm =G fr'nCnman(B')co s(mA)dm

B,m =G f b, dm =G f ' CrmPoym (0)sen(maA)dm

a formula
V :% i j (r?j (a,.P. (@)cos(mi)+b P (8)sen(mA))dm
n=0 m=0
fica entao
e N
V=3 { nl+1 (A cos(mA)+B_ sen(mA))P, (9)}
n=0 m=0 r

N 4







