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ASSUNTO: Teoria Cinética dos Gases, Distribuicao de velocidades de

Maxwell-Boltzmann

LIVROS: “Molecular Driving Forces”, K. A. Dill e S. Bromberg, (2011) 2nd edition, capitulo 10.
“Introduction to Atomic Physics”, H. A. Enge, M. R. Wehr, ]J. A. Richards, Addison-Wesley
Publishing Company, (1973), capitulo 1 (1-7 até 1-9)
Fisica para Cientistas e Engenheiros, P. A. Tipler, G. Mosca, Vol. 1, 62 Ed., LTC,
capitulo 17: Termodinamica.
Fisica, Young & Freedman, Sears & Zemanski, Vol. 2, 142 Ed., Pearson Education,
capitulo 17 e 18.

INTRODUCAO A MECANICA ESTATISTICA

Distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann: Deducao de Maxwell

Em Mecanica vimos que a pressdao média que as moléculas, ou particulas, de
um gas realiza sobre as paredes de um recipiente é escrita como a for¢a média
dividida pela area da parede, P = (F)/A e que a energia cinética média destas

] . : 1 : e «
particulas é escrita como E, = Em(vz), ou seja, a energia cinética é uma func¢do da

meédia da velocidade quadratica, considerando que todas as particulas tém a mesma
massa m e velocidades diferentes. Assim na Teoria Cinética dos Gases, mostramos que

- . 1 1 m(v?)
a pressdo pode ser escrita como P = gp(vz) eT =-—1
v

massa do gas, v é o numero de graus de liberdade das particulas e k é a constante de
Boltzmann. Portanto a pressdao P e a temperatura T sdo func¢des da média da
velocidade quadratica. Desta forma, observe que até o momento apenas o valor
meédio da velocidade quadratica ofereceu as informagdes possiveis sobre os sistemas.
Entretanto para saber todas as informag¢des do sistema é necessario conhecer a
funcao de densidade de probabilidade da velocidade e para isso é necessario mostrar
como Maxwell chegou a essa distribui¢do e em seguida retomaremos as discussoes da

Teoria Cinética dos Gases para buscar compreender varias propriedades de gases.

onde p é a densidade de

No inicio da 2a metade do século XIX (1859) James C. Maxwell (cientista
Inglés) divulgou estudos sobre como se distribuiam os moédulos das velocidades das
moléculas de um gas, em equilibrio térmico. Posteriormente, esses estudos foram
solidificadas por Ludwig Boltzmann (cientista Austriaco).

Maxwell chegou a distribuicdo de probabilidade de velocidades de um gas
ideal a partir de trés hipoteses:
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1) O espacgo é isotropico. Portanto as componentes x, y e z da velocidade devem
exibir a mesma distribuicdo = f(vZ)dv, = f(vi)dv, = f(v?)dv,, onde f(v}) é
uma funcdo que descreve a densidade de probabilidade da componente i da
velocidade, expressao em fun¢do do quadrado da componente da velocidade. Isso
faz com que apenas uma variacgio positiva seja considerada, 0 < v? < .

2) As componentes x, y e z da velocidade sao independentes. Portanto
f(vvay' vz) = f(v,?)f(vf)f(vzz)dvxdvydvz.

3) O Teorema de Equiparticdo de Energia é valido. Portanto para um gas ideal

AL . , , 1 3
monoatdmico a energia por molécula é dada por E = Emv2 =3 kT.

Considerando um sistema de coordenadas -cartesianas (vx,vy,vz) é possivel
rotaciona-lo para que um dos eixos coincida com o moédulo da velocidade, v =
\/v,§+v—§+vzz, e isso ndo modifica a distribuicio de velocidade. Portanto,
f vy, vy, v,) = f(v,0,0)= f(D)f(0)f(0)dv,dv,dv, = Af (v?)dv,dv,dv,, onde A é
uma constante. Agora realizando uma mudang¢a no sistema de coordenadas, de
cartesianas para esférica (ver figura abaixo) termos:

(a) Sistema de coordenadas cartesianas e a unidade de volume, dV = dv,dv,dv,; (b) Sistema de
coordenadas esférica e unidade de volume dV = vdv.vsen8d6.d¢ = 4mwv?dv. Figura retirada do livro:
Introduction to Atomic Physics, H. A. Enge, M. R. Wehr, J. A. Richards, Addison-Wesley Publishing
Company, (1973).

f)dv = f(w)f (W) f wdvdv,dv, = Af v?)dv,dv,dv, = 4nAv*f(v*)dv

E facil perceber que a fungdo exponencial satisfaz a equacdo (vinda da hipétese 2) e
também satisfaz a hipotese 1:

2 _ pmaWEHviHvd) — p-avip-avy,—avi — f(v,?)f(vf)f(vzz).Assim,

f?) = e
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f()dv = 4nAve~*"dv.

A constante A é obtida pela normalizacao da func¢ao de distribuicao de probabilidade

* 2,—av? g, 5 © o —av? 3., _ _ 1 | _
fo ATAV2e~ dy =1, entdo 47TAfO vie ™ dv = 4mAG, = 4mA; | =1.

Dai a=(9"

T

Usando a hipdtese 3, temos:

* 1 2 3
(E) = f (—mvz) ArAv?e % dv = = kT
. \2 2

. ®© 4, —qv? _ _3 23/21 ®_3
Assim, 2mmA fO vie dv = 2mnAG, = >kT = 2mn (n) S |m=kT=
_m
* =2kt

Entao a forma final da distribui¢do de velocidade de Maxwell-Boltzmann é

3/2 1 5
Lz kr
) v2e 2™ /KT gy,

P(v)dv = 4m (anT
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Ilustragdo da Distribuicdo de Maxwell-Boltzmann para: o mesmo gds com diferentes temperaturas
(esquerda) e para gases com particulas de massas diferentes a mesma temperatura (direita).

Vimos em sala que alguns conceitos de estatistica, como: probabilidade,
distribuicbes de probabilidade quaisquer e gaussiana e calculos de médias de
grandezas em sistemas governados por uma distribui¢do de probabilidade especifica.
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Resultado de exercicios que ndo podemos esquecer:

Usando a distribuicio de velocidades de Maxwell-Boltzmann P(v)dv =

3/2
m _ 2 . s . . JOA L]
47‘[( ) v2e~™MV"/2kT 4y onde v varia de 0 até oo, obtivemos a velocidade média

2mkT
8KkT . : . 2KT : - .
(v) = |—; velocidade mais provavel v,, = |~ e velocidade quadratica média
mrm m

_ [3kT
Vrgm = |7

.z . . ;. 1
Mudando a variavel velocidade para a energia de um gas ideal, E = K = Emv2

e dE = mvdv, na distribuicdo de Maxwell-Boltzmann (usando P(v)dv = P(E)dE),

—E/kT
)

chegamos a distribuicio de energia de Boltzmann P(E) = A EY%e onde

. . ~ 4
obtivemos o fator de normalizacao como A = ’—

. ;7 q: 3
—573 a energia média (E) = > kT e a

. . e 1
energia mais provavel E,,, = > KkT.

E possivel re-escrever a fungio de densidade de probabilidade de velocidades
em termos de energia do gas ideal, fazendo uma mudanca de variavel

(E = %mv2 edE = mvdv):

i 1
Vi (kT2

Na linguagem na mecanica estatistica, a distribuicdo de energias é vista como o
produto de dois fatores: um fator é a chamada densidade de estados e ¢

EY/2e~E/KTgE,

P(E)dE =

proporcional a VE, o outro fator é a probabilidade do estado estar ocupado, que é
e~E/kT chamado de fator de Boltzmann.

Distribuicao de velocidades de Maxwell-Boltzmann: Contribui¢do de Boltzmann

Para um caso mais geral a energia E é dada por E = K(v) + U(r) = energia
total do sistema. Entdo seguindo o mesmo procedimento adotado por Maxwell, a
distribuicao de probabilidade de se encontrar uma particula em um volume
infinitesimal do espaco de fase, (dI'=dxdydzdv,dv,dv,), definido pelas

componentes da velocidade e da posicao das particulas:
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P(x)P(y)P(z)P(vx)P(vy)P(vZ)dxdydzdvxdvyde = P(x, Y, Z, Uy, vy,vz)d[‘ = P()dr
= Ce EM/KTqr,

onde C é a constante de normaliza¢do e I' um ponto no espacgo de fase, ou seja, todas
as coordenadas cartesianas das posi¢des e velocidade de todas as particulas. Uma
outra forma de escrever o fator de Boltzmann para um sistema de N particulas com
energia E é

e —E(D/KT

PO =7

onde

1
Z=5-= ff e EM/KT g

é a constante de normaliza¢do, também conhecida como func¢ao de particao.

Como a energia é aditiva, a energia do sistema pode ser escrita como uma
soma da energia de cada particula, E; = E(I}), sendo [; = x;y,2;V,;Vy,;V,;. Assim, a
densidade de probabilidade de uma particula i pode ser escrita como:

—Ei/kT

P(Iy) =

onde Z = zV, ou seja a fungdo de particdo total é N vezes a funcio de particio de uma

particula,
7z = ff e_E(Fi)/del—‘l.

Agora vamos fazer uma breve revisao de Termodinamica e de Mecanica para
podermos discutir em seguida a Teoria Cinética dos Gases e a distribuicdo de
velocidades de Maxwell-Boltzmann.

Revisao de Termodinamica
Lembrando da Lei dos Gases Ideais: PV = nRT = NkT

onde n € o numero de moles, R é a constante universal dos gases ideais, N é o nimero
de moléculas, k = R/N, = 1,38x10723J/K é a constante de Boltzmann, e N, =
6,02x10%3 é o numero de Avogadro que define a quantidade de moléculas num mol.
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12 Lei da Termodinamica: AU = Q — W, sendo total essas grandezas referentes ao
sistema: AU é a variacdo da energia interna, Q o calor trocado e W o trabalho

realizado. Na forma infinitesimais: dU = dQ — dW, onde d indicar uma diferencias
inexatas, Q = [ CdT portanto a capacidade calorifica ¢ depende do caminho ou
processo termodindmico entre os estados inicial e final, W = [ PdV portanto a forma
de P varia com V depende do processo termodinidmico, AU = [ C,dT
independentemente do processo termodinamico. y = C,/C, = ¢,/c, € uma grandeza
definida como a razao entre a capacidade calorifica a pressao e volume constantes ou
como a razdo entre o calor especifico, c = C/m ou ¢ = C/N. Para o gas ideal, essas
capacidades calorificas estdo relacionadas, ¢, —C, =R

22 Lei da Termodinamica: Para qualquer processo termodindmico da variagdo da
entropia do universo (sistema e seu entorno) nunca diminui, ou é nula quando os
processos sdo reversiveis ou é positiva quando os processos sdo irreversiveis. A

e d d ,
entropia é definida como dS = % =AS =] %, onde Q,..,, é o calor trocado do

sistema num processo reversivel entre os mesmos estados inicial e final desse
sistema.

Revisio de Mecanica

Energia mecanica E é a soma da energia cinética K = %mv2 com a energia potencial
U(r): E=Kw)+U([).

o

dp

A forga é definida como a variacio do momento p = mv no tempo t: F= o

A velocidade (grandeza vetorial) é dada pela variacdo da posi¢do no tempo:

> dr A A T
vzzzvx1+vy]+vzk.

A pressado é definida como o modulo da for¢a que atua numa superficie de area A:
p==L

A
Teoria Cinética dos Gases

Como a Teoria Cinética dos Gases é possivel relacionar algumas grandezas
microscdpica dos gases com grandezas macroscopicas do sistema. Vejamos a seguir
como podemos chegar a essas relacdes.

Como podemos calcular a pressio que um gas exerce nas paredes de um recipiente
através da andlise do movimento das moléculas desse gas?
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7 4

Assumindo que o espaco € isotrdpico, entdo a pressao € igual em todas as

paredes do recipiente. Lembrando que a pressao é dada pela razao entre a forca
. , F 1/A
exercida na parede e a area da parede: P = 1= (A—';).

Vamos inicialmente considerar um recipiente cibico (de lado ¢, &rea A = £% e

volume V = £3) com um gas ideal (colisdes raras) de particulas idénticas (mesma

. . . M Nm h ,
massa m) no seu interior de densidade p = = Uma molécula do gas com

velocidade ¥ = v, 1+ v),j + v,k, ao colidir elasticamente com a parede Aj, por

exemplo, sofre uma inversao na componente v, (v, e v, mantém-se inalteradas).

y
v _AY
P (ﬂ . parede
5 e YN V.?
e va

Ilustragdo da colisd@o de uma particula na parede de um recipiente.

\/x
’

Portanto ocorre uma variagdo do momento linear da molécula: Ap = p; — p; =

7

mv,(—1) — mv, (1) = —2mv, (1) = Ap = 2mv,, que é transferido a parede do
recipiente. Apds colidir com a parede Ai a molécula colide com a parede A e volta a

- . . 2¢ . ~
colidir novamente com A; ap6s um intervalo de tempo At = —. Assim, a pressdo na
VUx

2 2
vxi) _ omuy;  omuy;

2¢ -

parede A; devido a uma molécula i é dada por: P; = [%(vaxi)( 7 o

Considerando a pressdo exercida por N moléculas do gas:
N N
m m m
P=r (v + 02, + - +vd,) =7 > vE = P = (vd) = p(vd).
i=1

Agora, para cada molécula temos: v? = v + v+ v; e como ndo ha diregio

privilegiada (espaco isotropico), entao na média:
1
() = () = (v7) = %) =3() = (W) =5

Portanto substituindo esse resultado na pressao, obtemos:

1mN

1
P = §7<U2> = §P<172>




SRIFUSP

o 8 s n s 4300259 - Termo-estatistica

20 Semestre 2021 - Profa. Kaline Coutinho

ou seja, conhecendo grandezas macroscépicas de um gas como a densidade e a
pressao, é possivel calcular a velocidade quadratica média das moléculas ou sua

rapidez (V,qm):
<UZ> = Urqgm = (v?) \/7

Tipicamente, um gas a 1 atm na temperatura de 27°C, tem uma densidade de
P 1,01x105Pa

A N_P _ . — 2
moléculas de v = T (L35710-231 /K)(300K) 2,44x10 —

molécula de H; tem massa de 2 u.m.a., Nz e CO tem 28 u.m.a. e 0z tem 32 u.m.a. (onde
lu.m.a.= 1,66x10-27 kg), podemos calcular as densidades dos gases dessas moléculas

(p =25 p(Hy) = 0,08g/m, p(N,) = p(CO) = 1,13g/m* e p(0,) = 1,30 = 5g/m?,
e a rapidez das moléculas usando a expressdo acima: Vpgn,(H,) = 1946m/s,
Vrgm(N2) = Vpqm (CO) = 518m/s e vy, (0;) = 483m/s.

5 moléculas

Sabendo que a

Percebemos que tipicamente as moléculas de um gas se movem bastante
rapido (da ordem de 1km/s). Sendo assim, por que ndao sentimos o cheiro de um
perfume instantaneamente quando estamos a cerca de 1 metro de distancia de um
frasco que abrimos?

Para responder essa pergunta precisamos pensar no livre caminho médio

que uma molécula de gas vai percorre. Pois como existem varias moléculas num gas
(da ordem de 1023) elas colidem entre si e em cada colisdo, mudam a direcao do
movimento. Desta forma, cada molécula se desloca como se tivesse seguindo um
caminho aleatdrio, também conhecido como movimento Browniano que discutiremos
posteriormente, devido as inimeras colisdes que elas sofre por segundo. Vamos entao
mostrar qual a expressdo para calcular o livre caminho médio (deslocamento sem
colisbes) e a quantidade média de colisdes num intervalo de tempo At qualquer.

Leia o texto abaixo retirada do livro do Tipler (pdg. 586) sobre o Livre Caminho Médio
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LIVRE CAMINHO MEDIO

Arapidez média das moléculas de um gds, em pressdes normais, € de vdrias centenas
de metros por segundo, mas se alguém se dirige a um canto da sala afastado de onde
vocd estd e abre um vidro de perfume, vocé s6 sentird o odor apés alguns minutos. A
razdo para esta demora é que as moléculas do perfume ndo viajam diretamente até
vocé, mas sim viajam em um caminho em ziguezague, em virtude de colisdes com
as moléculas de ar. A distancia média A percorrida por uma molécula entre colisdes
é o seu livre caminho médio. (A razao que o leva a efetivamente sentir o perfume é
a existéncia de correntes de ar (convecgdo). O tempo para uma molécula de perfume
se difundir através de uma sala ¢ da ordem de semanas.)

O livre caminho médio de uma molécula de gds estd relacionado ao seu tamanho,
ao tamanho das moléculas de gas da vizinhanga e a massa especifica do gds. Seja uma
molécula de gds de raio r, se movendo com rapidez v em uma regido de moléculas
estaciondrias (Figura 17-12). A molécula em movimento ird colidir com outra molé-
cula de raio r, se os centros das duas moléculas chegarem a uma distanciad = r, +
r, entre eles. (Se todas as moléculas sdo do mesmo tipo, entao d é o diametro mole-
cular) A medida que a molécula se move, ela colidird com qualquer molécula cujo
centro estiver em um circulo de raio d (Figura 17-13). Em um tempo { a molécula se
move uma distancia v! e colide com todas as moléculas que estao dentro do volume
cilindrico md®ot. O nimero de moléculas neste volume é i1, md*vt, onde n, = N/Véo
nimero de moléculas por unidade de volume. (Ap6s cada colisao a molécula muda
de diregao passando, portanto, a tragar um caminho em ziguezague.) O comprimento
total do caminho dividido pelo nimero de colisdes é o livre caminho médio:

ot 1

nywdvt  n,mwd?

Esse cdlculo do livre caminho médio supde que todas as moléeulas do gds, menos
uma, estejam estaciondrias, o que ndo é uma situacdo realistica. Quando o movimento
de todas as moléculas € levado em conta, a expressao correta para o livre caminho

médio ¢ dada por
R 17-23
——— =23

V2 n,wd?

LIVRE CAMINHO MEDIO DE UMA MOLECULA

O tempo médio entre colisoes € o chamado tempo de colisdo 7. O inverso do tempo
de colisao, 1/7, é igual ao niimero médio de colisdes por segundo, ou a freqiiéncia
de colisdes. Se v, € a rapidez média, enldo a dislancia média percorrida entre co-
lisoes é

A=1

) .7
Ymed’

17-24

MOVIMENTO DE DIFUSAO DAS MOLECULAS

FIGURA 17-12 Modelodeuma
molécula (esfera central) se movendo em
um gds. A molécula de raio r, colidird
com qualquer molécula de raio r, se 0s
seus centros estiverem afastados de uma
distinciad = r, + r,, isto é, com qualquer
molécula de raio r; cujo centro esteja em
uma esfera de raiod = r; + r, centrada na
primeira molécula.

' e
o
Diametrod °

\

A

oy
o ©
)

FIGURA 17-13 Modelode uma
molécula movendo-se com rapidez v

em um gds de moléculas iguais a ela. O
movimento é mostrado durante um tempo
f. A molécula de diametro d colidird com
qualquer molécula igual a ela cujo centro
esteja em um cilindro de volume wd’vt.
Neste desenho, todas as colisdes sao
supostas cldsticas e todas as moléculas,
MEeNos Uma, s30 SUpostas em repouso.

Area = md?

Como vimos, usando a distribuicio de velocidade de Maxwell-Boltzmann, as
moléculas de um gas a temperatura ambiente tém velocidade média da ordem de
km/s, porém ao se retirar a tampa de um frasco de perfume em um canto da sala, uma
pessoa na posicao diametralmente oposta nao percebe a fragrancia do perfume a nao

ser apo6s alguns minutos.

O que ocorre, na verdade, é que as moléculas do perfume, ao deixarem o frasco,
colidem uma quantidade enorme de vezes, até se difundirem por todo o ambiente.
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Para analisarmos este fendmeno da difusdo de moléculas de um fluido simples, vamos
inicialmente considerar o movimento de uma das moléculas de um gas (movimento
translacional) enquanto todas as demais moléculas permanecem paradas.

Sendo d o didametro de cada molécula, é facil perceber que o choque de uma molécula
(em movimento) com outra (em repouso) ira ocorrer sempre que a distancia entre
seus centros for menor ou igual a d.

d
Vv v d

Ou seja, sempre que a distancia entre centro for
< d — ha colisdo.

g=md?
As=v At

d=r1+r2

10
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Uma outra forma de visualizar esta situacdo, que nos sera mais apropriada, é
imaginar que a molécula que se move possui didmetro 2d enquanto as outras
(paradas) sao consideradas pontuais.

Entdo, em um intervalo de tempo At, a molécula com velocidade média v (que
podemos considerar como sendo a v,,,) “arrasta” uma regido cilindrica do espago, em
torno de si mesma, de forma que todas as demais moléculas do gas (pontuais) que se
encontrarem no interior deste volume irao sofrer colisdo.

Por outro lado, o pardmetro “livre caminho médio” (L) é definido como a razao
entre o deslocamento AS da particula (que depende de (v) e At) e o nimero de
colisdes N ocorridas no tempo At.

Observe também que o nimero de colisdes N correspondera ao nimero de moléculas
paradas (que estamos considerando pontuais) existentes no volume do cilindro de
arraste; de forma que se n representar o niumero de moléculas por unidade de
volume do gas:

N =nV.
Entdo:
AS _ DAt DA DA . .
p= e P =i:i; onde n = moléculas por unidade de
N N nv (n)(d?)(vAt) nA no

volume e o = secdo de choque.

No entanto, um resultado mais preciso pode ser obtido se levarmos em conta que as
demais moléculas do gas também estdo se movimentando.

Observe que nesta situacdo a distancia L percorrida até que ocorra uma colisdo varia
se a molécula alvo esta em movimento.

- O
® - O -
® - ©

11
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Torna-se entdo interessante introduzir a velocidade relativa (média) entre as
moléculas em colisdo.

Vrel = V1 — V3
2 e g —_ e _— —
vrel —U1'171+172'U2—2171'U2
Faremos isto recalculando o volume cilindrico de arraste:

V= (ndz) (VreiAl),

onde 7,.,; = V2 ¥, como mostraremos a seguir, sendo que estaremos associando estas
velocidades médias com as respectivas velocidades quadraticas médias.

Entdo: V = (md?)(v2 ?At) que, substituindo na expressio de L acima, obtemos:

L UAt : 1 1
= = = .
nwd?\20At V2nA \2no

Para se mostrar agora que ¥,,; = V27, observe que na colisdo entre duas moléculas
do gas, com velocidades v; e v,:

4

-
—
-
=
|

Do diagrama de vetores acima (usando a lei dos cossenos)
2 e —_ g —_ e o
Urel —U1 '171—2171-172+172 '172.
Tirando a média:

2 .2 2
Vi, = Vi + V5 — 2110, cos(6).
N~——

0

V2.

Considerando agora, que, na média: v = v2

Entdo: vZ, = 2v2: sendo que, associando estas velocidades médias com as

velocidades quadraticas médias, temos: U,5; = V27.

Voltando a expressdo da pressao, essa expressdo pode ser re-arrumada e
multiplicando (1/2) em ambos os lados da expressao obtemos que:

12
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1mN 3PV 1 3
=——@W?) = -——=-m{@? = kT =(K
P=3=,-®9) SN = ™YY > (K)
Note que usamos a Lei dos Gases Ideais para relacionar PV /N com kT e chegamos a
uma relacdo entre a temperatura e a energia cinética média de cada moléculas, ou
seja, com o grau de agitacao molecular. Essa relacdo esta de acordo com o Teorema

da Equiparticao de Energia que estabelece que cada grau de liberdade contribui

com = kT para a energia cinética de cada molécula do sistema e nos leva ao valor da
2

3kT

velocidade quadréatica média de v,.gm, = /(v?) = — que estd de acordo com a

obtida a partir da distribuicao de Maxwell-Boltzmann.

E importante salientar que tudo que foi discutido até agora assume que o Teorema
da Equiparticao de Energia é valido. Mas esse teorema é sempre valido? O que sao
os graus de liberdade para os quais temos (1/2)kT de energia?

Leia o texto abaixo retirada do livro do Tipler (pdg. 619-621) sobre a Falha do Teorema de Equiparticdo

Embora o leorema da eqtiiparticao tenha tido um sucesso espetacular ao explicar as
capacidades térmicas de gases ¢ sélidos, ele também apresentou falhas espctacula-
res. Por exemplo, se uma molécula de um gas diatdmico, como a da Figura 18-14,
girasse em torno da linha que une os dtomos, haveria um grau de
liberdade a mais. Da mesma forma, uma molécula diatémica nio
sendo rigida, 0s dois dlomos poderiam vibrar ao longo da linha que 4
os une. Teriamos, entao, mais dois graus de liberdade, correspon- -
dendo as energias cinética e potencial de vibragio. Mas, de acor-

do com os valores medidos das capacidades térmicas molaresna 3
Tabela 18-3, gases diatémicos aparentemente ndo giram em torno
da linha que une 0s dtomos nem vibram. O teorema da eqiiipar-
tigdo ndo explica esta conseqiiéncia nem o fato de que moléculas
monoatdémicas ndo giram em torno de nenhum dos trés possiveis (7 . _____ | ____ el 32
eixos perpendiculares do espago. Além disso, observa-se que as [

capacidades térmicas dependem da temperatura, ao contrdrio do

que preve o teorema da eqiiipartiao. O caso mais espetacular de
dependéncia da capacidade térmica com a temperatura ¢ o do H,, 0
como mostrado na Figura 18-17. Para temperaturas abaixo de 70 20 50 100 200 500 1000 2000 5000 10.000
K, ¢} vale 3 R para o I1,, 0o mesmo que para um gas de moléculas 1,K
que sofrem translagio, mas ndo giram nem vibram. Para tempe-
raturas entre 250 K e 700 K, ¢, = $R, que € o valor para moléculas
com movimento de translagao ¢ de rotagao, mas que ndo vibram.
E, para temperaturas acima de 700 K, as moléculas de H, come-
¢am a vibrar. No entanto, as moléculas se dissociam antes que ¢
atinja ZR. Finalmente, o teorema da eqiiiparti¢io prevé um valor
constante de 3R para a capacidade térmica dos solidos. Enquanto este resultado va-
le para quase todos os sélidos a altas temperaturas, cle nao vale para temperaturas
muito baixas.

7/2

Oscilagao
““““ 1. - 5/2

[

Translagao

FIGURA 18-17 Dependéncia com a temperatura da
capacidade térmica molar do H,. (A curva é qualitativa nas
regides onde ¢ estd variando.) Noventa ¢ cinco por cento das
moléculas de H, sdo dissociadas em hidrogénio atémico a 5000 K.
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O teorema da cqiiparticao falha porque a energia € quantizada. Isto é, uma molé-
cula pode ter apenas certos valores de energia interna, como ilustrado esquematica-
mente pelo diagrama de niveis de energia da Figura 18-18. A molécula pode ganhar
ou perder energia apenas se 0 ganho ou a perda a conduza a outro nivel permitido.
Por exemplo, a energia que pode ser trocada entre moléculas de gés que colidem ¢
da ordem de kT, a energia térmica tipica de uma molécula. A validade do teorema
da eqiiipartigio depende do valor relativo entre kT e o espacamento entre os niveis
de cnergia permitidos.

Se o espacamento entre 0s niveis permitidos de energia for grande em com-
paragdo a kT, entdo ndo podera ocorrer transferéncia de energia através de
colisdes e o teorema cldssico da eqiiipartigio nio seré vélido. Se o espaga-
mento entre os niveis for muito menor do que kT, entdo a quantizagao da
energia ndo serd notada ¢ o teorema da eqiiiparticio seré valido.

CONDICOES PARA A VALIDADE DO TEOREMA DA EQUIPARTICAO

Considere a rotagdo de uma molécula. A energia de rotagio é t
. 1 o (Ill)): ]:
= R = e = — 18-28
E=l = T

onde I ¢ 0 momento de inércia da molécula, o é sua velocidade angulare L = Jw éa
sua quantidade de movimento angular. Haviamos mencionado, na Segao 10-3, que a
quantidade de movimento angular € quantizada, e sua magnitude estd restrita a

L=/t +1r €=01,2,... 18-29

onde i = h/(2m) e h é a constante de Planck. A energia de uma molécula que gira ¢,
portanto, quantizada nos valores

2 g€+ DR
=L LD ey, 18-30

onde
E =— 18-31

é caracteristica do intervalo de energia entre os niveis. Se esta energia é muito me-
nor do que kT, esperamos que a fisica cldssica e que o teorema da eqiiipartigdo sejam
vélidos. Vamos definir uma temperatura critica T, como

K= F, =" 18-32

S | .

Se T for muito maior do que esta temperatura critica, entdo kT serd muito maior do
que o espagamento entre os niveis de energia, que é da ordem de kT, e esperamos
que a fisica cldssica ¢ o tcorema da eqliiparticdo sejam vélidos. Se T for menor, ou da
ordem de T, entdo kT ndo serd muito maior do que o espagamento entre os niveis de
energia ¢ esperamos que a fisica classica e o teorema da eqipartigao falhem. Vamos
estimar T, para alguns casos de interesse.

1. Rotagio de H, emt torno de um eixo que passa pelo centro de massa perpendicularmente a
linha que une os dtomos de H (Figura 18-19): O momento de inércia de H, em relagao
a0 eixo é

1 2
I, = 2My > = 2M”r;

onde My, é a massa de um dtomo de H e r_ ¢ a distancia de separacao. Para o hidro-
génio, My = 1,67 X 10 Ykg er =8 X 107" m. A lemperatura crilica é, entdo,
h? h?

=2k = kM ;12

B (1,05 X 10 *J-s)
T (1,38 X 10 2 J/K)(1,67 X 1077 kg)(8 X 107" m)’

= 75K

E;

FIGURA 18-18 Diagrama de niveis

de energia. Um sistema ligado podec ter
apenas certas energias discretas.

. 3
Centro de
massa

FIGURA 18-19 Modclo de haltere
rigido para uma molécula diatdmica.
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Como vemos na Figura 18-17, esta é aproximadamente a temperatura abaixo da
qual a energia rotacional ndo contribui para a capacidade térmica.

2. O,: Como a massa do O, é aproximadamente 16 vezes a do H,, e a separagdo €
aproximadamente a mesma, a temperatura critica para o O, deve ser aproxima-
damente (75/16) = 4,6 K. Para todas as temperaturas para as quais O, existe co-
mo gds, T > T,; logo, kT é muito maior do que o espagamento entre os niveis de
energia. Conseqiientemente, esperamos que o teorema da eqliiparticao da fisica
cldssica scja valido.

3. Rotagio de wm gds monoatémico: Considere o dtomo de He, que tem um niicleo
constituido por dois prétons e dois néutrons e possui dois elétrons. A massa de
um elétron é cerca de 8000 vezes menor do que a massa do nicleo de He, mas o
raio do niicleo é aproximadamente 100.000 vezes menor do que a distancia entre
o nicleo e um elétron. Portanto, 0 momento de inércia do dtomo de He é pratica-
mente todo ele devido aos seus dois clétrons. A distancia do niicleo de He a um
de seus elétrons ¢ aproximadamente a metade da distancia de separagdo entre os
atomos de Hno H,, e a massa do elétron é cerca de 2000 vezes menor do que a do
nucleo de H. Portanto, usando i, = M,,/2000 e r = r./2, encontramos o momento
de indrcia dos dois clétrons no Ie sendo aproximadamente

I D=2 My [\ L
ne = “M = 25000\ 2 ) T 2000

A temperatura crilica para o Ile €, assim, cerca de 2000 vezes a do H,, ou aproxi-
madamente 150.000 K. Isto é muito maior do que a temperatura de dissociagdo
(a temperatura na qual os elélrons sdo arrancados dos seus niicleos) para o hélio.
Logo, o intervalo entre os niveis permitidos ¢ sempre muilo maior do que kT ¢
as moléculas de He ndao podem ser induzidas a girar, pelas colisbes que ocorrem
no gas. Outros gases monoatdmicos tém momentos de inércia levemente maiores
por possuirem mais elétrons, mas suas temperaturas criticas sdo, ainda assim, de
dezenas de milhares de kelvins. Portanto, suas moléculas também nao podem ser
induzidas a girar pelas colisdes que ocorrem no gés.

4. Rotagdo de um gds diatémico em torno de um eixo unindo os dtomos: Vemos, de nossa
discussao sobre gases monoatdmicos, que o momento de inércia de uma molé-
cula de gds diatdmico em relagdo ao seu eixo também serd praticamente todo ele
devido aos elélrons e serd da mesma ordem de grandeza que para um gas mono-
atdmico. Novamente, a temperatura critica calculada, T,, associada a ocorréncia
de rotagdes provocadas por colisdes entre moléculas do gds, excede a temperatura
de dissociagao do gds, tornando impossivel a rotagdo nestas circunstancias.

F interessante observar que o sucesso do teorema da eqiiiparticdo ao explicar os
valores medidos para as capacidades térmicas de gases ¢ sélidos conduziu ao pri-
meiro entendimento real sobre a estrutura molecular no século XIX, enquanto sua
falha desempenhou um papel importante no desenvolvimento da mecanica quan-
tica no séeulo XX.

Para sistemas quanticos, a energia nao é continua como nos sistemas classicos,
ou seja, as particulas ndo podem ter valores de energia que variam continuamente.
Nesses sistemas, a energia é quantizada, ou seja, s6 assumem valores multiplos de
uma constante, €,. A densidade de probabilidade continua sendo escrita da mesma
forma, porém a funcao de particdo passa a ser escrita como:

5 = Z o ~En/kT
En

Exemplos de sistemas com energia quantizada:

E, = ney onde g, é uma constanteen =0, 1, 2, 3, .... para um oscilador quéntico,

E, = — &,/n? para o atomo de Bohr,
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E = gyn(n + 1) para o rotor rigido quantico, etc.

Aplicagoes:

Na obtencdo da chamada Lei das Atmosferas, supondo uma temperatura T
constante, e que g da gravidade ndo varia com a altura, a funcao distribuicdo de

densidade de probabilidade correspondente sera dada por:
f(’U Vo U Z) — Ce—mv%/ZkTe—mvf,/ZkTe—mv%/ZkTe—mgz/kT — Ce—mvz/ZkTe—mgz/kT
x» Yyr Yz .
Entdo P(ve vy, v,,2) = P(v,2) = PW)P(2) = P(v)C"e ™9/ dz,

onde P(v) é a distribuicio de Maxwell-Boltzmann obtida anteriormente. Como a
integral desta funcdo em todo o espaco tem que ser igual a um, entao:

C*f e—mgz/deZ — 1’
0

c*= % e f(z)= %e‘mgz/’” = funcio distribuicdo das moléculas em funcio da
altura z.

Note que a distribuicdo depende da massa das particulas do gas, dada uma
temperatura, e que a quantidade de particula decresce exponencialmente com a
altura.Paraz =0= f(z=0) = f(0) = mg/kT.

Portanto, a Lei das Atmosferas ¢é dada por:

f(2) = f(0)e~mIz/kT.
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