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Essa lista aborda o assunto de Integracao. Mais especificamente, os principios da
integracdo, partindo das integrais de funcdes-escada (as mais simples até o momento),
até chegar na definicdo mais importante da primeira parte desse curso: o conceito
de funcoes integraveis. Além disso, serdo abordadas algumas fungdes especiais e as
propriedades das integrais dessas fungoes.
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10.

Instrucoes:

. Em homenagem ao professor Mané, essa lista contém 17 exercicios, divididos

em dois grupos numerados de I a IL

. Néo é necessario resolver todos os exercicios! Tente resolver aqueles que vocé

achar mais interessantes. Se vocé ndo possui preferéncia, ou ndo achou nenhum
aparentemente divertido, tente resolver os exercicios recomendados primeiro.
Esses exercicios estdo indicados na nota de rodapé de cada secao.

. Escolha quatro exercicios de cada grupo para entregar ou entregue “apenas” o

exercicio 10. A nota dessa lista sera a soma das notas obtidas em cada questao,
sendo 10 pontos a nota maxima. Para cada uma das duas formas de entrega,
sendo n a quantidade total de questdes a serem entregues, a nota maxima de
cada questdo serd 10/n.

. Envie a sua resolucéo para o e-mail victorsalibal3@usp.br com o assunto “Re-

solu¢éo da Lista 2 de Matematica I”.

. Serdo concedidos até 2 pontos extras se: (1) a resolucdo da lista for feita em KIgX;

ou (2) qualquer trabalho extra foi realizado: exemplos ou contraexemplos que
validem o resultado demonstrado, alguma resolucao elegante, uma quantidade
maior de questdes entregues além daquela requisitada, etc.

Os exercicios ndo estdo dispostos em ordem crescente de dificuldade. Todavia,
serdo concedidos trés simbolos distintos para os exercicios “interessantes”: 9
para os exercicios particularmente dificeis (que geralmente precisam de algum
truque nao tdo 6bvio para serem resolvidos),  para os problemas dificeis (que
requerem tanto um truque, quanto um cuidado maior na resolugio) e T para
aqueles...

Nao desanime se nao conseguir resolver alguns exercicios ou cometeu algum
erro na resolucdo, erros fazem parte do processo de aprendizado e quanto mais
tempo gastar tentando solucionar um exercicio, mais vocé ira aprender com ele.

Se houver davidas, sugestdes ou quiser alguma (outra) dica, basta nos contactar.

A colaboracao é nio apenas permitida, mas encorajada. Caso tenha precisado
de ajuda, por favor, dé o devido crédito, mencionando nomes.

Por ultimo, mas definitivamente o mais importante, divirta-se!



Exercicios:

Grupo I!
Exercicio 1. Seja n um numero natural. Calcule:
(a) fon | x| dz.
(b) f0n2 | v/ |dz. (Dica: Considere primeiramente o caso em que n = 3.)
Exercicio 2. Mostre que fab |z ]dx + f; |—z]dx =a—b.
Lembremos a defini¢do de funcéo integravel:

Definicao 1. Seja f : [a,b] — R uma funcio limitada definida num intervalo [a, b].
Se, para todo € > 0, existem fungdes escada s, t tais que s(z) < f(z) < t(x) para todo

x € [a,b], e : .
/a t(x)dx—/a s()dr < =,

entdo diz-se que [ é integravel em [a, b] (ou, simplesmente, integravel). Em outras
palavras, sendo

b b
S = {/ s(x)dx:séescadaesgf} e T= {/ t(x)dx:téescadaefgt},
tem-se f integravel se, e somente se, sup S = infT. Nesse caso, a integral de f em
[a, b] é o nimero fab f(x)dz =sup S =infT.

Exercicio 3. Sejam b > O e f : [0,b] — R dada por f(x) = z. Usando a definigéo
. ;. . b b2 ~ s~ , .

acima, prove que f é integravel e fo f(x)dr = %. (Nao é tao facil quanto parece: note

que ndo ¢ suficiente calcular a area do tridangulo. Tente uma abordagem parecida com

a de Arquimedes.)

Exercicio 4 (0). Encontre ¢ € R tal que

/Ot(x ~ |a)dz = 17.

Exercicio 5. O que significa uma funcio limitada f : [a,b] — R néo ser integravel?
Dé um significado preciso para isso.

IExercicios recomendados: 1, 3,5, 6 e 7.



Exercicio 6 (0). Seja f : R — R definida por

~]0, ser e R\Q
f(x)_{l, sex €Q

Seja qual for o intervalo [a, b], prove que f ndo é integravel em |[a, b].

Exercicio 7 (6). Sejam f, g : [a,b] — R funcdes integraveis com g limitadae f(x) > 0
para todo x € [a, b].

(a) Seja I : [a,b] — R dada por F(z) = [ f(t)dt. Prove que F é integravel.
(b) Seja G : [a,b] — R dada por G(z) = [ g(t)dt. Prove que G é integravel.
Exercicio 8. Mostre que:

(@) Se f : [a,b] — R é uma funcio integravel, entdo

[ < [

(b) Se GG é a funcdo do Exercicio 7, entdo existe L > 0 tal que

|G(z) — G(y)| < Llz -y
para quaisquer z,y € [a, b].

Exercicio 9. Seja f : [0,1] — R definida por f(z) =
f(0) = 0. Prove que f é integravel e calcule fol f(x)dx.

1sexe (L %],e

on— on ) 9gn—1

Exercicio 10 (f). Sejam f, g : [0, 1] — R limitadas, com f integravel e g(z) = f(z)
sex € [0,1]\ {1 :n € N} . Mostre que:

(a) Para todo natural n, g é integravel em [1,1] e fll/n g(x)dx = fll/n f(z)dz.

(b) g é integravel e fo z)dr = fo



Grupo II*

Exercicio 11. Sejam a > O e f : R — R uma func¢io integravel em [—a, a]. Prove
que:

(a) Se f épar (isto é, f(z) = f(—x) para todo z) entdo [* f(x)dz =2 [ f(x)dx.

(b) Se f é impar (isto é, f(—z) = — f(x) para todo z) entdo [* f(x)dz = 0.

us

5 usando apenas as propriedades fundamentais das fun-

Exercicio 12. Calcule sin
¢Oes sin e cos.

Exercicio 13. Calcule:

(a) fab cos? xdx. (b) fot cos® xdx.

Exercicio 14 (7). Sejam p > O e f : R — R periddica de periodo p (isto é, f(x +
p) = f(z) para todo z) e integravel em todo intervalo [a,b]. Prove que, fazendo
g(r) = fox ft)dte A=g (g), tem-se:

(@ g(z+p) — g(z) = g(p) para todo x € R.

(b) g (%) = nA para todo natural n, se f é uma funcao par.

Considere a seguinte definicao de funcdo convexa:

Definicao 2. Uma fungio f : R — R é dita convexa se, para quaisquer z,y € R e
a € (0,1), tem-se

flaz+ (1= a)y) < af(z)+(1—a)f(y)

Exercicio 15. Mostre que o conjunto de todas as funcdes convexas de R em R é
convexo. (Dica: Relembre a defini¢do de conjunto convexo e de funcdo convexa. A
demonstracdo é uma consequéncia direta dessas duas definigdes.)

Exercicio 16 (0). Seja f : R — R convexa tal que f(0) = 0 e f(x) > 0 para todo
x € R. Prove que:

(@) Se f(1) =0 entdo f(x) = 0 para todo = € [0, 1].
(b) fljo,4+00) € crescente.

(c) Se f(a) > 0 para algum a > 0, entdo f|[, 4o € estritamente crescente.

5 f(b)—f(a) fa)—f(b)
(d) Se0 <a<b<ce f(a)>0,entdo 0 < —5—-= < ===,

2Exercicios recomendados: 11, 13, 15 e 16.



Exercicio 17 (9). Seja f : R — R. Diz-se que 2y € R é um ponto de minimo local de
f se existe ¢ > 0 tal que f(zo) < f(z) paratodo x € (¢ — &, x¢ + €). Suponha que f
é convexa e mostre que:

(@) Se x1,x2 € R sdo pontos de minimo local de f tais que z1 < 9, entdo f(z1) =

f(x2).

(b) Se z1, x> € R sdo pontos de minimo local de f tais que ;1 < x», entdo f(x) =
P q
f(x1) paratodo x € [x1, 23]

(c) Se ;1 € R é um ponto de minimo local de f, entdo f(x) > f(z;) para todo
r € R



