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Introducao




- Transmissao de vibracoes e de pulsos

- Transportam energia e quantidade de movimento,
mas nao transportam matéria

- Exemplos
= Onda em uma corda

= Som e aplicacoes da acustica

= Ondas no mar, na atmosfera, ondas sismicas

= Ondas eletromagnéticas: luz, sinal de TV, radio, celular
» Radar e aplicacoes diversas



Ondas longitudinais X transversais

Direcao de propagacao
>

- Ondas longitudinais: o
movimento do meio é Ondas longitudinais Movimento do meio
paralelo a direcao de IARA A A AARKERAN AN
propagacao da onda
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. Ondas transversais: o \[2/ \
. . P 2 4 \}.\ !
movimento do meio é ;&% \/
v

perpendicular a direcao
de propagacao da onda

Video: Onda longitudinal e transversal em uma mola
http://eaulas.usp.br/portal /video.action?idltem=6602



http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=6602

Classificacao quanto a dimensao

« Ondas unidimensionais (ex: onda em uma mola)
- Ondas bidimensionais (ex: ondas em um lago)
» Ondas tridimensionais (ex: onda sonora)
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Classificacao quanto a natureza da onda

- Ondas mecanicas: precisam de
um meio material para se
propagarem

- Ondas eletromagnéticas: nao
precisam de um meio material,
podendo propagar-se no vacuo




Transporte de energia

- Ondas transportam energia e quantidade de

movimento, mas geralmente nao transportam matéria

- Ondas mecanicas transportam energia mecanica
(cinética + potencial)
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Formato da onda

- Onda periddica (ex: ondas harmonicas)

« Pulso de onda

Pulse
e | ™ s

i Iﬁ:..

i




Onda progressiva X estacionaria

Exemplo:
TN N o - .
AN /7 N\ // h\x ;,/ Onda progressiva
N/ N/ N/
\/\/\/\ Onda progressiva
0 veo 0
\/_\\_//\//_\ Onda estacionaria




Pulsos de onda




Pulsos de onda

Exemplo: onda em uma corda

Podemos ter pulsos causados por uma perturbacao pontual em
uma das extremidades da corda

Como descrever o perfil da onda? y (X , t)



!
IComo descrever o movimento de um pulso que ‘

se propaga em uma corda com velocidade

constante v? vt
Suponha um pulso de onda descrito por uma
funcao qualquer y = f(x)
> X
. . O
O pulso de onda se locomove para a direita, N
de modo que num certo instante t, esta y v
centrado em x=a. Como deslocar a funcao f(x) -
para a posicao x=a, sem alterar sua forma?
f(x-a) tem a mesma forma, s6 que deslocada -E)’ > X
de uma distancia a a direita. X=a
y A v
Seja a=vt. Entao f(x-vt) descreve o pulso de —
onda movendo-se para a direita com
velocidade v.
1 .y
OF x=vt

y(x,t) = f(x —vt)| Funcao de onda




Funcao de onda (ou perfil de onda)

e Pulso de onda unidimensional movendo-se no
sentido positivo de x

y(x,t) = f(x — vt)

e Pulso de onda unidimensional movendo-se no
sentido negativo de x

y(x,t) = g(x + vt)



!
IComo descrever o movimento de um pulso que ‘

se propaga em uma corda com velocidade
COnStante U? (outro jeito de pensar)

Vamos acompanhar o pulso em (a) ¥ (x,0)=y'("0)
outro referencial inercial S’, que se —

desloca com velocidade constante v -y
ao longo do eixo x. 0=0' =
(b)  y(x0) (1)

Suponha que os referenciais Se S’
coincidem em t=0.

i -

Relacao entre as coordenadas no O 0 x

referencial S (x, y, t) e no referencial
S (x,y,t):

vt

Transformacao

x —
Y de Galileu
=t

xl
yl
t’



!
IComo descrever o movimento de um pulso que ‘

se propaga em uma corda com velocidade

con Sta N te U? (outro jeito de pensar)

a0 =y, 0
No referencial S’, o perfil da onda @ y&E0O=YE0)
(y’) é constante: .

Y&, =y (x,0) = f(x) |4 OO
) ) (by , v (x1) WXL

Como y=y’ e t=t’, o perfil da onda no ot _
referencial S, pode ser escrito como: :

0 0 x

y(x,t) =y'(x,t) = f(x")~ x' =x— vt

y(x , t) = f (x — vt) Perfil de onda que se propaga para a direita

Para descrever uma onda que se propaga para a esquerda, basta fazer v —» —v:

y(x , t) =g (x + vt) Perfil de onda que se propaga para a esquerda




Funcao de onda (ou perfil de onda)

« Onda unidimensional movendo-se no sentido
positivo de x y(x,t) = f(x — vt)

« Onda unidimensional movendo-se no sentido

e
negativo de x v t) = g(x + vt)

Atencao: esse ¢ um resultado geral, pois nao assumimos
nenhum formato especifico para as funcoes f e g.

- Exemplos de funcoes que caberiam na definicao
f(x —vt):

cos(x — vt) (x — vt)? e (x—vt)



Equacao de onda unidimensional




Equacao de onda unidimensional

Vimos que a funcao y(x,t) = f(x — vt) descreve o movimento
de uma onda progressiva qualquer.

Qual é a equacao de movimento correspondente?

As equacoes diferenciais que desenvolvemos para oscilacoes
partiam da 22 Lei de Newton, onde aparece a aceleracao.

Vamos construir a equacao de movimento a partir da sua
solucao:

y,t) =f(x')=f(x—vt) com x =x-—vt



Equacao de onda unidimensional

Como a aceleraciao sempre aparece nas equacoes de
movimento, vamos obté-la derivando y(x, t):

vy, t) =f(x)=f(x—vt) com x =x-—vt

Regra da cadeia

Velocidade: a_y — df 0x — —p df
ot dx' ot dx’
2 2 / 2

Aceleracao: a_y = —p o (4f — —p d°f 0x — 2 a’f
dt? ot \ dx' dx'? 0t dx'?




Equacao de onda unidimensional

Mas y(x, t) também depende de x. Vamos calcular a 22
derivada em relacao a x:

vy, t) =f(x)=f(x—vt) com x =x-—vt

Regra da cadeia

dy df ox' df

Inclinacao s
da corda: O0x _ dx' O0x _ dx’
=1

Concavidade 0°Y d (df) d*f dx' d*f

] —_— = =7 = —7P =
da corda: 0x? Ox \ dx’ dx'? dx dx'?
—1



Equacao de onda unidimensional

0’y _ ,d*f 0%y d’f

ﬁ - dx'? 0 x 2 - dx'2

Eliminando o termo em comum, vem:

0?2 y 0?2 y Equacao diferencial parcial (EDP)
T — 2 _ 7 de 22 ordem, linear, homogénea a
Ot? 0 x 2 coeficientes constantes

1 0%y 0%y 0
v? 0t?  Jdx?

\ Velocidade de A velocidade v depende de caracteristicas
propagacao da onda do meio em que a onda se propaga



Equacao de onda unidimensional

0 2 0 2 Vale para qualquer onda unidimensional,
Y 2 Y seja el i6di a ]

— = pe—= ja ela peridodica ou nao, transversal ou

Ot? 0 x 2 longitudinal, progressiva ou estacionaria.

A solucio da equacao de onda € a funcao de onda da qual partimos:

y (x , t) = f(x — vt) (onde f é uma func¢ao qualquer)

A solucao geral de uma EDP de 22 ordem é a combinacao linear de 2 funcoes
independentes:

y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt)




Equacao de onda unidimensional

0 2 0 2 Vale para qualquer onda unidimensional,
Y 2 Y seja el i6di a ]

— = pe—= ja ela peridodica ou nao, transversal ou

Ot? 0 x 2 longitudinal, progressiva ou estacionaria.

Solucao geral:

y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt)

Condicao inicial:

Posicao inicial de todos y(x, 0)

os pontos do meio: e e et
A condicio inicial ndo é uma

, .. 9 constante, e sim uma funcao de x
Velocidade inicial de y

todos os pontos do meio: ot



Ondas harmonicas




Ondas harmonicas

Caso particular em que a funcao de onda tem a forma
de uma senoide.

Exemplo: funcao de onda harmonica unidimensional
progressiva que se desloca para a direita:

y(x,t) = f(x —vt) = Acos[k(x — vt) + §]

y(x,t) = Acos(kx — wt + 6) onde kv = w

Quando uma onda harmonica se propaga em um meio,
todos os pontos oscilam em um movimento harmonico
simples (MHS)



Funcao de onda harmonica (1D)

- Descreve o movimento vertical de todos os pontos
da corda
= Onda progressiva (propaga-se no sentido + de x):

y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

s Onda regressiva (propaga-se no sentido - de x):

y(x,t) = Acos(kx + wt + 6)

Vale para ondas harmonicas que se propagam
em qualquer meio, em uma dimensao.



Para descrever o movimento vertical de todos os pontos
de uma corda, precisamos de uma funcao y(x,t)

() Vibrating
blade

(c)

d 5 l. .__I . g i T{ f
P l 2/
(b)

/ Tempo
x: posicao horizontal de
cada ponto P da corda

y: posicao vertical de
cada ponto P da corda em
cada instante de tempo

P fl.-' "«II.. v | ¥y :

/ !
i 1 LY

.' i) L\ ) \ W 'l';
P
(d)



Fixando uma posicao: x=xp

Onda harmonica em uma corda: cada ponto P oscila
como um MHS na direcao y com frequéncia angular o.

y(xp,t) = Acos(kxp — wt + §) = Acos(—wt + ¢)

t=0
[_1.

‘u

(2) Vibrating
‘ blade

L. hl
t=T/4 |"

(b) l \1‘”_
f w

H
1 2n
Movimento do ponto P ao longo do tempo:

—A4 F-m---- T ===-r-




Fixando um instante: t=t, H

Ao tirar um instantaneo do movimento, observamos
a forma da perturbacao em diversos pontos do meio

(corda)
y(x,ty) = Acos(kx — wty + 6)

y(x,ty) = Acos(kx + c)

Comprimento de onda = ),

Amplitude
Vale < >

A

A: Comprimento de onda (periodo espacial)



-

Simulacao

- -
() Manual () Fixed End
(®) Oscillate

() Pulse

Restart

() Loose End

(®) No End

_. .
Slow Motion
L () Normal !l) Iy

Amplitude Freguency D ) Tensi D Rule
amping ension ulers
0.¥5 cm 1.50 Hz
< > [« > e o Hgn | O e |
l' ll IA“%] D Reference Line )

https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-string en.html

Escolha “no end” no canto superior direito, “oscillate” no canto superior esquerdo, e
“slow motion”.

Acompanhe o movimento de 1 ponto verde. Ele se move na horizontal?

Varie amplitude e frequéncia e observe as mudancas na onda gerada.

Experimente também as op¢oes “manual” e “pulse” no canto superior esquerdo.


https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-string_en.html

Velocidade de propagacao da onda

A onda se desloca um comprimento de onda A em um
periodo T . Portanto, sua velocidade é:

High Frequency Wave

/1 Time
e EPUBU&U&U&UQT
Period
(%
/1 = 7 Low Frequency Wave




Funcao de onda harmonica

x,t) =(A4)cos(kix|— w
Constante de fase,

Desloc.a/mento (variavel) Tempo
(variavel) (variavel)
Amplitude
(deslocamento

maximo, constante)



Funcao de onda harmonica

(x,t) =(A)cos (ki —
Constante de fase,

Posicio em rad no SI
Deslocamento (variavel) Tempo
(variavel) (variavel)
Amplitude w: frequéncia
(deslocamento angular (constante),
maximo, constante) v

em rad/s no SI

k: nimero de onda B 2T
(constante), em W = ?
rad/m no SI

_27‘[

Nao confundir com K (maitasculo),
i que é constante de mola!



R
Funcao de onda harmonica

y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

l 2T \ Relacionada ao
Em um dado instante k = — de.slocamento 1o
(t fixo), quantos ciclos/ A ] 2T Instante t=0
cabem em 1 metro? w = —
y r Olhando para um tnico
Comprimento de onda = ) ponto (x fixo), quantos
- -

ciclos cabem em 1 segundo?

X
Amplitude



Funcao de onda harmonica

y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

k_lZn
A 2T

As constantes k e w sao
relacionadas entre si. kA = T

w A

— v Velocidade de

k T propagacao da onda

Constantes A4, § : arbitrarias (condicao inicial)

Constantes k, w: nao sio arbitrarias, dependem de propriedades do meio



Fase de uma funcao periodica
y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

\
p(x,t) =kx—wt+9§

|

Fase: angulo que representa a Constante de fase
fracao de ciclo cumprida por um
ponto x do meio no instante t.

90°
180° A 0 /

270°
Phase Wave

https://www.nist.gov/image/phasegif



https://www.nist.gov/image/phasegif

Velocidade transversal

» Posicao de um ponto P do meio:

y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

» Velocidade vertical do ponto P:

dy 0
_ — = — A —_
5 = 7t |Acos(kx — wt + 6)]

v, = Awsen(kx — wt + 6)

L x Vy
}:/T:‘: ) _/Z_\) - A
Obs: nao confundir com a velocidade J\\vj’" P

Uy

de propagacao da onda: v = %



Exercicio

Mostre que a funcao de onda harmonica
y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)
é solucao da equacao de onda

0%y _ ,0%
dt?2 dx?2



Exercicio

A figura abaixo mostra trés ondas que atuam
separadamente em trés cordas idénticas. As ondas se
propagam na direcao x indicada na figura. Ordene as
ondas em ordem crescente de:

a) Amplitude (A)

b) Comprimento de onda (A)
c) Frequeéncia (f) 5
d) Constante de fase (0)
e) Frequeéncia angular (o)
f) Numero de onda (k)




Exercicio

A figura abaixo mostra trés ondas que atuam
separadamente em trés cordas idénticas. As ondas se
propagam na direcao x indicada na figura. Ordene as

ondas em ordem crescente de:
a) Amplitude (A) @ 2.3.1

b) Comprimento de onda (A) b)1-2, 3

c) Frequéncia (f) © 3 1=2
d) Constante de fase (0)
e) Frequéncia angular (o)
f) Numero de onda (k)

d) Todas tém a mesma constante de fase

e) ldem a c), pois w = 2nf

2T

f) E o inverso de b), pois k = =

)




———
Exercicio

Uma onda transversal se propaga em uma corda, com
uma funcao de onda dada por:

y(x,t) = 2 sen(x — 2t)
com x em metros, y em centimetros e t em segundos.
Determine:

a) Amplitude, nimero de onda, frequéncia angular,
comprimento de onda, periodo e constante de
fase, em unidades do SI.

b) Determine a velocidade de propagacao da onda,
em unidades do SI.



———
Exercicio

Uma onda transversal se propaga em uma
corda, com uma funcao de onda dada por:

y(x,t) = 2 sen(x — 2t)
com x em metros, y em centimetros e t em
segundos. Determine:

a) Amplitude, nimero de onda, A=0,02m

. . k=1 rad/m
frequéncia angular, comprimento de o = 2 rad/s

onda, periodo e constante de fase, em A=2mm

unidades do SI. T=ms
0 =0rad

b) Determine a velocidade de propagacao v =2mis
da onda, em unidades do SI.



Exercicio

O perfil de uma onda transversal progressiva em uma corda muito longa é
dado, em unidades do sistema internacional por:

y(a,t) = 2,0 x 1072 cos [27(0, 5z + 10t)]

Determine:

a) a amplitude de vibracao desta corda;

b) o comprimento de onda e a frequéncia (em Hz);
c) o sentido e a velocidade de propagacao da onda;
)

d) a distancia, ao longo da corda, entre dois pontos cuja diferenca de fase é%



Exercicio

O perfil de uma onda transversal progressiva em uma corda muito longa é
dado, em unidades do sistema internacional por:

y(a,t) = 2,0 x 1072 cos [27(0, 5z + 10t)]

Determine:
a) a amplitude de vibracao desta corda;
b) o comprimento de onda e a frequéncia (em Hz);

c) osentido e a velocidade de propagacao da onda;

)
d) adistancia, ao longo da corda, entre dois pontos cuja diferenca de fase é%

Respostas:

a)A=0,02m

b) f=10 Hz

c) v =20 m/s no sentido negativo de X
d) 1/6 m



Exercicio

A figura abaixo mostra duas fotografias tiradas em instantes de tempo diferentes de uma

corda na qual se propaga, no sentido positivo do eixo x, uma onda harmonica transversal

v(x, t). A primeira fotografia (linha cheia) foi tirada no instante de tempo t = 0 e a segunda
(linha tracejada) no instante de tempo t = 0,50 s.

a) Determine a velocidade v de propagacao da onda na corda;

b) Determine a amplitude, o numero de onda, a frequéncia angular a constante de
c) fase e escreva a equacao do perfil de onda y(x, t);
d) Determine a velocidade transversal maxima de um ponto da corda.

0,10

y(m)

-0,05

-0,10




Exercicio

A figura abaixo mostra duas fotografias tiradas em instantes de tempo diferentes de uma

corda na qual se propaga, no sentido positivo do eixo x, uma onda harmonica transversal

v(x, t). A primeira fotografia (linha cheia) foi tirada no instante de tempo t = 0 e a segunda

(linha tracejada) no instante de tempot =0,50s.

a) Determine a velocidade v de propagac¢ao da onda na corda;

b) Determine a amplitude, o numero de onda, a frequéncia angular a constante de

c) fase e escreva a equacao do perfil de onda y(x, t);
)

d) Determine a velocidade transversal maxima de um ponto da corda.

0,10

f
/
005\ F
I

-0,05

Respostas:

a)v=2m/s

b)A=0,10m; k=05mmt,w=ms’d=0
c) y(x,t) = 0,1 cos(0,5mx — mt)

d) v, = 0,17 m/s

y(m)




Equacao das cordas vibrantes

Ondas em uma corda




Onda em uma corda tensionada

Suposicoes:
- Corda de comprimento infinito

- Corda ideal: homogénea (densidade constante),
inextensivel, massa desprezivel

- A corda esta submetida a um tensao homogenea
- A corda esta esticada

- A perturbacao (onda) causa pequenos
deslocamentos da posicao de equilibrio (0 pequeno)
yy

X




Onda em uma corda tensionada

Zoom em um pequeno segmento de comprimento
Ax, que tem massa Am = u.Ax

(onde u = AA—I; é a densidade linear da corda)

T(x + Ax)




Onda em uma corda tensionada

22 el de Newton:

> 3 p— Aqui estamos desprezando a forca peso
Am.a = T(X + Ax ) + T(.X') em comparacao a forca de tracao (T > P).

Direcéo x: ndo ha movimento T, (X + Ax) + T, (X) =0

T(x + Ax)




Onda em uma corda tensionada

22 T ei de Newton:
Am.d = T(x + Ax) + T(x)

Direcaoy: T, (x + Ax) + T, (x)

|7| sen[0(x + Ax)] — |7| sen[8(x)]

|T| tg[0(x + Ax)] — ﬂ tg[0(x)

_, dy _, dy
|T|a(X+AX)—|T a(X)

senf = tgo
(6 pequeno)

(derivada = inclinacao)



Onda em uma corda tensionada

22 T ,e1 de Newton:

Am.d =T (x + Ax) + T (x)

Direcao y:
Am = pu. Ax

Am.a, = |T| (x+Ax)— |T|—(x)

,qu——T[—( +Ax)——(x)]

0y 2 (x + Ax) — (x)
0° gy _ T Definicao de derivada:
a2z u Ax

df _ | flrt a0 - f()
— = lim

dx Ax-o Ax




Onda em uma corda tensionada

0%y

Logo, escrevemos o termo entre colchetes como %2
Definicao de derivada:

dy dy
0%y T |gx(x +Ax) —5-(x)
== | o af [t =)

— = .
at H Ax dx Aag—mo Ax

2 2 ) [

d y . Z d y E a equacao de onda que T

02 o 7, 0 x2 deduzimos anteriormente, com | UV = |—

velocidade de propagacao: \ U

Solucao geral:
y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt)



Velocidade de onda em uma corda

I - —— Forga de tracao na corda
T

Am

M/ Densidade linear de massa da corda u= E

Video: Onda em uma corda de violao
http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idltem=6601



http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=6601

Potencia e intensidade
da onda em uma corda




Poténcia transportada por uma onda
em uma corda

Poténcia instantanea transferida pela forca de tracao:

P —_ T *Vy = = —_— /!
y Tyvy Ty ot s
Velocidade T !
transversal X =
Para pequenos deslocamentos (6 = 0), senf = tg @, portanto: 5
T, =~ -Ttgh = —T—y
dy dy -‘/ dx
P(x,t) = —T—=—

Jt 0x



Se a onda for harménica: y(x,t) = Acos(kx — wt + 6)

oy : dy 9
Substituindo as derlvadasa—i' e %, vem:

P = —-T[wAsen(kx — wt + §)][—kA cos(kx — wt + )]

Valor médio em um periodo = /2
(mantendo x constante)

P(x,t) = wkTA?% sen®(kx — wt + &)

Poténcia instantanea:

Poténcia média ao longo de um periodo = Intensidade da onda

_ 1
I:P=§wkTA2 o= |T
7 kT:m{ ;
I=13=§,uva)2A2 -

Valida para uma onda harmonica que se propaga em uma corda



Intensidade da onda harmonica em uma corda
- Poténcia média transferida para

cada ponto oscilante da corda: I

_ 1
I=P:§,Lwa)2A2

- Energia média em uma seccao da

Y f\n\ A
Y S
D:/T. -\\{U pi‘l\\_)ﬁ

(a) Vibrating
\ blade

corda de comprimento Ax=v.At :

_ 1
E = E,ua)ZAZAx

onde u € a densidade de massa linear da
corda, v é a velocidade de propagacao da
onda, w é a sua frequéncia angular, e A é a
sua amplitude.

Estas expressoes s6 valem para uma onda harmonica que se propaga
em uma corda. Outros sistemas fisicos possuem outras formulacoes.



Intensidade da onda harmonica em uma corda
- Poténcia média transferida para

cada ponto oscilante da corda: I

_ 1 A\ AW (L
1=P=§MV@ %U i\v/ﬁ

(a) Vibrating
\ blade

- Energia média em uma seccao da
corda de comprimento Ax=v.At :

_ 1 onde u é a densidade de massa linear da
F = — Ax corda, v é a velocidade de propagacao da
2 onda, w € a sua frequéncia angular,e A é a
sua amplitude.

Porém, existe um aspecto comum as ondas em qualquer
sistema fisico: energia e poténcia sao
proporcionais ao quadrado de A e w.




Exercicio

Uma corda uniforme, de 20 m de comprimento e massa de 2 kg, esta esticada sob

uma tensao de 10 N. Faz-se oscilar transversalmente uma extremidade da corda, com

frequéncia de 5 oscilacdes por segundo. No instante inicial, a extremidade da corda

esta 3 cm acima do ponto de equilibrio.

a) Determine a velocidade de propagacao v e o comprimento de onda progressiva
gerada na corda.

b) Escreva o perfil da onda antes que ela chegue a outra extremidade da corda.

c) Calcule aintensidade | da onda progressiva gerada.

Respostas:
a)v=10m/s;A=2,0m/s

b) y(x,t) = 0,03 cos(mx — 10mt)
c)1=0,44 W



Exercicio

Uma corda tem 2,60 m de comprimento e 260 g de massa. A
tracdo da corda € 36,0 N.

a) Qual deve ser a frequéncia de uma onda harmonica
progressiva com amplitude de 7,7 mm para que a
poténcia média seja 85,0 W?

b) Escreva a funcao de onda y(x,t), considerando que no
Instante t=0 a extremidade da corda na qual a perturbacao
se inicia encontra-se na metade da altura da amplitude da
onda. Despreze a reflexao da onda na outra extremidade
da corda.

Respostas:
a) f =195 Hz
b) y(x,t) = 7,7.107 cos(64,8x — 1229t + )



Principio da superposicao




]
Principio da Superposicao

» Se duas ou mais ondas se movem em um meio, a
funcao de onda resultante é a soma algébrica das
funcoes onda individuais.

— e J
LN
A\«
LN\

D

el MR f

» Este fenoOmeno é chamado de Interferéncia.



]
Principio da Superposicao

- Matematicamente: se y, e y, sao funcoes de onda,

entao a combinacao linear =
NG B

y3 = C1y1 + (o), A "
N\ D

também é: = =




Interferencia de ondas harmonicas




Interferéencia construtiva

- Ocorre quando ondas de frequéncia e fase
semelhantes se propagam no mesmo meio

- Interferéncia perfeitamente construtiva: sobreposicao
de ondas que possuem a mesma fase e frequéncia

» No caso de interferéncia

onda 1

perfeitamente construtiva, | /0
as amplitudes se somam,ea '~~~ "
6N CI da 2

frequéncia permanece A2 /\M‘ a
inalterada. : A~ A

f \

"f/-\\ll'n ."IlI ."'Ilf ﬁI".I

f \ {
At+A2 | | /o x&

onda resultante



Interferéncia destrutiva

- Ocorre quando ondas de frequéncia semelhante e
fases diferentes se propagam no mesmo meio

- Interferéncia perfeitamente destrutiva: sobreposicao

de ondas de mesma frequéncia, mesma amplitude e
defasadas de 180° (§; — 6, = m)

« No caso de interferéncia a1
perfeitamente destrutiva, as ]| /' /0
amplitudes se anulam. o A A—

_— A \/\/\/ondaZ

Exemplo: fone com

, onda resultante
cancelamento de ruido

https://tecnoblog.net/265488 /como-funciona-um-fone-com-cancelamento-de-ruido/



https://tecnoblog.net/265488/como-funciona-um-fone-com-cancelamento-de-ruido/

Exemplo |: ondas harmonicas de mesma frequéncia
e amplitude que se propagam no mesmo sentido

w1 = Wy = W

y1(x,t) = A cos(kx — wt) Ky =k, = k
B B Al =A,=A
vy, (x,t) = Acos(kx — wt + 6) 5 6. =6

Principio da superposicio: Y(x,t) =y; + ¥,
y(x,t) = Acos(kx — wt) + A cos(kx — wt + §)

cos A +cosB= 2cos<A+ B> cos (Aé )
2

0 5
y(x,t) = 2A cos (E) COS (kx — wt + E)

pd ~
e
A amplitude da onda resultante depende da A onda resultante tem a mesma
diferenca de fase entre as ondas originais frequéncia das ondas originais

Sed =0 — Amplitude = 2A (interferéncia construtiva)

Se § =m — Amplitude = 0 (interferéncia destrutiva)

Se d = % — Amplitude = AV2 (caso intermediario)



Exemplo Il: ondas harmonicas de mesma frequéncia,
no mesmo sentido, mas com amplitudes diferentes

w1 =Wy = W

= A —
y1(x, t) 1 cos(kx — wt + 6,) ki =k, =k
y,(x,t) = A, cos(kx — wt + 65) Ay # Ay
61 - 52 - 5
Principio da superposicio: Y(x,t) =y; + ¥,
Nesse caso nao da pra usar
y(x: t) — Al COS(kx — wt + 51) + AZ COS(kX — wt + 52) a identidade da soma dos
COSSeNnos.
Notacao complexa:
Vamos usar notacao complexa para obter

— i(kx—wt) l(kx—wt+6)
y (x ’ t) - Re{Al e + Az e } uma expressao para a onda resultante.

y(x,t) = Re{e!*~»D[4, + A,e]}
Este € um niimero complexo que pode ser escrito
na forma Ae#, onde A equivale ao médulo e B
equivale a fase do nimero complexo.



Exemplo Il: ondas harmonicas de mesma frequéncia,
no mesmo sentido, mas com amplitudes diferentes
y(x,t) = Refe!**~@D[4; 4+ A,e']}

Este € um niimero complexo que pode ser escrito
na forma Ae'#, onde A equivale ao mddulo e B
equivale a fase do namero complexo.
Ay + Aye® = Ae'f

Moédulo de um

niimero complexo A +A,cosd +iA,send = Acosf + iAsenf
Zz=a+ib:
|z|? = a? + b? \

A% = (A; + A, cos5)? + (4, sen §)?

A% = A% + A5 + 2A,A, cos S

. 5 Igualando as partes imaginarias:
Assim, o termo [4; + A,e*®] pode
ser escrito como Ae*?, onde A e 3 Azsend = Asenfs

~ : . 4
sdo determinados por: sen § = = sen 5
A? = A2 + A5 + 2A,A,cos 8 2
senff =—send

p 4,




Exemplo Il: ondas harmonicas de mesma frequéncia,
no mesmo sentido, mas com amplitudes diferentes

y(x, t) = Re{ei("x_“)t) [Al + Azei6]}

y(x,t) = Re{e!kx~wD) gl0F}

y(x, t) — Re{Aei(kx—wHﬁ)}

deAcpsa A% = A2 + A5 + 2A,A,cos 8
y(x,t) = Acos(kx — wt + )| Toe- S F0 A

definidos por: e B = L sen )
2

A onda resultante tem a mesma
frequéncia das ondas originais

A% = A2 + A5+ 2A1A,cos 6

A amplitude da onda resultante é a soma
quadratica das amplitudes originais (42 + 43 ),
somada a um termo de interferéncia que
depende da diferenca de fase (24,4, cos §)



Exemplo Ill: ondas harmonicas de mesma frequéncia,
fase e amplitude que se propagam em sentidos opostos

w1 = Wy = W

y1(x,t) = Acos(kx + wt) ki =k, =k
B B Al =A,=A
y,(x,t) = Acos(kx — wt) 5, =6, =0

Principio da superposicio: Y(x,t) =y; + ¥,
y(x,t) = Acos(kx + wt) + A cos(kx — wt)

cos A +cosB= 2cos<A+ B> cos (Aé )
2

y(x,t) = 2A cos(kx) cos(wt)-

Onda estacionaria \
Podemos pensar na onda estacionaria

como um MHS (termo cos(wt)) que tem
uma amplitude que varia de acordo com
a posicao x do meio (termo 24 cos(kx)).

A onda resultante nao é progressiva.



Exemplo Ill: ondas harmonicas de mesma frequéncia,
fase e amplitude que se propagam em sentidos opostos

w1 =Wy = W

y(x,t) = 2A cos(kx) cos(wt) Z :Z _ ffl

Onda estacionaria 5 =6,=0

\/W\ Onda progressiva
y,(x,t) = A cos(kx — wt)
Onda progressiva
y1(x,t) = Acos(kx + wt)

-—s Onda estacionaria
y(x,t) = 24 cos(kx) cos(wt)




Onda estacionaria

Ventre Ventre

D

L= 2T
2
Considerando y(x,t) = 24 cos(kx) cos(wt):
Posicao dos nos: cos(kx) =0 - kx = 5.3_7:’5_7:, . o X = &,2,2,.
2" 272 4’ 47 4
Posicao dos ventres: cos(kx) = +1 - kx =0,m, 2m,3m,... &> x = O,%,/l,%,



Simulacao - onda estacionaria

10

@ I'=1.69
® 5=t :, ,:

SR N7 N
© s TR NN N \J

b \--.f.

https://www.desmos.com/calculator/b7kxqry7xe

Nesta simulacao € possivel variar a frequéncia, a amplitude e a constante
de fase de duas ondas harmonicas que se propagam em sentidos
opostos. Observe que a onda estacionaria se forma apenas se as ondas
originais estiverem em fase com a mesma frequéncia e amplitude.


https://www.desmos.com/calculator/b7kxqry7xe

!xemplo w on!as Harmomcas !e mesima amplltu!e m

e fase, que se propagam no mesmo sentido com
frequéncias ligeiramente diferentes (Batimento)

w] F W
y1(x,t) = Acos(k;x — w4t) ki " k22
yZ(x) t) = A COS(kzx — a)zt) Al = AZ =A

61 - 62 = O

Vamos supor frequéncias proximas, sendo w; > w, e k; > k,

s 1e — W1 + W> = k1 + kz . N
Média: W= k=—7 Se as frequéncias sio
proximas, temos que:

Diferenca: Aw = w; — W, Ak =k, — k, o> Awek > Ak

Somando e subtraindo essas expressoes, obtemos:

1 -1
=w+z ki =k+=-Ak

w1 a)+2Aa) 1 +2
52 ky = F— =k

wz—w—zAw 5 = >



!xemplo w on!as Harmomcas !e mesima amplltu!e m

e fase, que se propagam no mesmo sentido com
frequéncias ligeiramente diferentes (Batimento)

y1(x,t) = Acos(kyx — wt)

cos A +cos B=2cos<A+ B) cos <A2 )
2

yo(x,t) = Acos(k,x — w,t)
1
Principio da superposicio: y(x,t) =y1 + ¥, W =w+ EA(U
_ _ _ 1
y(x,t) = Acos(kix — w,t) + Acos(k,x — w,t) ~ | w,=a- EA‘“
ki=k . Ak
Ak Aw _ _ 1 =Rty
y(x,t) = 2Acos|—x ——t cos(kx — a)t) 1
2 2 — =
k, =k > Ak

Batimento: onda de frequéncia mais alta (@) cuja
amplitude € modulada por outra onda de
frequéncia mais baixa (Aw).



Batimento

Envoltoria
Ak Aw _ .
y(x,t) = 2A cos - X Tt cos(kx — a)t)

Velocidade de grupo:  Vgrupo = 7 Nas condicoes deste exemplo
o (Ak — dk), a velocidades de
Velocidade de fase:  Vfyqe = T grupo e de fase sao iguais.



Batimento

Ak Aw _ .
y(x,t) = 2A cos TX — Tt) cos(kx — wt)

Aw O méaximo na amplitude da

Frequéncia de batimento: - foar = 1f1 — fol onda resultante ocorre

frequéncia f, ,,.

Frequéncia da onda resultante: @ = 2nf



Simulacao - batimento

Illq.[lﬂn r||||| i n{lﬂﬂ
]IWI|I|||||MI ﬁ,ﬂnl |||||||||||| \||"||n ,,qanllll[l
A A | U A v
(H‘llll‘lllIlfl]l]lflfp‘.dﬁf%p%ﬁI||||| |||||||||IH||I|[||||||||||||||||||I|I||llln'U'nﬂuj'\ﬂ’\fl'llu.';nIﬁ”lllllrllllll”ll|[H||[l||I||IHI|'|
(VY || I||||||| |||||||}||J ! Lb“l“llllllﬂul

Time in seconds

https://academo.org/demos/wave-interference-beat-frequency/

h
250.0

fa
2399

Zoom

Overlay waves

sound on/off

Hz

Hz


https://academo.org/demos/wave-interference-beat-frequency/

Exercicio

Sejam duas ondas que se propagam na mesma corda:

y1(x,t) = 3sen(x — 2t) y2(x,t) = 3sen(x — 2t + §)

As ondas tém uma diferenca de fase 6. Quando as duas
ondas atuam sobre um ponto x da corda, as perturbacoes
se somam de acordo com o principio da superposicao.

a) Determine a equacao da onda resultante na corda.

Utilize a relagao sena + senb = 2cos (_|“;b|) sen (aTer)

b) Determine a amplitude da onda resultante no caso em
que o6 = 0. Que tipo de interferéncia é esta?

c) Determine a amplitude da onda resultante no caso em
que o0 =7z Que tipo de interferéncia é esta?



Exercicio

Sejam duas ondas que se propagam na mesma corda:

y1(x,t) = 3sen(x — 2t) y2(x,t) = 3sen(x — 2t + §)

As ondas tém uma diferenca de fase 6. Quando as duas
ondas atuam sobre um ponto x da corda, as perturbacoes
se somam de acordo com o principio da superposicao.

ot s e ‘f& Tt o ‘g‘”ante na corda.
Resposta: y(x,t) = 6cos (E) sen (x — 2t + —) a+b

2 ﬁ) sen (—)
TOTTTTTT TS TITII T mmem o s TEET 2 2

b) Determine a amplitude da onda resultante no caso em
'Resposta: A = 6, interferéncia construtiva | é esta?

a)

c) Determine a amplitude da onda resultante no caso em
Resposta: A = 0, interferéncia destrutiva j5 é esta?



Exercicio

Determine a funcao de onda resultante da combinacao
de duas ondas senoidais que se propagam no mesmo
sentido, possuem mesma frequéncia (w), tém
amplitudes de 3,0 cm e 4,0 cm, e a onda de maior

amplitude esta com a fase adiantada de % rad. Escreva

a resposta em termos de w e k.

Resposta:
y(x,t) = 5cos(kx — wt + 0,93) (cm)



Exercicio

Uma onda estacionaria resulta da soma de duas ondas
transversais progressivas dadas por:

y1 = 0,05 cos(mx — 4mt),

: yo = 0,05 cos(mx + 4mt),
em unidades do SI. V2 | { )

a) Determine a funcao de onda resultante
b) Qual é o menor valor positivo de x que corresponde a um no?

c) Em quais instantes no intervalo 0 < t < 0,5 o ponto do meio
em x=0 tera velocidade zero?
Resposta:

a) vy(x,t) =0,1cos(mx) cos(4mt)
b) x=05m

c) t=0,

N | =

)

B



Exercicio

Duas ondas transversais progressivas de mesma frequéencia f =
100 s' sao produzidas em um fio de aco de 1 mm de diametro e
densidade de 8 g/cm3, submetido a uma tensao T=500 N. As
ondas sao dadas por: T
y1(x, t) = Acos (k:}:‘- — wt + E)

yo(x, t) = 2A sen(wt — kx)

onde A = 2 mm.

a) Determine a funcao de onda resultante

b) Determine a intensidade da onda resultante.

c) Se variarmos a diferenca de fase entre as ondas, qual sera a
razao entre os valores maximo e minimo possiveis da
intensidade da onda resultante?

Resposta:
a) y(xt) = 3,46.1073 cos (2,23x _ 628t — %)

b) 418W/m? ) a9

Imin



Reflexao de ondas em uma corda




Reflexao em uma corda com
extremidade fixa

Onda se propagando para a
esquerda:

X;L>x g(x + vt)

0
Funcao de onda antes de atingir a extremidade fixa em x=0:

y(x,t) = g(x + vt)

Condicao de contorno: }’(0, t) — () (aaltura do ponto x=0 é sempre zero)

Qual sera a funcao de onda apos a reflexao na extremidade fixa?

Solucao geral da equacio de onda:

g(x+vt) é conhecida (onda incidente).
y(x,t) = f(x —vt) + g(x + vt) Falta determinar f(x-vt) (onda refletida).



Reflexao em uma corda com
extremidade fixa

Impondo a condi¢do de contorno na solugéo geral: y(0,t) = 0

O objetivo aqui é determinar f(x-vt) (onda refletida).

y(0,t) =f(0—vt) + g(0+vt) =0

f(=vt) = —g(vt)

f(&x) =—-g(=x")

fx—vt) =—g(—(x—vt)) = flx—vt) =—gwt—x)

Substituindo na solucao geral:

A onda refletida tem a mesma
y(x’ t) — g(vt _ x) + g(x + vt) forma da onda i,n.ciden‘Fe (),
mas o pulso é invertido
(diferenca de fase m)

onda refletida onda incidente



Reflexao em uma corda com
extremidade fixa

onda incidente
-
\/ onda refletida
- 17

y(x,t) = —g(vt —x) + g(x + vt)

onda refletida onda incidente



Reflexao em uma corda com
extremidade livre by

Onda se propagando para a -
esquerda: === =X

g(x + vt) 0

Funcio de onda antes de atingir a extremidade livre em x=0:
y(x,t) = g(x + vt)

Condicéo de contorno: 0__’)/ (0 t) =0 (a extremidade da corda deve ter
ox =~ inclinacdo zero, ou seja, maximo
ou minimo local ou estabilidade)

Qual sera a funcao de onda apoés a reflexao na extremidade fixa?

Solucao geral da equacao de onda:

g(x+vt) é conhecida (onda incidente).
y(x,t) = f(x —vt) + g(x + Vt)  Falta determinar f(x-vt) (onda refletida).

dy _df(x—vt)d(x—vt) , dg(x+vt)d(x+vt) _ /
ax  d(x—v)  ox divd)  ox f'(x—vt)+ g'(x + vt)




Reflexao em uma corda com
extremidade livre
dy

Impondo a condicao de contorno na solugao geral: — (0, ¢) = 0

dy 0x
a(O,t) =f'(0—vt)+g'(0+vt) =0

f '(—vt) = —g '(vt) O objetivo aqui é determinar
f(x-vt) (onda refletida).
fl(xl) — _gl(_xl)

Integrando os dois lados em x, precisaremos fazer uma substituicao do
tipo:u = —x" - du = —dx. Assim: flx') = — j—g’(u)du = g(—x")

Solucao geral: flx —vt) = g(vt —x)

y(x,t) = glvt — x) + g(x + vt) A onda refletida tem a mesma
/ \ forma da onda incidente (g),

sem inversao.

onda refletida onda incidente



Simulacao - reflexao
Owenual |  Restart | (") Fixed End

() Oscillate {*) Loose End

(®) Pulse () No End

D | S SR

https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-string en.html



https://phet.colorado.edu/sims/html/wave-on-a-string/latest/wave-on-a-string_en.html

Modos normais de vibracao

Corda com duas extremidades fixas




Modos normais de vibracao

Considere uma onda harmonica que se propaga
em uma corda de comprimento L presa em ambas
as extremidades.

Onda refletida
Onda incidente (inversao de fase)
i ol W W I W R O Y ¥ o Vi

Onda estacionaria: superposicao

de ondas de mesma amplitude e

frequéncia que se propagam em
sentidos opostos

Qual é a condicao para que se forme uma onda
estacionaria em uma corda com extremidades
fixas? Para que ocorra a reflexao em oposicao
de fase com a onda incidente, é preciso que a
corda de comprimento L comporte multiplos
inteiros de 1/2.



Modos normais de vibracao

Funcao de onda estacionaria (ver aulas anteriores):

y(x,t) = A(x) cos(wt + §)

Condicao de contorno (duas extremidades fixas):

y(0,t) =0 e y(,t)=0

Vamos determinar A(x) substituindo a funcao de onda estacionaria na
equacao de onda: ) 5
w_ o 10°y 0%y
= — - = — -
VT % v2 0t?2  0x?

2 d?A
_—A(x) CW— 2 CW

2 Solucao geral:
_ k2- 0 EDO semelhante
dx? (x) = a3 do MHS A(x) = acos(kx) + b sen(kx)




Modos normais de vibracao
Logo, y(x,t) = [acos(kx) + bsen(kx)]cos(wt + )

Vamos impor as condicoes de contorno:

0
y(0,t) = |a co/s@l'/()v)1+ b se)x(k/()v)] cos(wt+8) =0

a=0 -
Condicao para que se forme uma

onda estacionaria confinada em
uma corda de extremidades fixas

y(L,t) = [bsen(kL)] cos(wt +6) =0

T
sen(kL) =0 - kL=m,2n3m,.. - |k,= nr .ﬁ

o1 ~ 21 w
Utilizando as relacoes k = -V = ew = 2uf, vem:

P 2L _nm ~n




Modos normais de vibracao

Logo, ha infinitas ondas estacionarias que podem se formar em uma
corda com extremidades fixas. A funcao de onda que descreve todas essas

possibilidades é: T
k, = 7
v, (x,t) = b, sen(k, x) cos(w,t + §,) T
Modos normais de vibragéo Wn = T 4

Cada modo normal de vibracao (n) é chamado de harmonico.



L] L] ~S

Modos normais de vibragaoemuma
corda com extremidades fixas

S Fundamental, n=1
— ,__—\ Ay = 2L

= ///”/’—\ 2" harmonic, n = 2

< = — A=

. 7z S 3 harmonic, n = 3
S < 2
N A ~ 3.3 - EL

D - —
/ \'\/ ’\/ \ / ‘\ 4™ harmonic, n = 4

3.4, =%L

. pe———
S e S




Modos normais de vibragaoemuma
corda com extremidades fixas

f —n As frequéncias dos modos normais de vibracao sao
no— "9 chamadas de frequéncias de ressonancia da corda.

A frequéncia de cada modo ou
fi==— = fL=nf1 harmonico n é um maultiplo inteiro da
2L frequéncia do modo fundamental f..

Exemplo: alguns termos da série harmonica partindo de f, = 55 Hz (nota La):

f1 =55Hz (LaO0 - fundamental)

f, =110 Hz (L4l - 89 Ondas confinadas

£, =165 Hz (Mi2 - 52 justa) oscilam em um conjunto
3 — 220 L2 _ g2 discreto de frequéncias

fa = Hz (La2 - 8?) bem definidas

fs =275 Hz (DO#3 — 32 maior)



+5 Corda La solta (55 Hz)
Em geral, varios modos de = 4
oscilacao estao presentes % 35|
simultaneamente em uma corda =
vibrante. Cada modo pode ter 2 3
uma amplitude diferente, a g 25
depender do material da corda e :.é 5
da maneira como as vibragées 3 |
foram produzidas. '
o 0.05 0.1 0.15 0.2
Time [seconds]
3
= 1 Amplitude dos
g 5 2 harmonicos 1 a 20
Andlise harmoénica (ou £ ) 7
analise de Fourier): permite § ) 5 0 10
determinar as intensidades Z 11
relativas dos harmonicos § 13
£ " 15 16
2 17 18 19 20
g
0 110 220 330 440 550 660 770 880 990 1100

Frequency [Hz]



Obs: é possivel excitar uma onda de frequéncia diferente de
v . . ,
fn = n-;emum corda com extremidades fixas. Porém, a onda

resultante nao sera estacionaria, e tera uma baixa amplitude.
Ou seja, se f #+ f,,, ndo ocorre ressonancia.

Primeiro harmonico

https://youtu.be/dx2wqHjYnzc



https://youtu.be/dx2wqHjYnzc

Obs: se a condicao de contorno for diferente,
outros modos normais de vibracao podem surgir
em uma corda.

Uma extremidade fixa,
outra livre

Duas extremidades livres

Duas extremidades fixas

https://gifsdefisica.com/2018/11/20/ondas-estacionarias-cordas/



https://gifsdefisica.com/2018/11/20/ondas-estacionarias-cordas/

Exercicio

Uma corda de piano de 50 cm de comprimentoe 5 g

de massa ¢ esticada com uma tensao de 400 N.

a) Qual € a frequéncia do modo fundamental de
vibracao?

b) Quanto harmonicos até 10 kHz a corda pode fazer
soar?

Resposta:
a) f; =200Hz
b) 51 harmonicos



Exercicio

Uma corda de aco tem frequéncia fundamental de
200 Hz. Quando entrelacada com um fio de cobre,
sua massa especifica linear € dobrada. Determine a
nova frequéncia fundamental da corda, supondo a
mesma tracao.

Resposta:
141 Hz



Exercicio

Um fio esticado de 60 cm de comprimento vibra
com uma frequéncia de 30 Hz em seu modo
fundamental. O fio tem massa de 30 g.

a) Qual é a velocidade de propagacao da onda
transversal no fio?

b) Determine a tracao no fio.

c) Escreva a funcao de onda do 3° harmonico,
supondo que a amplitude de seu antinodo seja
de 3 cm e que §; = 0.
Resposta:
a) 36m/s

b) 64,8N
c) y(x,t) =3,0.10"2sen(5mx) cos(180mt)



Exercicio

Uma corda de comprimento L presa nas extremidades x=0 e x=L
oscila no 3° harmoénico de uma onda estacionaria. A corda esta
submetida a uma tensao de 96 N. O deslocamento transversal da
corda é dado por:

y(x,t) = 5sen (g x) sen(6mt), em unidades do SI.

a) Determine o comprimento L da corda

b) Determine a massa da corda

c) Calcule a velocidade transversal maxima de um ponto situado
sobre um ventre da onda estacionaria

d) Se a corda oscilar no 5° harmonico, qual sera o periodo de
oscilacao?  Resposta:

a) 60m
b) 4,0 kg
c) 30mm/s

d 0,2s



