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Segunda Quantizagéo'

1. Considere dois bdsons nao interagentes, 7+ e 7, que carregam carga
elétrica +1 e —1 (em unidades da carga elétrica do elétron). Estes
boésons existem na natureza e sao chamados de pions. Os operadores
de aniquilagao sdo a, (para 7") e @, (para 7~), onde p é o momento
da particula. A Hamiltoniana do sistema é

H = EO+Z CL—|—€ )T],

onde €(p) = y/p? + m?2, em unidades naturais.

(a)

O operador carga elétrica pode ser escrito como

Q=Qo+ Y _[er(p)a'a+q_(p)alal .

Determine os valores de Qo e das fungoes g+ (p) que garantem que
0 vacuo nao tenha carga elétrica e que os estados de uma particula
|7%) possuam as cargas descritas acima,;

Quanto valem [H, Q] e [U(t), Q], com U(t) o operador de evolucao
temporal?

Considere agora um sistema preparado no instante ¢ = 0 no estado
|x), que contém algumas das particulas 7=. Tal sistema é auto-
estado da carga elétrica, Q |x) = ¢y |x). E verdade que depois da
evolugao temporal, o estado |x(t)) = U(¢) |x) ainda é autoestado

de carga?

Duas particulas 7" e 7~ podem formar um estado ligado gracas
as interagoes eletromagnéticas. Suponha que esse estado possa ser

escrito como
|®f) = ZW(Z% k)ajal |0),
pk
onde ¥y (p, k) sdo oportunas fungées de onda de momento angular

¢. Calcule <(I)g| H |(I)g> e <(I)g| Q |q)g>
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2. Considere um sistema formado por um bdson e um férmion, descritos
pela Hamiltoniana

1
H=Ey+35> [op)aja, + ) + e ()b, = bb))]
p

onde o operador a, destrui o béson e o operador b, destrui o férmion.

(a)

(b)

Calcule a densidade de energia do véacuo, definida como p, =
(0| H 10) /V, em termos de uma integral sobre p (para os apropri-
ados fatores de volume V' aparecer, aplique o limite V' — o0);

Calcule a integral do item antecedente considerando €, ((p) =

A/ P? ma ;- Para calcular explicitamente a integral, considere um

cutoff A, i.e. integre na regiao 0 < p < A. A dependeéncia de py em
A é sintoma de um dos maiores mistérios da fisica contemporanea:
a energia do vacuo é “UV sensitive”, no sentido que diverge con-
forme A — oo, de forma que nao podemos esperar nossos calculos
serem validos para energias arbitrariamente altas. Nos experi-
mentos do dia a dia podemos medir apenas diferencas de energia
e, portanto, este problema ¢ irrelevante. Por outro lado, qualquer
tipo de energia, inclusive a do vacuo, gera um campo gravitacional
que possui efeitos fisicos bem definidos (por exemplo, determina a
taxa de expansdo do universo). Medigbes experimentais apontam
a um diferenca entre o valor de py medido e calculado pela teoria
de 120 ordens de grandeza. Ainda nao é conhecida a solugao deste
problema;

Em teorias supersimétricas, a cada bdson é associado um férmion
de massa igual, m;, = mys. O que acontece com a integral neste
caso?
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3. Considere um sistema de gas de particulas quanticas em equilibrio ter-
modinamico a uma temperatura 7', dado pela hamiltoniana

H=>"Eal ., (1)

onde a' e a sdo os operadores de criacdo e aniquilacdo e E; sdo as
energias acessiveis desse sistema. O indice ¢ é relacionado aos estados
energéticos e s indexa todos os outros nimeros quanticos. A fungao
de partigao do sistema no ensemble grande canonico pode ser definida
como sendo

Z="Tr {exp(—ﬁ(f[ — MN))} : (2)

com 3 =1/(kgT), onde kg é a constante de Boltzmann,

N=> al . (3)

1,8

¢é o operador de nimero de particulas e p é o potencial quimico dessas
particulas.

(a) Mostre que, utilizando a base de autoestados |N; s @ - --) do ope-
rador de nimero de ocupagao N; s = ajysaiys,

tr{exp (=808 - u)) } =T > (explf (u = ED™ (1)

em que Ni,s |Nis) = Nis|Nis).

(b) Mostre que para um gas de bésons,

7=11 Vi eB e E) ®)

e para um gas de férmions

7 =TT {1 +exolBlu — B} (6)

2,5
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O grande potencial €2 ¢ definido como
Q=—-PV, (7)

em que P é a pressao do sistema e V' o volume. A diferencial d§2 é
dada por
dQ2 = —PdV + SdT — Ndy, (8)

em que S é entropia, T' é temperatura e N é o nimero médio de
particulas. Isso implica que

o) Q 0N} (QQ)
P=— () -2 s—_(Z) | N=—(Z)
(av)T“u, 4 (aT)V,p, aILL TV

(9)

No limite termodinamico do ensemble grande canonico,
0= ! InZ. (10)
g
(c) Mostre que é possivel escrever
Q=205 1+ fexpld (1 - B, (11)
onde # = 1 resulta na expressao para férmions e § = —1 resulta

na expressao para bosons e g ¢ a degenerescéncia dos estados.
(d) Definindo

1
h i — 5
" explB(E; — p)] + 0

mostre que é possivel escrever

N =>"ghe, (13)

(12)

e a energia interna do sistema U = —PV + TS + N como
U= ZgEihG,ia (14)

onde 6 = 1 resulta na expressao para férmions e # = —1 resulta
na expressao para bosons, g é a degenerescéncia dos estados.
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