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Oscilacoes forcadas

Ocorrem quando um corpo oscilante sofre a influéncia de uma
forca externa também oscilante

O sistema oscila com a frequéncia da
F,.. = Fycoswt forca externa (»), € nao com a
frequéncia natural do sistema («®,).

prohd — .
a° .L' v g > TS . 'o;&
4 ) é e _-'; -.5 e »
v ol -
A AR A 2 "
)
\ =
- »




Recordando: numeros complexos

Zz=a+ib .
Complexo conjugado (z*): z=atib
z¥=a—1ib - X
i 2% = —ib

Identidades que podem ser tteis:

1
Re z2==(2+2%)
2 Quociente entre z, e z,: multiplicar
Im 2 = i ( > -*f:) numerador e denominador pelo
21 conjugado do denominador
a1+ib1 _a1+ib1 az—ibz _
‘z‘z—z*z a2+ib2_a2+ib2.a2—ib2_

a;a, +bib, azb; —ayb,
= i
as + b3 as + b5
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formula de Euler

Foérmula de Euler: representacao

trigonomeétrica de um niimero complexo

de modulo 1:

Deduzindo a féormula de Euler

utilizando expansoes de MacLaurin:

el¥ = cos @

lsen®

Circulo unitario
’r =
|z| =1

Diferentes representacoes para um niimero complexo z qualquer:

Zz=a+ib

zZ =|z|cosO +i|z|senf

z = |z|e'?


https://youtu.be/_0qvqlk9WvA

Oscilador amortecido e forcado




Equacao de movimento

Oscilador amortecido:

mx +px + Kx =0

Forcga externa,

Oscilador amortecido e forcado: L
variavel no tempo

mx + px + Kx = F(t)

F(t) _p _K
X+]/X+(1)(2)X:7 Ondey—a,w%—z

EDO de 22 ordem, linear, nao homogénea,
a coeficientes constantes

Seja xj, (t) a solucao geral da EDO homogénea, isto é: xj, + yx;, + wix, = 0.

Se x,(t) € uma solucdo da EDO nido-homogénea, entdo x,(t) + x,(t) éa
solucao geral da EDO niao-homogénea. Isso s6 funciona porque a EDO é linear
(a derivada da soma é a soma das derivadas).



xy (t): Solucao geral da EDO homogénea, com 2 constantes arbitrarias
(determinadas pelas condicoes iniciais). Carater transiente.

x, (t): Solucao particular da EDO ndo-homogénea. Nao tem constantes arbitrarias.
Carater estacionario.

xp (t) + x,(¢t) : Solugdo geral da EDO nao-homogénea

A solucao da EDO homogénea, x;,(t), nos ja conhecemos! (oscilador amortecido)

Y
» Supercritico (y > 2wo) x5 (t) = e_it(aeﬁt + be—ﬁt)

Y
. Critico (y = 2ay) xp(t) = e~ 2%(a + bt)

_Y
+ Suberitico (v < 2w0)  x,(t) = Ae” 2 cos(wt + &)



Obtendo a solugao particular x{

(solucao estacionaria)

Vamos supor que a forca externa é do tipo F(t) = F, cos(wt).

(isso nao é uma grande limitacdo, pois utilizando analise de Fourier é possivel escrever
uma grande variedade de funcées como uma soma de senos e cossenos.)

5 Focos(wt) —,

X+yx +wix =
+

LF, sen(wt
iy + iyy + iwy = 0 m( )

Z+y7Z+ wiz = 2 elwt  (Bq.1)

m

Solugdo possivel: , = Apl(wt+d)

7z = Aiwe'(@t+9)

5= —Aw el(wt+8)

A solucao dessa EDO sera uma
exponencial com expoente complexo.
Para determina-la, precisamos converter
essa EDO de variavel real (x) em uma
EDO de variavel complexa (z=x+iy).

Formula de Euler:

el® = cos® +isenb




Obtendo a solugao particular x{
(solucao estacionaria)

Formula de Euler:

et® = cos® +isenb

Substituindo z, Z e Z na EDO (Eq. 1), vem:

Fy |
Z+yz+ wiz=—e't
m
i(0T+6) 2 | 2y _ Ko E}(%
A (—w* +iyw + wg) = —
m
: F
i6r__,.2 . 2y — 9
Ae ( W* +lyw + wO) _ m Para determinar a solucao z(t) que
estamos procurando, precisamos
] F, 0 determinar as constantes A e § em
Aeld =

2 _ 2 Iy funcao das caracteristicas fisicas do
m(wO @ l)/a)) sistema (F,, m, w, wg, ¥).
Aqui temos a igualdade de dois niimeros

complexos. Vamos igualar suas partes reais
e suas partes imaginarias.



Obtendo a solugao particular x{ Multiplicamos numerador
(solucao estacionaria) / e denominador pelo

complexo conjugado

Fo (w§ — w? — iyw)

Acosd +iAsend = :
m(w — w? + iyw) (wi — w? — iyw)

) FO (a)g —_ a)z —_ iya)) Aqui temos a,igualdade
Acosd +iAsend = > - — de dois ntimeros
Re Im m[(wo — W ) + ycw ] complexos. Vamos

igualar suas partes reais e

. suas partes imaginarias.
Igualando as partes reais:

Acosd = 1;'0 (w5 — @*) (Eq. 2) - Elevar ao quadrado e somar as Eq. 2 e 3:
m[(w§ — w?)? + y?2w?] .
Igualando as partes imaginarias: B T m?2 [(w? 2 — 02)? + 2w 2}4
—Foyw
Asens=——>—02 _____ (Eq3) ] | F2
m[(w§ — w?)? + y2w?] A2 = ——— 2 _ __
m [(wo_(l)) +]/ (1)]

(Eq. 4)



Obtendo a solugao particular x{
(solucao estacionaria)

Fy
A% = (Eq. 4)
mZ[(w(Z) — (1)2)2 + ]/2(1)2]

Dividindo a Eq. 3 pela Eq. 2, vem:

tand = - S5 = Vo E
(wg — CUZ) = — arctan W (Eq. 5)

Logo, a funcao abaixo é solucao da EDO nao homogénea (Eq. 1)

7 ( t) — Ae i(wt+6) onde A e § nao sao arbitrarios, e sim determinados
pelas caracteristicas fisicas do sistema (Eq. 4 € 5).

Vamos tomar a parte real de z(t) para obter a solucao particular da EDO nao homogénea:

Xy (t) = Re[z] = A cos(wt + 6)




Oscilador amortecido e forcado
Solucao geral

F(t)
m

.. : _r 2_K
X+ yx+ wix = ondey =, wy = -

Solucao geral da EDO nao-homogénea:

x(t) = xp(t) + xp ()

e &
5'\,30‘ &fae .
e > .
‘917('? Solucdo particular da EDO

Solucao da EDO homogénea
(oscilador amortecido):

nao-homogeénea:
xp(t) = Acos(wt + 6)

soe — _%t pt b -pt 2
» Supercritico (y > 2wg): Xp(t) = e 2" (aeP" + be™F") F¢

A% =
» _Y m2[(w§ — w?)? + y2w?]
«  Critico (¥ = 2w,): x,(t) = e~ 2" (a + bt) °
W
. _Y, = —arctan( 5 2)
 Subcritico (y < 2wy): x5,(t) = Ae” 2" cos(wyt + 6) wi — W
(as constantes a, b, 4, § sdo determinadas pelas condicGes iniciais) (as constantes 4, § sdo determinadas

por carateristicas fisicas do sistema)



Oscilacoes forcadas

Solucao transiente

Comportamento transiente +
(importante somente no

. : Solucao estacionaria
inicio do movimento)

d

Comportamento
¥ estacionario
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x,(t) = Acos(wt + §)

-2 O sistema oscila com a frequéncia
da forca externa (»), nao com a
frequéncia natural ().



Exemplo 1. Sistema subamortecido v = 0, 05wp. sem forca aplicada. Fp = 0. Mola com
E=1N/m. massa m = 250 ¢, implicando em wp = 2rad/s. Sendo o deslocamento inicial de

[ m e velocidade nula, as condigoes iniciais para a equacao (5) sao Aj=1m e v = 0.

Subcritico(A=1.v0=0,7=0.05m0. m0=2, m=0,F01m=0)

1 ! ] 1 1 1 !
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Morelhao, 2016



Exemplo 2. Mesmo sistema do exemplo 1, mas com forca F(t) = Fycos(Qt) onde €2
wo/10 ¢ Fy = 0,1 N. Para os valores dados, A(2) = 0,101 m e ©(Q) ~ 0, as condi¢des iniciais
sao Ay = Ap — A(Q) cos(®) = 0,899 m e v = vp + QA(Q) sin(P) ~ 0.

Forcado (A=1,v,=0,7=0050, w,=2, ©=0.2,F/m=04)
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Oscilacoes amortecidas e forcadas

Interpretando a solucio estacionaria:

. O sistema oscila com a frequéncia
Xp (t) — ACOS(wt + 6) > da forca externa (»), nao com a

frequéncia natural (®,).

, A amplitude do movimento estacionario
42 = Fy " varia com a frequéncia da forga externa ().

- m2[(wE — w?)? +y2w?]

+ A% (o)
A maxima amplitude A2
ocorre quando w = wy

Se o for muito diferente de o, 0
denominador sera grande, e a amplitude A2 4
do movimento sera pequena. 7

Se nao houver amortecimento (y = 0),
a amplitude do movimento diverge
quando w = w,.




Oscilacoes amortecidas e forcadas

Interpretando a solucio estacionaria:

. O sistema oscila com a frequéncia
Xp (t) — ACOS(wt + 6) > da forca externa (»), nao com a

frequéncia natural (®,).

40, Ha uma diferenca de fase entre o movimento
0 = —arctan| — 2 de oscilacao e a perturbacao da forca externa
w§ — W C p ¢ C .
A fase de uma oscilacio forcada esta sempre
- atrasada em relacao a fase da forca externa.
Quando w = wy, 6 - —3 (por isso o sinal negativo)
- v i i T
. , ) O
Se ® >> ®,, 0 denominador sera grande e O - \‘ ; '/ -
negativo, de modo que § — —. t | |
P()
Se o << m,, 0 denominador seré grande e B2 O S
positivo, de modo que § - 0. 2 o\
L S




Ressonancia




_ Acontece quando a frequéncia da forca H

A : externa () se aproxima da frequéncia
Ressonancia natural do sistema (a,)
- Frequéncia de ressonancia: valor caracteristico de o
(frequéncia da forca externa) para o qual a amplitude
da oscilacao forcada é maxima.

F? " Frequéncia de ressonancia:

AZ — o~
mz[(wg — ©2)2 + y2?2] W = 0.

Se ® 2 ®,, 0 denominador de A vai a zero se
nao houver amortecimento, de modo que

A - oo, Porém, na pratica sempre existe
algum amortecimento, de modo que a
amplitude sera grande mas finita.



Ressonancia

Exemplo: Ponte Tacoma (Washington, 1940)

https://www.youtube.com/watch?v=mfQk6ac4res



https://www.youtube.com/watch?v=mfQk6ac4res

Ressonancia: péndulos acoplados

- Péndulos idénticos acoplados: transferéncia de
energia por meio de oscilacoes (ressonancia)



http://eaulas.usp.br/portal/video.action?idItem=6524

———
Ressonancia

F, A meia altura da curva de
Quando w = wy: A2 —

A . 1
- ax = — ressonancia, A%(w) = 5A72nax

ocorre quando w = wq + g

Largura a meia altura:
Curva de ressonancia

Aw =y
A ()

A2 . E possivel escrever Aw em funcao
de parametros do movimento

amortecido subcritico:

A%m&x Aw = l T4 - tempo de
2 Ty decaimento
Aw 1 Q : fator de mérito
wo




Ressonancia

Q: fator de mérito

(Q>>1: amortecimento
subcritico fraco (y < wg)

Quando Q diminui, a
ressonancia se torna cada vez
menos acentuada, até
desaparecer completamente.




Exercicio 1

Um corpo de 2,0 kg oscila preso a uma mola que
uma constante de forca de 400 N/m. A constante
de amortecimento linear é b=2,0 kg/s. O sistema é
excitado por uma forca senoidal de valor maximo
igual a 10,0 N e frequéncia angular w, = 10 rad/s.

a) Determine a amplitude das oscilacoes,
considerando que o sistema esta operando em
regime estacionario

b) Se a frequéncia de excitacao varia, em que
frequéncia ocorrera ressonancia?

c) Qual é a amplitude de oscilacao na
ressonancia?

d) Qual ¢é alargura da curva de ressonancia Aw?



Exercicio 1

Um corpo de 2,0 kg oscila preso a uma mola que
uma constante de forca de 400 N/m. A constante
de amortecimento linear é b=2,0 kg/s. O sistema é
excitado por uma forca senoidal de valor maximo
igual a 10,0 N e frequéncia angular w, = 10 rad/s.

a) Determine a amplitude das oscilacoes,
considerando que o sistema esta operando em
regime estacionario 4.98cm

b) Se a frequéncia de excitacao varia, em que
frequéncia ocorrera ressonancia? 14,1 rad/s

c) Qual é a amplitude de oscilacao na
ressonancia? 35,4 cm

d) Qual ¢é alargura da curva de ressonancia Aw?
1,0 rad/s



Exercicio 2

Um bloco de 2,0 kg é preso a uma das extremidades de
uma mola com constante elastica de 350 N/m e forcado
a oscilar por uma forca F = 15 cos(w,t), dada em N, com
w, = 20 rad/s. A constante de amortecimento é b = 10
kg/s. Em t=0 o bloco esta em repouso com a mola
relaxada.
a) Determine o tipo de amortecimento a que o oscilador
esta submetido.

b) Determine o tempo de decaimento (7,;) do oscilador
amortecido

c) Determine a amplitude e a fase do movimento para
t> 10Td

d) Escreva a funcao horaria x(t), incluindo as
componentes transiente e estacionaria

e) Repita o calculo do item c¢) para w, = 13,2 rad/s




Exercicio 2

Um bloco de 2,0 kg é preso a uma das extremidades de
uma mola com constante elastica de 350 N/m e forcado
a oscilar por uma forca F = 15 cos(w,t), dada em N, com
w, = 20 rad/s. A constante de amortecimento é b = 10
kg/s. Em t=0 o bloco esta em repouso com a mola
relaxada.
a) Determine o tipo de amortecimento a que o oscilador
esta submetido. subcritico

b) Determine o tempo de decaimento (7,;) do oscilador
amortecido 0.2s

c) Determine a amnlitude e a fase do movimento para
t> 1OTd A=2,02cm ; &=-2,7rad

d) Escreva a funcdo horaria x(t), incluindo as
componentes transiente e estacionaria

e) Repita o calculo do item c¢) para w, = 13,2 rad/s

A=768cm ; ©O=-m/2rad



Balanco de energia




Balanco de energia

Como varia a energia mecanica em um oscilador
amortecido e forcado em regime estacionario?

Equacao de movimento:

mx + px + Kx = F(t)

mx + Kx = —px + F(t)

Energia mecanica:
Poténcia fornecida

m K la f t
_ .2 2 pela forca externa
E—?x +§x P(t) = xF(t)
/
dE m dE
Z/Xx+—/2xx—xmx+Kx — = xF(t) — px?
it 2 ( ) = O -p
/
A taxa de variacao da energia mecanica é Poténcia dissipada
resultado do balanco entre a poténcia da forca pela forca de atrito

externa e a poténcia dissipada pelo atrito.



Balanco de energia

dE_.( ¢ + Ko
dt—xmx X

Vamos substituir a solucao estacionaria na equacao acima:

x(t) = Acos(wt + 9§)
x(t) = —Aw sen(wt + §)
K

#(t) = —Aw? cos(wt + §) :y w§=— - K =mw

dE
i x[m(—w?x) + mwix] = m(w§ — w?)xx
dE
= m(w? — w§)wA? sen(wt + &) . cos(wt + &)
= %sen[Z(wt + 6]
dE. 1 )
— = —mA*w(w?* — w§) sen[2(wt + §)]



Balanco de energia

dE 1 N o |
_ 2 2 2 taxa de variagao da energia
dt 5 mA“w ((U o (1)0) Sen [2 (wt + 6)] mecanica varia senoidalmente

ao longo de cada ciclo.

Vamos tomar o valor médio de dE/dt ao longo de um ciclo

(de t=0 a t=T):
Valor médio de uma funcio:
_ 1 2 2y T ’
dE FsmA*w(w?* — w§) -1
= fsen[Z(a)t + 8)] dt f=ymq) T)ax
dt T a
0
Logo: \ O valor médio da funcéo
080: sen(260) em um periodo € zero.
dE 0 -
—_— = sen(2m) i
dt




Balanco de energia

dE Poténcia média
— =0 fornecida pela
dt forca externa Poténcia média
_ / dissipada pela
dE = — 7= — forca de atrito
—t—P(t)—px - | P(t) = px°

No regime estacionario, a forca externa
transfere energia a mesma taxa em que ela é
dissipada pela forca de atrito, em média.

2
Regime estacionario
4 11 ) A\
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2 _ A2,.2 2 cosX(wi) sen?(wr)
x° = Aw”sen“(wt +95) |, e

( ) )4 — X2 = Azwz senz(a)t + 5) | \
2 L T/2 T

P(t) ==my A?w No regime estacionario:
2 ‘\ o

m2 [(a)(z) — (1)2)2 + ysz]

A poténcia média da forca externa é
— maior quando o=, (ressonancia).
2m|(w (2) — w?)? + y?w?] Ou seja, a energia proporcionada
pela forca externa € transferida mais
rapidamente na ressonancia.
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