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Equações de Diferença - O básico

1 Noções básicas sobre Equações de diferença

Nestas notas o conjunto dos naturais representa-se N, admite-se que 0 ∈ N
e usa-se a notação N∗ .

= N \ {0}. Considera-se Rp munido da estrutura de
espaço euclideano induzida pelo produto interno usual, se x = (x1, . . . , xp) e

y = (y1, . . . , yp), então x · y
.
=

p∑
j=0

xjyj .

O conjunto das sequências de números reais (resp. complexos) será re-
presentado por S(R) (resp. S(C)).

É imediato verificar que, com as operações usuais de adição e de mul-
tiplicação de sequências por um escalar λ, S(R) (resp. S(C)) é um espaço
vetorial real (resp. complexo).

Definição 1. Seja m ∈ N∗ e considere A ⊂ Rm+1. Uma equação de diferen-
ças é uma equação funcional

f(k, uk, uk+1, . . . , uk+m) = 0, ∀k ∈ N, (1)

em que f : N×A −→ R.
Se esta equação pode pode ser escrita como

uk+m = g(k, uk, uk+1, . . . , uk+m−1), ∀k ∈ N, (2)

em que g : N×B −→ R, para um conjunto B ⊂ Rm, diz–se que esta equação
está na forma normal.

Exemplo 1 (k+1)u2k+1+uk+1uk−uk+1 = 0 é a equação de diferenças
definida por f(k, x, y)

.
= (k + 1)y2 + xy − x+ 1, ∀(k, x, y) ∈ ×R2.

Exemplo 2 A função f : R2 −→ R definida for f(x, y) .= x+y define
a equação de Fibonacci uk+2 = uk + uk+1.

Exemplo 3 Se p ∈ N∗ e sp(k)
.
=

k∑
t=0

tp, note que a sequência uk
.
= sp(k)

resolve a equação de diferenças

uk+1 = uk + (k + 1)p.
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Exemplo 4 Considere N > 0. Para obter aproximações de
√
N os

antigos babilônicos usavam o seguinte algoritmo:

(a) Começavam com a aproximação inicial x0
.
=
⌊
N
2

⌋
;

(b) Para k ∈ N, a partir da aproximação xk, consideravam uma
“nova aproximação"xk+1 igual à média aritmética entre xk e
N
xk
, ou seja, xk+1

.
=

xk+
N
xk

2 .

Isso corresponde a tomar a sequência (xk) que tem x0 =
⌊
N
2

⌋
e

resolve a equação de diferenças xk+1 = ϕ(xk), k ∈ N, dada por
ϕ(x)

.
= x2+N

2x , x > 0.

Veja que as equações de diferença dos exemplos 2, 3 e 4 estsão na forma
normal, o exemplo 1 apresenta uma equação de diferenças que não está nessa
forma.

2 Problema de Valor inicial

Uma equação de diferenças, mesmo se estiver na forma normal, não tem,
em geral, solução única, por exemplo na equação uk+1 = uk + 1, para todo
a ∈ R, a sequência ua = (uak) em que uak = k + a é solução.

Um modo usual de individualizar a solução de uma equação de diferenças
é estabelecer a priori os termos iniciais da sequência procurada, como foi
feito no exemplo (4), em que foi determinado que o primeiro elemento da
sequência procurada é igual a

⌊
N
2

⌋
.

Esse tipo de problema é chamado problema de valor inicial que, de modo
preciso, é o seguinte:

Problema de Valor inicial

O problema de, dados os números reais β0, β1, . . . , βm−1, determinar
uma sequência u ∈ S(R) que resolve a equação

f(k, uk, uk+1, . . . , uk+m) = 0, ∀k ∈ N,

e satisfaz uj = βj , para todo j ∈ {0, 1, . . . ,m−1}, chama-se problema
de valor inicial.
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O resultado a seguir, de demonstração trivial, é fundamental e ressalta a
importância das equações na forma normal.

Fato 1. Teorema de Existência e Unicidade
Sejam m ∈ N∗, (β0, β1, . . . , βm−1) ∈ Rm e g : N× Rm −→ R.
Então o problema de valor inicial{

uk+m = g(k, uk, uk+1, . . . , uk+m−1), ∀k ∈ N,
uj = βj , ∀j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}. (3)

tem uma, e apenas uma solução.

Demonstração. Considere a seguinte sequência v = (vk) ∈ S(R), que será
construída por indução matemática.

(i) Se 0 ≤ k ≤ m− 1 então vk
.
= βk.

(ii) Se, para algum k ∈ N, conhecem-se vk, vk+1, . . . , vk+m−1 (note que para
k = 0 isso é conhecido, por (i)) então

vk+m
.
= g(k, vk, vk+1, . . . , vk+m−1).

Claro que a sequência v assim definida resolve (3).
A unicidade é feita, também de modo imediato, por indução. Os detalhes

dessa parte da prova são deixados a cargo do leitor.

Note que para equações de diferenças que não estejam na forma normal
um resultado como este não vale.

Por exemplo, considere a equação u2k+1 − 2u2k + 1 = 0 que não está na
forma normal.

Com a condição inicial u0 = 0, o problema de valor inicial resultante não
tem solução em S(R), pois u1 deveria satisfazer u21 + 1 = 0

Já com a condição inicial u0 = 1 há infinitas soluções, de fato, qualquer
sequência u = (uk) tal que u0 = 1 e |uk| = 1 para todo kzinN, resolve esse
problema de valor inicial.

Para o problema de valor inicial apresentado no exemplo ((4)) não é
possível aplicar de modo direto o Teorema de Existência e Unicidade pois a
função ϕ que define a equação de diferenças envolvida está definida apenas
para x > 0. O exercício a seguir cuida desse assunto.
Questão 1 Suponha que B ⊂ R e que g : N × B −→ B. Demonstre que
então, se β0 ∈ B o problema de valor inicial uk+1 = g(k, uk), u0 = β0, tem
uma, e uma única, solução em S(R).

Como para a supracitada função do exemplo ((4)), ϕ(x) > 0, para todo
x > 0, o resultado do exercício anterior pode ser usado nesse exemplo.
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3 Equações Lineares

Se m ∈ N∗ a eqiação

uk+m = a0(k)uk + a1(k)uk+1 + · · ·+ am−1(k)uk+m−1 + b(k) (4)

em que aj , 0 ≤ j ≤ m − 1 e b são funções de N em R, com a0(k) 6≡ 0,
chama-se equação linear de ordem m.

Se b ≡ 0 a equação é dita homogênea.
Dada uma equação (4) a equação

uk+m = a0(k)uk + a1(k)uk+1 + · · ·+ am−1(k)uk+m−1 (5)

chama-se equação homogênea associada a (4).

Fato 2. Com as notações anteriores tem-se que:

(i) Se as sequências u e v são soluções de (5) e λ ∈ R então u + v e λv
também são soluções de (5).

(ii) Se as sequências u e v são soluções de (4) então u−v é solução de (5).

Questão 2 Demonstre o fato 2.

Sejam W e W0 os subconjuntos de S(R) formados respectivamente pelas
soluções de (4) e da equação homogênea associada a ela.

Fato 3. (i) W0 é um subespaço vetorial de S(R) de dimensão m.

(ii) Se w ∈ W então W = w +W0
.
= {v = w + u : w ∈ W0}.

Demonstração. (i) Que W0 é um subespaço vetorial de S(R) decorre de
pronto da parte (i) do fato 2.

Para ver que a dimensão de W0 é m note que, se 0 ≤ j ≤ m − 1 o
problema de valor inicial{

uk+m = a0(k)uk + a1(k)uk+1 + · · ·+ am−1(k)uk+m−1, ∀k
uk = δkj , ∀k ∈ {0, 1 . . . ,m− 1},

tem, pelo Teorema de Existência e Unicidade, solução única, seja uj = (ujk)
essa solução.

Claro que, pelo item (i) do fato 2, se (β0, . . . , βm−1) ∈ Rm então a sequên-

cia u =
m−1∑
j=0

βju
j resolve o problema de valor inicial

{
uk+m = a0(k)uk + a1(k)uk+1 + · · ·+ am−1(k)uk+m−1, ∀k
uk = βk, ∀k ∈ {0, 1 . . . ,m− 1},
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que tem uma única solução (cortesia, mais uma vez, do Teorema de Existên-
cia e Unicidade).

Portanto, {u0, . . . , um−1} geram o subsepaço W0.
Para ver que dimW0 basta observar que, se t0, t1, . . . , tm−1 são reais

tais que w =
m−1∑
j=0

tju
j é a sequência nula, então se 0 ≤ k ≤ m − 1 tem-se

0 =
m−1∑
j=0

tju
j
k =

m−1∑
j=0

tjδjk = tk. Isso mostra que {u0, . . . , um−1}, além de

gerarW0, é um subconjunto linearmente independente, portanto é uma base
desse subsepaço e isto encerra a prova da primeira afirmação.

(ii) Para ver que W ⊂ w +W0 basta tomar v ∈ W e ver que, como
w ∈ W, pelo item (ii) do fato 2 u = v − w ∈ W0.

Portanto v = w + u e tem-se W ⊂ w +W0.
A prova da inclusão w+W0 ⊂ W é simples e é deixada como exercício.

Questão 3 Complete a demonstração do resultado anterior. Mostre que, se
w ∈ W, então w +W0 ⊂ W.

3.1 Equações lineares com coeficientes constantes

Aqui vai-se considerar a equação de diferenças linear em que as funções aj
são constantes, os seja

uk+m = a0uk + a1uk+1 + · · ·+ am−1uk+m−1 + b(k), ∀k ∈ N, (6)

com aj ∈ R, a0 6= 0 e b : N −→ R.
Começa-se por estudar a equação homogênea associada a (6) que é

uk+m = a0uk + a1uk+1 + · · ·+ am−1uk+m−1 ∀k ∈ N. (7)

As soluções u = (uk) de (7) com uk = qk, para todo k ∈ N (i.e. u é
uma proogressão geométrica de primeiro termo 1 e razão q), são de grande
importância pois a paritr delas é possível construir uma base de W0.

Neste ponto, apesar de todos os aj serem reais, é útil considerar a situação
de q ser um número complexo.
Questão 4 Seja q ∈ C. Prove que a progressão geométrica uk = qk, k ∈ N,
é solução da equação (7) se, e só se, q é raiz do polinômio de coeficientes reais

p(λ) = λm −
m−1∑
j=0

ajλ
j .
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O polinômio que aparece nessa questão, p(λ) = λm −
m−1∑
j=0

ajλ
j , é um po-

linômio mônico de grau m, e é chamado polinômio característico de (7).
As raízes de p(λ) (reais ou não) são chamadas raízes caracteríticas de (7).
Note que p(0) = a0 6= 0.
Agora vai-se ver como usar as raízes características para determinar a

solução geral de (7).
Primeiro analisa-se o caso em que todas as raízes de p(λ) são simples,

ou seja, as raízes do polinômio característico são z1, . . . , zm, com zj 6= z`, se
j 6= `.

Fato 4. Suponha que o polinômio característico de (7) tem m raízes distintas
z1, . . . , zm.

Nessas condições, se β0, β1, . . . , βm−1 são números reais dados, então
existe um, e só um, (λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Cm tal que a sequência u = (uk) dada
por

uk
.
= λ1z

k
1 + λ2z

k
2 + · · ·+ λmz

k
m, k ∈ N,

resolve (7) e satisfaz as condições iniciais uk = βk, se k ∈ {0, 1, . . .m− 1}.

Demonstração. Como, se 1 ≤ j ≤ m, a progressão geométrica (zkj ), k ∈ N,
resolve (7), claro que u é solução de (7), para todo (λ1, λ2, . . . , λm) ∈ Cm.

Portanto, devido ao Teorema de Existência e Unicidade, para provar o
resultado enunciado, basta mostrar que existe um único (λ1, λ2, . . . , λm) ∈
Cm tal que uk = βk, para todo k ∈ {0, 1, . . .m− 1}.

Pela definição de uk, deve-se demonstrar que o sistema linear

λ1z
k
1 + λ2z

k
2 + · · ·+ λmz

k
m = βk, 0 ≤ k ≤ m− 1,

tem uma única solução.
Um calculo imediato mostra que a matriz desse sistema é a matriz de

Vandermonde 
1 1 · · · 1
z1 z2 · · · zm
z21 z22 · · · z2m
...

...
. . .

...
zm−1
1 zm−1

2 · · · zm−1
m

 ,
cujo determinante é D =

∏
1≤k<j≤m

(zj − zk).

Como as raízes do polinôomio característico são distintas, tem-se D 6= 0
e o resultado fica provado.
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