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Equacgoes de Diferenga - O basico

1 Nocoes basicas sobre Equagoes de diferenca

Nestas notas o conjunto dos naturais representa-se N, admite-se que 0 € N
e usa-se a notacado N* = N\ {0}. Considera-se R? munido da estrutura de
espaco euclideano induzida pelo produto interno usual, se x = (z1,...,xp) e

P
y=(y1,...,yp), entdo x -y = Zoxjyj.
j=

O conjunto das sequéncias de nimeros reais (resp. complexos) seré re-
presentado por S(R) (resp. S(C)).

E imediato verificar que, com as operaces usuais de adicdo e de mul-
tiplicagdo de sequéncias por um escalar A\, S(R) (resp. S(C)) é um espago
vetorial real (resp. complexo).

Definicdo 1. Seja m € N* e considere A C R™T!. Uma equacdo de diferen-
¢as ¢ uma equacdo funcional

f(k;7ukauk+1>"'7uk+m) =0, Vk €N, (1)

em que f:Nx A — R.
Se esta equacdo pode pode ser escrita como

Uk+m :g(kauk,uk+la"'auk+m—l)a vk GN, (2)

em que g : Nx B — R, para um conjunto B C R™, diz—se que esta equagao
estd na forma normal.

Exemplo 1 (k+1)uj ,+ugq1ur—up+1 = 0 E A EQUAGAO DE DIFERENGAS
DEFINIDA POR f(k,z,y) = (k+ 1)y?> + oy —z + 1, V(k,z,y) € xR

Exemplo 2 A FUNGAO f : R? — R DEFINIDA FOR f(x,y) = x+y DEFINE
A EQUAGAO DE FIBONACCI ugyo = ug + Ugy1-

k
Exemplo 3 SE p € N* E 5,(k) = ) t”, NOTE QUE A SEQUENCIA uy, = s,(k)
=0

RESOLVE A EQUAQAO DE DIFERENCAS

up+1 = ug + (k+ 1)P.



Exemplo 4 CONSIDERE N > 0. PARA OBTER APROXIMAGOES DE v N OS
ANTIGOS BABILONICOS USAVAM O SEGUINTE ALGORITMO:

(A) COMEGAVAM COM A APROXIMAGAO INICIAL zg = | & [;

(B) PARA k € N, A PARTIR DA APROXIMAGAO I}, CONSIDERAVAM UMA

“NOVA APROXIMAGAO"Zfy1 IGUAL A MEDIA ARITMETICA ENTRE zj E

-

N . B
200 OU SEJA, T = —5 k|

[SSO CORRESPONDE A TOMAR A SEQUENCIA (z3) QUE TEM z9 = |§| B

RESOLVE A EQUAGAO DE DIFERENGAS xpi11 = ¢(x), k € N, DADA POR

o(r) = ’322;]\7, z > 0.

Veja que as equacgoes de diferenca dos exemplos 2, 3 e 4 estsao na forma
normal, o exemplo 1 apresenta uma equacao de diferencas que nao esté nessa
forma.

2 Problema de Valor inicial

Uma equacao de diferencas, mesmo se estiver na forma normal, nao tem,
em geral, solu¢ao tinica, por exemplo na equagao ugy1 = ux + 1, para todo
a € R, a sequéncia u® = (uf) em que uf = k + a & solucao.

Um modo usual de individualizar a solugao de uma equagao de diferencas
é estabelecer a priori os termos iniciais da sequéncia procurada, como foi
feito no exemplo (4), em que foi determinado que o primeiro elemento da
sequéncia procurada é igual a L%J

Esse tipo de problema é chamado problema de valor inicial que, de modo

preciso, é o seguinte:

Problema de Valor inicial

O problema de, dados os nimeros reais 8y, (1, ..., Bm_1, determinar
uma sequéncia u € S(R) que resolve a equagao

f(kauk)uk—i—la oo auk—l-m) =0, Vk €N,

e satisfaz u; = f3;, para todo j € {0,1,...,m —1}, chama-se problema
de wvalor inicial.




O resultado a seguir, de demonstragao trivial, é fundamental e ressalta a
importéncia das equagoes na forma normal.

Fato 1. Teorema de FExisténcia e Unicidade
Sejam m € N*, (8o, b1y, Bm—-1) ER™ e g: Nx R™ — R.
Entao o problema de valor inicial

Ukm = (K, Up, Ugs1, -+ Upym—1), VEEN, 3)
Uj :ﬁj, Vi 6{0,1,...,m—1}.

tem uma, e apenas uma solucao.

Demonstragao. Considere a seguinte sequéncia v = (v;) € S(R), que sera
construida por inducao matematica.

(i) Se 0 <k <m — 1 entdo vy = fy.

(ii) Se, para algum k € N, conhecem-se v, Vg41, - .., Ug+m—1 (nOte que para
k = 0 isso é conhecido, por (i)) entdo

Vk4+m = g(kavk7vk+1a cee 7vk+m—1)-

Claro que a sequéncia v assim definida resolve (3).
A unicidade é feita, também de modo imediato, por indugéo. Os detalhes
dessa parte da prova sao deixados a cargo do leitor. ]

Note que para equagoes de diferencas que nao estejam na forma normal
um resultado como este nao vale.

Por exemplo, considere a equacao ui 11— 2uz + 1 = 0 que nao esta na
forma normal.

Com a condicao inicial ug = 0, o problema de valor inicial resultante nao
tem solugao em S(R), pois u; deveria satisfazer u? + 1 = 0

Ja com a condigao inicial ug = 1 ha infinitas solugoes, de fato, qualquer
sequéncia u = (ug) tal que ug = 1 e |ug| = 1 para todo kzinN, resolve esse
problema de valor inicial.

Para o problema de valor inicial apresentado no exemplo ((4)) nao é
possivel aplicar de modo direto o Teorema de Existéncia e Unicidade pois a
funcdo ¢ que define a equagéao de diferencas envolvida esta definida apenas
para x > 0. O exercicio a seguir cuida desse assunto.

Questao 1 Suponha que B C R e que g : N x B — B. Demonstre que
entdo, se By € B o problema de valor inicial ug11 = g(k,ug), up = Po, tem
uma, e uma dnica, solugdo em S(R).

Como para a supracitada fungao do exemplo ((4)), ¢(x) > 0, para todo
x > 0, o resultado do exercicio anterior pode ser usado nesse exemplo.



3 Equacoes Lineares

Se m € N* a eqiagao
Ukt = ao(k)uk + al(k)ukﬂ + -+ am_l(k)uk+m_1 + b(k‘) (4)
em que aj, 0 < j < m—1e b sao fungées de N em R, com ag(k) # 0,
chama-se equacao linear de ordem m.
Se b =0 a equacgao é dita homogénea.
Dada uma equagao (4) a equagao
Ukm = ao(k)ug + a1 (k)upsr + -+ + Gm—1(K)Uk4m—1 (5)
chama-se equa¢ao homogénea associada a (4).

Fato 2. Com as motacgdes anteriores tem-se que:

(i) Se as sequéncias u e v sao solugoes de (5) e A € R entao u+ v e v
também sao solugoes de (5).

(ii) Se as sequéncias u e v sao solugdes de (4) entao u—v € solugao de (5).
Questao 2 Demonstre o fato 2.

Sejam W e Wy os subconjuntos de S(R) formados respectivamente pelas
solugoes de (4) e da equagdo homogénea associada a ela.
Fato 3. (i) Wy € um subespago vetorial de S(R) de dimensao m.

(it) Sew e W entdio W=w+Wy={v=w+u:we Wy}

Demonstragao. (i) Que Wy é um subespago vetorial de S(R) decorre de
pronto da parte (i) do fato 2.

Para ver que a dimensao de Wy é m note que, se 0 < 75 < m—1o0
problema de valor inicial

Ukt = ao(k)ug + a1 (k)uks1 + - + a1 (k) Upsm—1, Vk
ukzékj, Vk € {O,l...,m—l},

tem, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, solugao tnica, seja u? = (u},)
essa solucao.

Claro que, pelo item (i) do fato 2, se (B, . - ., Bm—1) € R™ entdo a sequén-
m—1 .
ciauw = ) Bju’ resolve o problema de valor inicial
j=0

Ufpprn, = ao(k)uk + al(kz)ukH + -+ am_l(k)uk+m_1, vk
ug = B, Vk € {0,1...,m — 1},

4



que tem uma tnica solugao (cortesia, mais uma vez, do Teorema de Existén-
cia e Unicidade).

Portanto, {u?, ..., u™ 1} geram o subsepago Wj.
Para ver que dim W, basta observar que, se tg,t1,...,tn—1 SA0 reais
m—1 )
tais que w = ) t;u/ é a sequéncia nula, entdao se 0 < k < m — 1 tem-se
Jj=0
m—1 . m—1
0= 2) tiug, = ‘Zo tj0jx = ty. Isso mostra que {u®,...,u™ 1}, além de
j= j=

gerar Wy, é um subconjunto linearmente independente, portanto é uma base
desse subsepaco e isto encerra a prova da primeira afirmagao.

(ii) Para ver que W C w + W)y basta tomar v € W e ver que, como
w € W, pelo item (ii) do fato 2 u = v —w € Wj.

Portanto v = w + u e tem-se W C w + W.

A prova da inclusao w+Wy C W é simples e é deixada como exercicio. [

Questao 3 Complete a demonstracdo do resultado anterior. Mostre que, se
w € W, entdo w + Wy C W.

3.1 Equagoes lineares com coeficientes constantes

Aqui vai-se considerar a equagao de diferencas linear em que as funcoes a;
sao constantes, os seja

Ukpm = AOUE + A1UL41 + - - + Q1 Ukpm—1 + b(K), VE €N, (6)

comaj €R, ap#0eb:N—R.
Comega-se por estudar a equacao homogénea associada a (6) que é

Uptm = AQUL + A UE+1 + *** + Qm—1Ugrm—1 Vk € N. (7)

As solugdes u = (uy) de (7) com up = ¢F, para todo k € N (ie. u é
uma proogressao geométrica de primeiro termo 1 e razao ¢), sao de grande
importéncia pois a paritr delas é possivel construir uma base de W.

Neste ponto, apesar de todos os a; serem reais, € 1til considerar a situacao
de ¢ ser um nimero complexo.

Questao 4 Seja ¢ € C. Prove que a progressio geométrica u, = ¢*, k € N,

é solugdo da equagdo (7) se, e s6 se, ¢ é raiz do polindmio de coeficientes reais
m—1 )

pA) = A" = > ajN.
§=0



m—1

O polinémio que aparece nessa questdo, p(A) = A™ — >~ a;M, é um po-
j=0

linbmio ménico de grau m, e é chamado polindmio camcgfem’stz'co de (7).

As raizes de p(\) (reais ou nao) sao chamadas raizes caracteriticas de (7).

Note que p(0) = ag # 0.

Agora vai-se ver como usar as raizes caracteristicas para determinar a
solugao geral de (7).

Primeiro analisa-se o caso em que todas as raizes de p(\) sao simples,
ou seja, as raizes do polindmio caracteristico sao z1, ..., 2y, com z; # z, se
Jj#L
Fato 4. Suponha que o polinémio caracteristico de (7) tem m raizes distintas
ZlyeeeyZm-

Nessas condigoes, se By, Bi,.-.,Bm—1 $Go nimeros reais dados, entdo
existe um, e s6 um, (A1, A2, ..., Am) € C™ tal que a sequéncia u = (uy) dada
por

up = M2F 4+ Xo2b + -+ N2k, EeEN,
resolve (7) e satisfaz as condigoes iniciais uy = B, se k € {0,1,...m — 1}.

Demonstracdo. Como, se 1 < j < m, a progressao geométrica (z;?), keN,
resolve (7), claro que u é solugao de (7), para todo (A1, Aa, ..., Ap) € C™.
Portanto, devido ao Teorema de Existéncia e Unicidade, para provar o
resultado enunciado, basta mostrar que existe um anico (A1, A, ..., A\p) €
C™ tal que uy, = B, para todo k € {0,1,...m — 1}.
Pela definicao de uy, deve-se demonstrar que o sistema linear

tem uma tnica solugao.
Um calculo imediato mostra que a matriz desse sistema é a matriz de
Vandermonde

1 1 . 1
<1 <2 Zm
2 2 2
<1 22 Zm ,
-1 -1 m—1
L 1 2 Zm
cujo determinante ¢ D = [[  (2zj — zp).
1<k<j<m
Como as raizes do polinbomio caracteristico sdo distintas, tem-se D # 0
e o resultado fica provado. ]



