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Regressão Linear com
Múltiplos Regressores

Capítulo 4 terminou com uma observação preocupante. Embora diretorias regionais de ensino comi
razões aluno professor menores tendam a ter pontuações nos exames maiores na base de dados da Ca-
liÉórnia, talvez os alunos de diretorias com turinas menores tenham outras vantagens que os ajudem a

obter um boml desempenho em exames padronizados. Será que isso pode ter gerado resultados enganosos e, se
6or esse o caso,. o que pode ser deito?

Favores omitidos, como características dos alunos, podem na verdade tornar enganador ou, mais precisa-
mente, viesado o esticador de mínimos quadrados ordinários (MQO) do efeito do tamanho das turmas sobre a

pontuação nos exames. Neste capítulo, explicamos o "viês de omissão de variáveis'' e apresentamos a regressão
múltipla, um método que pode eliminar esse viés. A ideia principal da regressão múltipla é que, se tivermos dados
sobre essas variáveis omitidos, poderemos incluí-las como regressores adicionais e, dessa forma, estimar o efeito
de um regressor (a razão aluno-professor), mantendo constantes as outras variáveis (como as características dos

Neste capítulo, explicamos como estimar os coeficientes do modelo de regressão linear múltipla. Mostramos
como realizar ingerência estatística, isto é, como testar hipóteses sobre os coeficientes da regressão múltipla e cons-
truir intervalos de confiança para esses coeficientes. Muitos aspectos da regressão múltipla são semelhantes aos da
regressão com um único regressor, estudada no Capítulo 4. Os coeficientes do modelo de regressão múltipla
podem ser estimados a partir dos dados pelo uso de MQO; os estimadores de MQO na regressão múltipla são
variáveis aleatórias porque dependem de dados de uma amostra aleatória; para amostras grandes, as distribuições
amostrais dos estimadores de MQO são aproximadamente normais, e esses estimadores podem ser utilizados para
testar hipóteses e construir intervalos de confiança para os coeficientes de regressão da população. Uma hipótese
que pode ser testada é de que a redução da razão aluno professor não possui nenhum efeito sobre a pontuação
nos exames, mantendo constantes as características mensuráveis dos alunos da diretoria.
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5.1 Viés de Omissão de Variáveis

Ao se concentrar apenas na razão aluno-professor, a análise empírica do Capítulo 4 ignorou alguns deter-
minantes potencialmente importantes da pontuação nos exames ao agrupar suas influências no termo de erro da

regressão. Esses Calores omitidos incluem características da escola, como a qualificação dos professores e a uti
lização de computadores, e características do aluno, como a situação económica da família. Começamos pela
consideração de uma característica omitida do aluno que é particularmente relevante na Caliâórnia em virtude
da grande população de imigrantes: a prevalência na diretoria regional de ensino de alunos que ainda estão apren-
dendo inglês.

Ao ignorar a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês na diretoria, o estimador de MQO da
declividade na regressão da pontuação nos exames sobre a razão aluno-professor pode estar viesado; isto é, a média

da distribuição amostral do estimador de MQO pode não ser igual ao efeito verdadeiro de uma variação unitária
na razão aluno-professor sobre a pontuação nos exames. O raciocínio é o seguinte: os alunos que ainda estão
aprendendo inglês podem ter um desempenho inferior nos exames padronizados em relação àqueles cujo inglês
ê o idioma nativo. Se as diretorias com turmas grandes também tivessem muitos alunos aprendendo inglês, a
regressão de MQO da pontuação nos exames sobre a razão aluno-professor poderia encontrar erroneainente unia
correlação e produzir um coeficiente estilllado grande, quando na realidade o verdadeiro efeito causal da redução
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Viés de Omissão de Variáveis em uma
Regressão com um União Regressar

O viés de omissão de variáveis é um viés do estimador de MQO que surge quando o
regressor, X, está correlacionado com uma variável omitida. Duas condições devem ser ver-
dadeiras para que ocorra um viés de omissão de variáveis: Conceito-
1. X deve estar correlacionado com a variável omitida; e

2. a variável omitida deve ser um determinante da variável dependente, Y.
Chave

5.1

Viés de omissão de variáveis e a primeira hipótese dos mínimos quadrados. O v\ês de onissãa
de variáveis indica que a primeira hipótese dos mínimos quadrados de que E(H. l X.) - 0, conforme rela-
cionado no Conceito-Chave 4.3 -- está incorreta. Para ver o porquê, lembre-se de que o termo de erro u.. no
modelo de regressão linear com um único regressor representa todos os favores -- exceto Xí que são deter-
minantes de Y.. Se um desses outros favores está correlacionado com Xí, isso significa que o termo de erro (que

contém esse eator) está correlacionado com X.. Em outras palavras, se uma variável omitida é um determinante
de Y, ela está no termo de erro e, se está correlacionada com X.., o termo de erro está correlacionado com Xí.
Como u; e X.. estão correlacionados, a média condicional de u.. dado X. é diferente de zero. Essa correlação, por

tanto, viola a primeira hipótese dos mínin-tos quadrados e a conseqüência é séria: o estimador de MQO é viesado.
Esse viés não desaparece mesmo em amostras muito grandes, e o estimador de M(.20 é inconsistente

Definição do Viés de Omissão de Variáveis

Se o regressar (a razão aluno-professor) estiver correlacionado com uma variável que 6oi omitida da análise
(a porcentagem de alunos aprendendo inglês), mas.que determina, em parte a variável dependente (pontuação

:ll=ii::ii: l :il B 4 n:='==
exemplos de variáveis omitidos da regressão da pontuação nos exames sobre a razão aluno-professor.

introduzir um viés de omissão de variáveis.

Uma Fórmula para o Viés de Omissão de Variáveis

A discussão da seção anterior pode ser resumida matematicamente por uma fórmula para esse viés. Seja a
correlação entre Xí e t{.. dada por corr(X.., u.) - px.. Suponha que a segunda e a terceira hipóteses de mínimos
quadrados sejam válidas, mas que a primeira não sqa válida, uma vez que px. é diferente de zero. Então, o esti-
inador de MQO tem o limite (derivado no Apêndice 5.1),

Õ: -'L ,: ''' px«&'
(5.1)

do horário do exame não resulta em um viés de omissão de variáveis

Isto é, à medida que o tamanho da amostra aumenta, Ói âca próximo de /3i + px.(q,/ax) com uma proba
bilidade cada vez maior.

A fórmula da Equação (5.1) resume várias idéias discutidas anteriormente sobre o viés de omissão de va
níveis :

l O viés de omissão de variáveis é um problema, sqa para amostras grandes ou pequenas. Como /3t não
converge em probabilidade para o valor verdadeiro de /31 , /it é inconsistente; isto é, /il não é un] estimador
consistente de /3] quando existe um viés de omissão de variáveis. O termo px.(q./OR) na Equação (5.1)
é o viés em /3t que persiste mesmo em amostras grandes.

pontuação nos exames, exclui-la da análise não leva a um viés de omissão de variáveis.
O viés de omissão de variáveis está resumido no Conceito-Chave 5.1.
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Na prática, o Caco de o viés ser grande ou pequeno depende da correlação px. entre o regressor e o termo
de erro. Quanto maior eor l px.l , maior'será o viés.

A direção do viés em /3t depende da existência de correlação positiva ou negativa entre X e u. Por exem-
plo, suponha que a percentagem de alunos que está aprendendo inglês tenha uítt efeito negafípo sobre a
pontuação nos exames da diretoria (alunos que ainda estão aprendendo inglês têm notas menores), de
modo que a porcentagem de alunos aprendendo inglês entra no termo de erro com um sinal negativo.
Em nossos dados, a cação de alunos que está aprendendo inglês está posa íPamefzfe correlacionada com a

razão aluno professor (diretorias com mais alunos aprendendo inglês possuem turmas maiores). Assim,

a razão aluno professor (X) estaria negafíPamenfe correlacionada com o termo de erro (u), de naodo que
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Tratando do Viés de Omissão de Variáveis pela
Divisão dos Dados em Grupos
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distribuição da percentagem de alunos aprendendo inglês entre as diretorias. Em segundo lugar, dentro dessas

quatro categorias, as diretorias âorain subdivididas em dois grupos, dependendo de a razão aluno-professor ser
pequena (R.4P< 20) ou grande (R.4P à 20)

A primeira linha da Tabela 5.1 apresenta a diferença total entre a pontuação média dos exames de diretorias

com razões aluno-professor altas e baixas, isto é, a diferença entre a pontuação nos exames desses dois grupos
sem dividi-los adicionalmente em quartis de alunos que estão aprendendo inglês. (Lembre-se de que essa dife-
rença 6oi apresentada anteriormente na forma de regressão na Equação (4.33) como o estimados de MQO do
coeficiente de D.. na regressa(2 de Po/zfExame sobre D., em que D.. é un] regressor binário igual a um se R 4P.
< 20 e igual a zero nos demais casos.) Na amostra completa das 420 diretorias, a pontuação média nos exames é
7,4 pontos maior naquelas com razão aluno-professor baixa do que naquelas em que a razão é alta; a estatística

f é 4,04, de modo que a hipótese nula de que a pontuação média nos exames é a mesma nos dois grupos é rejeitada
ao nível de signiâcância de l por cento.

As últimas quatro linhas da Tabela 5.1 apresentam a diferença entre a pontuação nos exames de diretorias
com razões aluno-professor altas e baixas subdivididas nos quartis de percentagem de alunos aprendendo inglês.
Essa evidência empírica mostra um quadro diferente. Das diretorias com o menor número de alunos aprendendo
inglês (< 2,2 por cento), a pontuação média nos exames para as 78 diretorias com razões aluno-professor baixas
é 664,1, e a média para as 27 com razões aluno-professor altas é 665,4. Portanto, para as diretonas com um
numero menor de alunos aprendendo inglês, a pontuação nos exames 6oi em média 1,3 ponto niafs baíxcz nas
diretorias com razões aluno -professor menoresl No segundo quartil, diretorias com razões aluno-professor baixas

apresentaram pontuação nos exames em média 4,3 pontos mais alta do que aquelas com razões aluno-professor
elevadas; essa diferença Êoi de 4,9 pontos para o terceiro quarti] e de apenas 1,9 ponto para o quarti] de direto-

rlas com a maioria dos alunos aprendendo inglês2.Uma vez mantida constante a porcentagem de alunos que está
ap.rendendo inglês, a diferença de desempenho entre as diretorias com razões aluno-professor altas e baixas talvez
sqa a metade (ou menos) da estimativa total de 7,4 pontos.

A princípio esse resultado pode parecer um mistério. Como o efeito total da pontuação nos exames pode
ser o dobro do efeito da pontuação nos exames dentro de qualquer quartil? A resposta é a seguinte: as diretorias
em que a maioria dos alunos está aprendendo inglês tendem a ter faf7fo razões aluno-professor mais elevadas g {znfo
pontuações menores nos exanaes. A diferença na pontuação média nos exames entre as diretorias situadas no
quartel mais baixo e no mais alto da porcentagem de alunos aprendendo inglês é grande, de aproximadamente
ou pontos. As diretorias com poucos alunos aprendendo inglês tendem a ter razões aluno-professor menores: 74

T Tm estudo publicado na revista Nafure em 1993

\...,J (Rauscher, Show e Ky, 1993) sugeriu que ouvir

Mozart por 10 a 15 minutos poderia elevar tempera'
riamente seu QI em 8 ou 9 pontos. Esse estudo provo'

cou um grande impacto políticos e pais vis-
lumbraram uma maneira fácil de tornar as crianças ma:s

inteligentes. Durante algum tempo, o Estado da Geór-

gia distribuiu CDs de música clássica para todas as
crianças do Estado.

Qual é a evidência do "efeito Mozart"? Uma resenha

de um grande número de estudos constatou que alunos
' zonais de música ou artes

que freqüentam cursos OPC .
durante o ensino médio apresentam pontuações maiores

nos exames de inglês e matemática do que aqueles que nao

os Êeqüentam.t Um exame mais detalhado desses estudos,

contudo, sugere que o verdadeiro motivo para o melhor

desempenho nos exames tem pouco a ver com esses cur'
sos Os autores desse ensaio sugeriram que a correlação
entre o bom desempenho nos exames e as aulas de artes

ou música poderia ser o resultado de vários fatores. Por

exemplo, alunos com melhor desempenho acadêmlco tem

mais tempo para Êeqüentar cursos opcionais de música,
ou mais interesse em fazê-lo, ou ainda as escolas com um
currículo de música mais extenso podem sjlnplesmente ser

melhores em comparação com as demais,

Na terminologia da regressão, a relação estimada

entre pontuações nos exames e 6reqüência nos cursos de
música parece ter um viés de variável omitida. Ao omitir
fatores tais como a habilidade inata do estudante ou a qua-

lidade da escola como um todo, o estudo de música parece
exercer um efeito sobre as pontuações nos exames

quando na verdade isso não ocorre.
Então existe um efeito Mozart? Uma maneira de

descobrir isso é conduzir um experimento controlado
aleatório (Conforme a discussão adicional do Capítulo l l,

experimentou controlados aleatórios eliminam o viés de
omissão de variáveis ao atribuir aleatoriamente partici-

pantes a grupos de "tratamento" e de "controle".) Os
vários experimentos controlados sobre o efeito Mozart

não conseguiram tnostrar que ouvir Mozart eleva o QI ou

o desempenho geral nos exames. Por motivos ainda não
totalmente esclarecidos, contudo, parece que ouvir mtlsica

clássica dejnfo favorece temporariamente uma área restrita:

a relacionada a dobradura de papel e visualização de for-
mas. Portanto, da próxima vez que você tiver de estudar

muito para um exame de origami, aproveite para ouvir um

pouco de Mozart também.

f

l Veja o./otmzal (!f.4es!/feri(. Eduafíon, v. 34, n. 3-4(Outono/Inverno
2000) em especial o artigo por Ellen Winner e Monica
Cooper (p. 11-76) e o de Leis Hedand (p. 105-148)

lIABEIA 5. 1 Diferenças entre as Pontuações nos Exames das Direlorías Regionais de Ensino da
Califórnia com Razões Aluno-Professor Baixas e Alias, por Percentagem de Alunas que
Está Aprendendo Inglês na Diretoria

Aluno-professor Aluno-professor Diferença entre a pontuação,
Razão<20 Razãoz20 nosexames,RAPbaixa versusalta

Pontuação Pontuação

média n média n Diferença Estatísticas

Todasasdiretorias 657,4 238 650,0 182 7,4 4,04

Porcentagem aprendendo inglês

<2,2% . 664,'1 78 665,4 27 1,3 0,44

2,2-8,8% 666,1 61 661,8 44 4,3 1.44

8,8--23,0% ' 654,6 55 649,7 50 4,9 1.64

>23,0% 636,7 44 634,8 61 1,9 0.68
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por cento (78 de 105) das diretorias no primeiro quarti] de alunos aprendendo inglês possuem turmas pequenas
(RHP < 20), ao passo que somente 42 por cento (44 de 105) das diretorias no quartil com a n-maioria de alunos
aprendendo inglês possuem turmas pequenas. Desse modo, diretorias em que a maioria dos alunos está apren-
dendo inglês apresentam pontuações mais baixas nos exames, bem como razões aluno-professor maiores do que
as outras diretorias.

Essa análise reforça a preocupação da superintendente de que haja um viés de variável omitida na regressão

da pontuação nos exames contra a razão aluno--professor. Examinando dentro dos quartas da porcentagem de
alunos que está aprendendo inglês, as diferenças entre as pontuações nos exames na segunda parte da Tabela 5.1
melhoram em relação à análise simples da diferença entre mêdias da primeira linha da Tabela 5.1. Ainda assim,
essa análise não fornece para a superintendente uma estimativa útil do efeito da variação no tamanho da turma

sobre a pontuação nos exames, mantendo constante a oração de alunos que está aprendendo inglês. Contudo, é
possível obter essa estin-cativa utilizando o método da regressão múltipla.

Uma equação para Ay em termos de AXi é obtida subtraindo-se a equação y = Po + PIXI + /32X2 da Equação

(5.3), resultando em Ay = /3:z\X:. Isto é,

mantendo X2 constante. (5.4)

O coeÊciente /31 é o efeito de uma variação unitária em Xi sobre y (a variação esperada em y), mantendo
X. liXO. Outra expressão utilizada para descrever /31 é o efeito parcial de Xt sobre y. mantendo X9 âxo.

A interpretação do intercepto, /io, no modelo de regressão múltipla é semelhante à interpretação do inter-
cepto no modelo com um único regressar: é o valor esperado de Y. quando XI.. e X2. são iguais a zero. Simpli-
ficando, o intercepto /3o determina em que ponto do eixo y a rega de regressão da população se inicia.

O Modelo de Regressão Múltipla da População

A reta de regressão da população na Equação (5.2) é a relação entre y e XI e X2 válida em média para a po-

pulação. Contudo, assim como na regressão com um único regressor, essa relação não é precisamente válida, uma
vez que muitos outros favores influenciam a variável dependente. Por exemplo, além da razão alcmo professor e
da oração de alunos aprendendo inglês, a pontuação nos exames também recebe influência das características da
escola, das características de outros alunos e da sorte. Portanto, a função de regressão da população na Equação
(5.2) precisa ser aumentada para incorporar esses íatores adicionais

Assim como na regressão com um único regressor, os favores que determinam y. além de XI. e X2.. são incor
parados à Equação (5.2) como um termo de ''erro'' u... Esse termo de erro é o desvio de uma observação em par
ticular (pontuação nos exames na í-ésiina diretoria, em nosso exemplo) referente à relação média na população.
Portanto, temos

5.2 O Modelo de Regressão Múltipla

O modelo de regressão múltipla estende o modelo de regressão comi uma única variável do Capítulo 4
para incluir variáveis adicionais como regressores. Esse modelo permite estimar o efeito da variação eln uma va-l
riável (XI.) sobre X mantendo constantes os outros regressores (X2., X3í e assim por diante). No problema do
tamanho da turma, o modelo de regressão múltipla fornece uma maneira de isolar o efeito da razão aluno-pro-

fessor (XIÍ) sobre a pontuação nos exames (X), mantendo constante a porcentagem de alunos que está apren-
dendo inglês na diretoria (X2f).

A Reta de Regressão da População

Suponha por enquanto que existam apenas duas variáveis independentes, Xtf e X2i' No modelo de regressão

linear múltipla, a relação média entre essas duas variáveis independentes e a variável dependente, Y. é dada pela
função linear

X /jo + /jtXI.. + /32X2í + }l l n (5.5)

onde o subscrito í indica a í-ésima das fz observações (diretorias) da amostra.

A Equação (5.5) é o modelo de regressão múltipla da população quando existem dois regressores, Xt.. e X2...
Em uma regressão com regressores binários, pode ser útil tratar /io como o coeficiente de um regressor que

sempre é igual a um; pense em /3o como o coeficiente de -Xo.., onde Xo.- - l para í' ' 1, ..., fz. Portanto, o modelo
de regressão múltipla da população na Equação (5.5) pode ser escrito alternativamente como

E(XjXii XI) X2i' x:) = /3o + Ptxt + /32x2, (5.2)

onde E(}Ç l XI.. = xi, X2i = x2) é a expectativa condicional de X. dados XtÍ - xl e X2. ' x2 Isto é, se a razão aluno-

proâessor na í-ésima diretoria (XIÍ) üor igual a um valor x] e a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês

na í-ésima (X2í) üor igual a x2, o valor esperado de Y. dada a razão aluno-professor e a porcentagem de alunos
que está aprendendo inglês será dado pela Equação (5.2).

A Equação (5.2) é a rega de regressão da população ou função de regressão da população no mo-
delo de regressão múltipla. O coeâciente /3o é o intercepto, o coeâciente PI é o coe6lciente da declividade
de Xli ou, simpliâcando, o coeâíciente de Xn, e o coeficiente /32 é o coeficiente da declividade de Xn ou,
simplificando, o coe6lciente de XZÍ. Uma ou mais das variáveis independentes no modelo de regressão múlti-
pla são algumas vezes chamadas de variáveis de controle.

A interpretação do coe6ciente /3t na Equação (5.2) é diferente daquela em que Xií é o único regressor: na
Equação (5.2), /3t ê o efeito de uma variação unitária em Xi sobre Y, mantendo XZ constante ou controlando
a influência de XZ.

Essa interpretação de /31 segue-se da definição de que o efeito esperado de uma variação em Xi, AXt, sobre
y, mantendo X2 constante, é a diferença entre o valor esperado de y quando as variáveis independentes assumem
os valores Xt + AXt e X2 e o valor esperado de Y quando as variáveis independentes assumem os valores Xt e X2
Da mesma forma, escreva a função de regressão da população da Equação (5.2) como Y - /3o + /3lXt + /32X2 e

imagine uma variação de Xt no montante AXi sem qualquer variação de X2, isto é, mantendo XZ constante.
Colmo X. variou, y terá uma variação de um montante, digamos, AY. Após essa variação, o novo valor de Y,
y+ AY.é

X /coxo.. + /3tXt.- + /i2X2.- + u., onde Xo.. 1 , í l n (5.6)

As duas formas de representar o modelo de regressão múltipla, as equações (5.5) e (5.6), são equivalentes.
A discussão até o momento se concentrou no caso de uma única variável adicional, X2. Na prática, contudo,

múltiplos favores podem ser omitidos do modelo com um único regressor. Por exemplo, ignorar a condição finan
ceira dos alunos pode resultar em um viés de omissão de variáveis, assim como aconteceu ao ignorar a oração de
alunos que está aprendendo inglês. Esse raciocínio nos leva a considerar um modelo com três regressores ou,
generalizando, um modelo que inclui k regressores. O modelo de regressão múltipla com & regressores, X.
X2í, ..., X&í, está resumido no Conceito-Chave 5.2.

As definições de homoscedasticidade e heteroscedasticidade no modelo de regressão múltipla são semelhantes

às deânições correspondentes para o modelo com um único regressar. O termo de erro u.. no modelo de regressão
múltipla é homoscedástico se a variância da distribuição condicional de u.. dado XiÍ, ... , Xk.., var(t+f l Xií, . . ., XÊ.),
e constante para í ' 1, ..., fz e, portanto, não depende de valores,de Xt.., ..., Xhí. Caso contrário, o termo de erro
é heteroscedástico. ' ' ,/

O modelo de regressão múltipla promete fornecer exatamente o que a superintendente quer saber: o efeito
aa variação da razão aluno-professor mantendo constantes os demais Calores que estão além de seu controle. Esses

latores abrangem não apenas a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês, mas outros fatores mensu-
ráveis que podem influenciar o desempenho nos exames, incluindo a situação económica dos alunos. Contudo,
para podermos mudar a superintendente na prática, precisamos fornecer a ela estimativas dos coeficientes da po-
pulação desconhecidos /3o, ..., /i# do modelo de regressão 'da população calculados utilizando uma amostra de
aados. Felizmente, esses coeficientes podem ser estimados utilizando o método dos mínimos quadrados ordinâ'ios.Y+ z\y=/3o +/31(Xi+ AXt)+/j2X2. (5.3)
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Modelo de Regressão Múltipla Os estimadores de MQO poderiam ser calculados por tentativa e erro: você pode testar valores diferentes
de bo, ..-, ók até que esteja satisfeito por ter minimizado a soma dos quadrados total na Expressão (5.8). E muito
mais Gacil, contudo, utilizar fórmulas explícitas para os estimadores de MQO que derivamos com o uso de cál-
culo. As fórmulas para os estimadores de MQO no modelo de regressão múltipla são semelhantes àquelas do
Conceito Chave 4.2 para o modelo com um único regressor. Essas fórmulas estão incluídas nos pacotes estatís-
ticos modernos. No modelo de regressão múltipla, as fórmulas são mais bem expressas e discutidas utilizando-se
a notação matricial, de modo que sua apresentação âoi postergado para a Seção 16.1

As deânições e a terminologia de MQO na regressão múltipla estão resumidas no Conceito-Chave 5.3.

O modelo de regressão múltipla ê

X = /3o + /3tXti + /jzX2.- + + /jhX&í + tlí, Í = 1, ..., fz. (5.7)

Conceito- onde

Chave

5.2
}Ç é a í-ésima observação da variável dependente; XiÍ, X2í, ...' Xhí são as f-ésimas obser-
vações sobre cada um dos É regressores e üi é o termo de erro.

A teta de regressão da população é a relação válida entre y e X em média na população:

E(yl Xti = x:, X2í = 9c2, '.., Xç.. = xb) - /jo + /jtxt + /32x2 + ''- + /jbxk.

Aplicação para a Pontuação nos Exames e a Razão Aluno-Professor'

Na Seção 4.2, utilizamos MQO para estimar o intercepta e o coeficiente da declividade da regressão que
relaciona a pontuação nos exames (PonfExame) à razão aluno-professor (RAP)a partir das observações das 420

diretorias regionais de ensino da CaliÉórnia; a rega de regressão de MQO estimada, descrita na Equação (4.7), é
B /3t é o coeficiente da declividade de Xt, /32 é o coeficiente de X2 etc. O coeâciente /31 é a

variação esperada em y resultante da variação unitária em Xt., mantendo constantes
X2Í, ...' Xk.. Os coeâcientes dos outros Xs são interpretados do mesmo modo

O intercepta /3o é o valor esperado de Y quando todos os Xs são iguais a zero. O intercepta

pode ser imaginado como o coeficiente de um regressor, -XI)Í, igual a um para todo í.

PonfExame = 698,9 -- 2,28 x R.4P. (5.9)

Preocupa-nos o fato de que essa relação seja enganosa, uma vez que a razão aluno professor pode estar cap
tendo o efeito de ter muitos alunos aprendendo inglês nas diretorias com turmas grandes. Ou seja, é possível que
o estimador de MQO esteja sujeito a um viés de omissão de variáveis.

Agora temos condição de nos dedicar a essa preocupação utilizando MQO para estimar uma regressão múlti-

pla em que a variável dependente é a pontuação nos exames (X) e há dois regressores: a razão aluno-professor
(XI.) e a porcentagem de alunos aprendendo inglês na diretoria regional de ensino (X2f) para as 420 diretorias
(í = 1, ..., 420). A reta de regressão de MQO estimada para essa regressão múltipla é

5.3 Estimados de MQO na Regressão Múltipla

Nesta seção, explicamos como os coeficientes do modelo de regressão múltipla podem ser estimados uti-
lizando MQO. PontExame 686,0 -- 1,10 x R.4P -- 0,65 x %4.r, (5.10)

Estimados de MQO onde % 41 é a porcentagem de alunos da diretoria que está aprendendo inglês. A estimativa de MQO do inter-
cepto (/io) é 686,0, a estimativa de MQO do coeficiente da razão aluno-professor (/it) é 1,10 e a estimativa de
MQO do coeficiente da percentagem de alunos aprendendo inglês (P2) é -- 0,65.

Na regressão múltipla, o efeito estimado de uma variação na razão aluno professor sobre a pontuação nos
exames é aproximadamente a metade do efeito observado quando a razão aluno professor é o único regressor:
na equação com um único regressor (Equação (5.9», estima-se que uma redução unitária de R 4P deve aumen-
tar 2,28 pontos na pontuação nos exames, enquanto na equação de regressão múltipla (Equação (5.10» estima-
se que o aumento na pontuação nos exames seja de apenas 1 ,10 pontos. Essa diferença ocorre porque o coeficiente
de RHP na regressão múltipla é o efeito de uma variação em R 4P mantendo % 41 constante (ou controlando
sua influência), ao passo que na regressão simples %HI não é mantida constante.

Essas duas estimativas podem ser reconciliados pela conclusão de que existe um viés de omissão de variáveis
na estimativa do modelo com um único regressar na Equação (5.9). Na Seção 5.1, vimos que diretorias com
uma percentagem alta de alunos aprendendo inglês rendem a apresentar não só pontuação baixa nos exames mas
também razão aluno-professor alta. Se a cação de alunos que está aprendendo inglês Éor omitida da regressão,
estima-se que a redução da razão aluno-professor deva produzir um efeito maior.sobre a pontuação nos exames,
porém essa estimativa reflete fanfo o efeito da variação na razão aluno-professor quanto o efeito omitido de unl
número menor de alunos aprendendo inglês na diretoria.

Chegamos à mesma conclusão de que existe viés de omissão de variáveis na relação entre a pontuação nos
exames e a razão aluno professor por meio de dois caminhos diferentes: o enfoque tubular por meio da divisão
dos dados em dois grupos (veja a Seção 5.1) e o enfoque da regressão múltipla (veja a Equação (5.10». Dentre
esses dois métodos, a regressão múltipla possui duas vantagens itpportantes. Em primeiro lugar, fornece uma esti-
mativa quantitativa do efeito de uma diminuição unitária na lazão aluno-professor, que é o que a superinten-
dente precisa saber para tomar sua decisão. Em segundo lugar, ela facilmente se estende para mais de dois
regressores, de modo que é possível utilizar a regressão múltipla para controlar outros favores mensuráveis além
aa percentagem de alunos que está aprendendo inglês.

lqa Seção 4.2, mostramos como estimar os coeâcientes do intercepto e da declividade no modelo com um

único regressor aplicando o método de MQO a uma amostra de observações de y e X. A ideia principal ê que
esses coeâcientes podem ser estimados pela minimização da soma dos quadrados dos erros de previsão, isto é,
pela escolha dos estimadores bo e bl de modo que minimize ))(E bo bÍXf)2; os estimadores que fazem isso sãa
os estimadores de MQO /3o e /31.

O método de MQO também pode ser utilizado para estimar os coeficientes /3o, /3t, -.., /3k no modelo de

regressão múltipla. Soam bo, bl, ..., bh os estimadores de /io, /3Í, ., /3i;. O valor previsto de X, calculado pelo uso
desses estimadores, é bo + É,tXI. + . + bhXkí, e o erro ao se prever }Ç é }Ç -- (bO + btXi. + ... + bkX&..) ;

X -- bo btXti -- .. -- 6iX&.. A soma dos quadrados desses erros de previsão entre todas as n observações é, portanto,

b

(x
í-l
: bo É,IXli -- -- bÉXh..)2. (5.8)

A soma dos quadrados dos erros para o modelo de regressão linear na Expressão (5.8) é a extensão da soma
dos quadrados dos erros dada na Equação (4.6) para o modelo de regressão linear com um único regressor.

Os estimadores dos coeficientes Po, /il, -.., /iÉ que minimizam a soma dos quadrados dos erros na Expressão
(5.8) são chamados de estimadores de mínimos quadrados ordinários (MQO) de /3o, /3t, ..., /3.. Os esti-
cadores de MQO são representadas por /3o, /3i, ..., /ik.

A terminologia de MQO no modelo de regressão linear múltipla é a mesma do modelo de regressão linear
com um único regressor. A neta de regressão de MQO é a linha teta construída pelo uso dos estimadores de
MoO, isto é, /3o + /3lXt + '' + PkX&. O valor previsto de X dado Xi.., ..., X&í, com base na reta de regressão
de MQO é X = /3o + /3lXI.- + '-' + /3bXk.. O resíduo de MQO para a í-ésima observação é a diferença entre X
e seu valor previsto de MQO, isto é, o resíduo de MQO é íi.- - X -- X.

h
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Hipótese ne 3: Xi;, X2;, . .., .Xkí e u;

Possuem Quatro MomentosEstimadores de MQO, Valores Previstos e
Resíduos no Modelo de Regressão Múltipla

A terceira hipótese é de que Xií, ..., XÊÍ, e u.. possuem quatro momentos. Assim como a terceira hipótese para
o modelo com um único regressar, essa hipótese limita a probabilidade de observância de valores extren-Lamente

grandes de Xt.-, .. , Xç.-, ou u.. Essa hipótese é uma condição técnica utilizada nas provas das propriedades das estatís-
ticas de MQO para amostras grandes.

Os estimadores de MQO, /3o, /3i, --., /3k, são os valores de bo, bt, ..., &Ê que minimizam a soma

dos quadrados dos erros de previsão :l (}Ç-- bo -- biXtí -- ''' -- bkXÊÍ)2. Os valores previstos de

MQO X e os resíduos úí são:Conceito.

Chave
$Í - /3. + Ó:x.; + -F PKXki, (5.11) Hipótese ne 4: Não Ocorre Multicolinearidade Perfeita

5.3
n e

Úí= X - X,í= 1,...,n. (5.12)
A quarta hipótese é nova no modelo de regressão múltipla. Ela descarta uma situação inconveniente. chamada

multicolinearidade peúeita, em que é impossível calcular o estimador de MQO. Os regressores são considerados

perfeitamente multicolineares (ou apresentam multicolinearidade perfeita) se um dos regressores é uma
função linear peúeita dos outros regressores. A quarta hipótese dos mínimos quadrados afirma que os regressores
não são peúeitámente multicolineares.

Para ilustrar o que é a multicolinearidade peúeita e mostrar por que ela representa um problema, considere
três exemplos de regressões hipotéticas em que um terceiro regressor é adicionado à regressão da pontuação nos
exames sobre a razão aluno-professor e a percentagem de alunos que está aprendendo inglês na Equação (5. 10)

Os estimadores de /io, /3t, '.-, /3k e o resíduo Úí são calculados a partir de uma amostra de fz
observações de (Xlf, ..., X&t, X), í = 1, ..., n. Estes são estimadores dos verdadeiros coeficientes

da população /io, /il, ..., /ik e do termo de erro, uí.

O restante deste capítulo ê dedicado à compreensão e ao uso de MQO no modelo de regressão múltipla.
Muito do que você aprendeu sobre o estimador de MQO com um único regressor se aplica à regressão múl-
tipla com poucas ou nenhuma modificação, de modo que nos concentraremos no que é novo nessa regressão.

Comecemos com a extensão das hipóteses de mínimos quadrados para o modelo de regressão múltipla.

Exemp/o ne /: Fiação de a/anos que está aprendendo ;ng/ês. Sqa FTH/.. alrafão de alunos que está apren-
dendo inglês na í-êsima diretoria, que varia entre zero e um. Se a variável Frd/.. posse incluída como um terceiro

regressor além de RIP.. e %.41., os regressores seriam peúeitanlente multicolineares. Isso porque % 4/ é a por-
ceízraKeal de alunos aprendendo inglês, de modo que %J/.. = 100 X FTH/.. para cada diretoria. Portanto, um dos
regressores (%H/.-) pode ser escrito como uma função linear peúeita de outro regressor (FTH/..)

Em razão dessa multicolinearidade peúeita, é impossível calcular o estimador de MQO da regressão de Ponf-
Exanle.- sobre R.4P., %.4/. e FTH{. Dependendo do modo como seu pacote econométrico lida com a multicoli-
nearidade peúeita, quando você tentar estimar essa regressão, o pacote dará uma destas três coisas: eliminará uma
das variáveis (fazendo arbitrariamente a escolha de qual eliminar); se recusará a calcular o estimador de MQO,
apresentando uma mensagem de erro, ou irá travar. O motivo matemático para isso é que a multicolinearidade
perfeita produz uma divisão por zero nas fórmulas de MQO.

Intuitivamente, a multicolinearidade peúeita é um problema porque você está pedindo que a regressão
responda a uma pergunta sem lógica. Lembre se de que o coeficiente de %.4{ é o efeito de uma variação unitária
em %HI sobre a pontuação nos exames, mantendo constantes as outras variáveis. Se uma das outras variáveis 6or

FTH/, você estará perguntando sobre o efeito da variação de uma variação unitária na porcefzfaKe/n de alunos que

está aprendendo inglês, mantendo constante alração de alunos aprendendo inglês. Como a porcentagem de alunos
aprendendo inglês e a oração de altmos aprendendo inglês variana juntas em uma relação linear peúeita, essa per-
gunta não faz sentido e MQO não pode responder a ela.

5.4 Hipóteses de Mínimos Quadrados na Regressão Múltipla
Existem quatro hipóteses de mínimos quadrados no modelo de regressão múltipla. As três primeiras são

aquelas da Seção 4.3 para o ntodelo com um único regressor (veja o Conceito Chave 4.3) estendidas para per-
mitir múltiplos regressores e que serão discutidas sucintamente. A quarta hipótese é nova e será discutida de
maneira mais detalhada.

Hipótese ne 1: a Distribuição Condicional de u; Dados XiP XZ;,
Possui uma Média Igual a Zero

P

A primeira hipótese é de que a distribuição condicional de ui dados Xtf, ..., Xhí possui uma média igual a
zero. Essa hipótese é a extensão da primeira hipótese dos mínimos quadrados com um único regressor para o
caso de múltiplos regressores. A hipótese indica que algumas vezes X situa-se acima da reta de regressão da po-

pulação e algumas vezes X está abaixo da rega de regressão da população, mas, na média, entre a população, Y.
situa se sobre a rega de regressão da população. Portanto, para qualquer valor dos regressores, o valor esperado de
uí é zero. Assim como na regressão com um único regressor, essa é a hipótese principal que torna os estimadores
de MQO não viesados. Voltaremos ao viés de omissão de variáveis na regressão múltipla na Seção 5.1 1.

Exemp/o Ha 2: Turmas ''não mu;fopequenas ''. Sqa NMPÍ uma variável binária que é igual a un-l se a razão
aluno-professor na í-ésima diretoria âor "não muito pequena"; especi6camente, NMPÍ é igual a um se R 4Pí à
12 e igual a zero nos demais casos. Essa regressão também apresenta multicolinearidade peúeita, mas por um
motivo mais sutil do que a regressão do exemplo anterior. Não existe, de fato, em nossa base de dados, direto
rias com R.4P.. < 12; como você pode ver no gráfico de dispersão da Figura 4.2, o menor valor de R,4P é 14.
Assim, R.4PÍ - l para todas as observações. Agora, lembre-se de que podemos considerar para o modelo de
regressão linear com un] intercepto a inclusão de um regressor Xo.. que é igual a um para todo í, conforme
mostrado na Equação (5.6). Portanto, podemos escrever NMP. - l x .&Í para todas as observações em nossa base
de dados; isto é, NMPÍ pode ser escrita como uma combinação linear peúeita dos regressores; especiâcamente,
ela é igual a .Xí,..

Isso ilustra dois pontos importantes sobre a multicolinearidade períeh- Primeiro, quando a regressão inclui
um intercepta, un] dos regressores que pode estar envolvido em multicolinbaridade peúeita é o regressar ''cons-
tante'' .XOí. Segundo, a multicolinearidade peúeita é uma afirmação sobre a base de dados que você tem ein mãos.

Hipótese ne 2: (Xll, .X;í,

; = 1,..., n São i.i.d.
Xkí, }Ç),

A segunda hipótese é de que (XI.., .. , X&í, X), í = 1, ..., }z são variáveis aleatórias independente e identica-
mente distribuídas (i.i.d.). Essa hipótese torna-se automaticamente válida se os dados são coletados por
amostragem aleatória simples. Os comentários da Seção 4.3 sobre essa hipótese para um único regressor também
se aplicam a regressores múltiplos.
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de Mínimos Quadrados noHipóteses
MúltiplaModelo de Regressão

Distribuição de Jo , .ji , , JX paí'a Amostras Grandes

X /3o + /jiXíi + /32X2i + + /3h Xkí + tlí, Í = l n, onde:
Se as hipóteses de mínimos quadrados (veja o Conceito-Chave 5.4) são válidas, para amostras

grandes, os estimadores de MQOs /3o, Pt, '-., /3k possuem distribuição normal conjunta e cada

4 é distribuído N(/#, q ),./ = 0, ., É.Conceito- l

2.

3.

4

ut possui uma média condicional zero, dados Xtí, X2i,
E(ufl XI., X2p ...' XÉ.) - 0;

(Xlf, X2Í, ...' Xki, X), Í - 1, ..., n são seleções independente e identicamente
distribuídas (i.i.d.) de sua distribuição conjunta;

(XIÍ, X2Í, ...' Xhi, ui) possuem quartos momentos anitos e diferentes de zero, e

não existe multicolinearidade peúeita.

Xkp isto é, Conceito-

Chave Chave

5.4 5.5

Na Seção 4.4, você aprendeu que, sob a hipótese dos mínimos quadrados, os estimadores de M(.20
(/io e /3Í) são estimadores não viesados e consistentes dos coeâcientes desconhecidos (/3o e /3t) no modelo de

regressão linear com um único regressor. Além disso, em amostras grandes, a distribuição amostral de /3o e /3i
tem uma aproximação boa por meio de uma distribuição normal bivariada.

Podemos estender esses resultados para a análise de regressão múltipla. Isto é, sob as hipóteses de núnimos
quadrados do Conceito-Chave 5.4, os estimadores de MQO /io, /31, .., /3k são estimadores não viesados e con
sistentes de /3P, /i.t ' .-, /3b no modelo de regressão linear múltipla. Para amostras grandes, a distribuição anaostral
conjunta de /io, /il, .., /3É tem uma aproximação boa por meio de uma distribuição normal multivariada, que é a
extensão da distribuição normal bivariada para o caso geral de duas ou mais variáveis aleatórias normais cona un
tas (vda a Seção 2.4)

Embora a álgebra seja mais complicada quando existem múltiplos regressores, o teorema central do limite
se aplica aos estimadores de MQO no modelo de regressão múltipla pelo mesmo motivo que se aplica a y e aos
estimadores de MQO quando há um único regressor: os estimadores de MQO /io, /il, .., /3b são médias de dados

com amostragem aleatória e, se o tamanho da amostra é suficientemente grande, a distribuição amostral dessas

médias torna-se normal. Como a distribuição normal multivariada é mais bem tratada matematicamente pelo
uso de álgebra n-matricial, deixamos as expressões para a distribuição conjunta dos estimadores de MQO para o
Capítulo 16.

C) Conceito Chave 5.5 resume o resultado de que, para amostras grandes, a distribuição dos estimadores de
MQO na regressão múltipla é aproximadamente normal conjunta. De modo geral, os estimadores de MQO são
correlacionados; essa correlação surge da correlação entre os regressores. A distribuição amostral conjunta dos
estimadores de MQO é discutida de maneira mais detalhada no Apêndice 5.2 para os casos em que há dois regres-
sores e erros homoscedásticos e na Seção 16.2 para o caso geral

Embora seja possível imaginar uma diretoria regional de ensino com menos de 12 alunos por professor, elas não
existem em nossa base de dados, de modo que não podemos analisa-las em nossa regressão.

Exemp/o ne 3: Pbrcenfagem de a/anos queju/am ;ng/ês. Sqa %FI.. a percentagem de alunos que ''falam
inglês': da í- ésima diretoria, definida como a porcentagem de alunos que não está aprendendo inglês. Novamente

os regressores serão peúeitalnente multicolineares. Como no exemplo anterior, a i:elação linear peúeita entre os
ressores envolve o regressor "constante" XoÍ: para cada diretoria, %1l = 100 X Xoí -- %'41..

' Este exemplo ilustra outro ponto: a multicolinearidade peúeita é uma característica do conjunto completo
de regressores. Se o intercepto (isto é, o regressor .Xoi) ou %HI. fossem excluídos dessa regressão, os regressores
não seriam peúeitamente multicolineares

So/rações para a mu/f;co/;cear;Jade pei':/&;fa. A multicolinearidade peúeita normalmente ocorre quando
há um erro na especificação da regressão. Algumas vezes o erro é fácil de ser detectado (como no prlTeiro
exemplo), mas outras vezes não (como no segundo exemplo). Seja qual for o caso, seu p'cote econométrico
Ihe informará se você cometer esse tipo de erro, uma vez que não poderá calcular o estimador de MQO se
houver erro.

(lluando seu pacote o informar que há multicolinearidade peúeita, é importante que você .modifique sua
ssao para elimina-la. Alguns pacotes perdem a coníiabilidade na presença de multicolinearidade peúeita e,

no nlínnno, você estará delegando o controle de sua escolha de regressores para seu computador se eles forem
peúeitamente multicolineares.

P

Mü/f;co/ínear;Jade ;mpeir/ê;fa. Apesar do nome parecido, a multicolinearidade impeúeita é, do ponto .de
vista conceitual, completamente diferente da multicolinearidade peúeita. Multicolinearidade imperfeita sig-
mâca que dois ou mais regressores são altamente correlacionadas no sentido de que existe uma função linear dos

scores que é altamente correlacionada com outro regressor. A multicolinearidade impeúeita não sus(ita ne
nhuna problema para a teoria dos estimadores de MQO; na realidade, um objetivo de MQO é identificar as
influências independentes dos vários regressores quando estes são potencialmente correlacionadas.

O (:onceito-Chave 5.4 resume as hipóteses de mínimos quadrados para o modelo de regressão múltipla

Erros Padrão para os Estimadores de MQO

Lembre-se de que, no caso de um único regressar, 6oi possível estimar a variância do estimador de MQO
Substituindo-se as expectativas por médias da amostra, que levaram ao estimador (iHÍ dado na Equação (4.19)

Sob as hipóteses de mínimos quadrados, a lei dos grandes números implica que essas médias da amostra con

vergem para suas correspondentes na população, de modo que, por exemplo, (â2 /aB< --b 1 . A raiz quadrada de
% ê o erro padrão de Õi, EP(/31), um estimador do desvio padrão da distribuição amostrar de /il

Tudo isso se estende diretamente para a regressão múltipla. O estimador de MQO /ií do J-ésimo coefi-
ciente de regressão possui um desvio padrão que é estimado por seiáerro padrão, EP(/3,)'. A â6rmula para o
erro padrão é expressa mais facilmente com o uso de matrizes, de moda'que ela é dada na'Seção 16.2. O ponto

importante é que, no que diz respeito ao erro padrão, não há nada''Éonceitualmente diferente entre os casos
ae um único regressor e de múltiplos regressores. As idéias princit)ais a normalidade dos esticadores para

amostras grandes e a capacidade de estimar de maneira consistente o desvio padrão de sua distribuição amostrar
' sao as mesmas na presença de um, dois ou 12 regressores.

5.5 Distribuição dos Estimadores de MQO na Regressão Múltipla
Como os dados diferem de uma amostra para a seguinte, amostras diferentes produzem valores diferentes de

esticadores de MQO. Essa variação entre amostras possíveis resulta na incerteza associada aos estio-dadores de

M(i2O dos coeâcientes de regressão da população, /3o, /3i' ' ., /3k. Assim como na regressão com um único regres-
sar, essa variação está resumida na distribuição amostral dos estimadores de M(.20.
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5.6 Testes de Hipótese e Intervalos de Confiança
para um Unico Coeficiente

Testando a Hipótese .A =.A,o contra a
Hipótese AltebnativaJJ #gJ,o

L JNesta seção, descrevemos como testar hipóteses e construir intervalos de confiança para um único coefi-
ciente em uma equação de regressão múltipla

l
2

3

Calcule o erro padrão de ê , EP(4).
Calcule a estatística f

4 - 4',.f-
EP(@Testes de Hipótese para um Unico Coeficiente

Suponha que você queira testar a hipótese de que uma variação na razão aluno-professor não tem nenhum

efeito sobre a pontuação nos exames, mantendo constante a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês
na diretoria. Isso corresponde a supor que a hipótese de que o verdadeiro coeficiente /3t da razão aluno-profes-
sor é zero na regressão da população de pontuação.nos exames sobre R 4P e % 41. Generalizando, podemos querer

testar a hipótese de que o verdadeiro coeâciente D) doj-ésimo regressor assume um valor específico, PJ=o'. O valor
nulo'/i; n vem da teoria económica ou, como no exemplo da razão aluno-professor, do contexto de tomada de
decisão da aplicação. Se a hipótese alternativa é bicaudal, as duas hipóteses podem ser escritas matematicamen-
te como

(5.14) Conceito

Calcule o valor p Chave

5.6valorp = 2'»(-lregl), (5.15)

onde fÍé o valor da estatística r eâetivamente calculado. Rejeite a hipótese ao nível de sig-

niâcância de 5 por cento se o valor p 6or menor do que 0,05 ou, de üonna equivalente
se l fc#l> 1,96

O erro padrão e (nonnalmente) a estatística f e o valorp para testar /3Í
magicamente pelo pacote de regressão.

0 são calculados auto

Ho: pJ. - 4,o t's. Ht: 4 # 4,o (hipótese alternativa bicaudal)
(5.13) Aplicação à Pontuação nos Exames

e à Razão Aluno-Professor

Por exemplo, se o primeiro regressor é R.4P, a hipótese nula de que uma variação na razão aluno-pro-
fessor não tem efeito sobre o tamanho da turma corresponde à hipótese nula de que /3i = 0 (de modo que

Pi.. = 0). Nossa tarefa é testar a hipótese nula l:r0 contra a alternativa l:rl utilizando uma amostra de dados.
O Conceito-Chave 4.6 fornece um procedimento para testar essa hipótese nula quando hâ somente um

único regressos. O primeiro passo desse procedimento ê calcular o erro padrão do coeficiente. O segundo é cal-
cular a estatística f utilizando a fórmula geral do Conceito-Chave 4.5. O terceiro é calcular o valor p do teste
usando a distribuição normal acumulada da Tabela l do Apêndice ou, alternativamente, comparar a estatística f
ao valor crítico correspondente ao nível de signiõcância desejado para o teste. A base teórica desse procedimento
e a seguinte o estimador de MQO possui uma distribuição normal para a.mostras grandes que, sob a hipótese
nula,'tem como média o valor verdadeiro da hipótese e a variância dessa distribuição pode ser estimada de maneira
consistente. . .. . .

Essa base também está presente na regressão múltipla. Conforme expresso no Conceito-Chave 5.5, a

distribuição amostral de /3Í é aproximadamente normal. Sob a hipótese nula, a média dessa distribuição ê
/i,."A variância dessa distribuição pode ser estimada de maneira consistente. Portanto, podemos simples-
mente usar o mesmo procedimento do caso com um único regressar para testar a hipótese nula na Equa-

O Conceito-Chave 5.6 resume o procedimento para o teste de uma hipótese para um único coe6ciente na

regressão múltipla. A estatística f eâetivamente calculada ê representada no Conceito-Chave por !eÜ Contudo, é
comum representa-la simplesmente por r, e será esta a notação que adotaremos no restante do livro.

Podemos rejeitar a hipótese nula de que uma variação na razão aluno-professor não tem efeito sobre a pon
tuação nos exames, uma vez que controlemos a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês na diretoria?
O que é um intervalo de conúança de 95 por cento para o efeito de uma variação na razão aluno-professor sobre
a pontuação nos exames, controlando-se a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês? Agora já somos
capazes de responder a essa questão. A regressão da pontuação nos exames contra R.4P e %.41, estimada por
MQO, âoi dada na Equação (5.10) e é novamente expressa aqui os erros padrão estão entre parênteses abaixo
dos coeâcientes:

PofzíEx.zme = 686,0 -- 1,10 X RHP -- 0,650 X %H-r.

(8,7) (0,43) (0,031)

(5.16)

l
Para testar a hipótese de que o verdadeiro coeficiente sobre R.4P é 0, primeiro precisamos calcular a estatís-

tica f na Equação (5.14). Como a hipótese nula diz que o valor verdadeiro desse coeficiente é zero, a estatística
r é f - j--l,l0 0)/0,43 - --2,54. O valorp associado a ela é 2'P(--2,54) - 1 ,1 por cento; isto é, o menor nível de
significância para o qual podemos rejeitar a hipótese nula é 1,1 por cento. Como o valor p é menor do que 5 por
cento, a hipótese nula pode ser rejeitada ao nível de significância de 5 por cento (mas decididamente não ao nível
de Sigmíicância de l por cento).

Uln intervalo de confiança de 95 por cento para o coe6ciente da população de R 4P é 1,10 ü 1,96 x 0,43 =
(--1,95, --0,26); isto é, podemos estar 95 por cento confiantes de que o verdadeiro valor do coeâciente está entre
--1,95 e -0,26. Interpretado no contexto do interesse da superintendente de diminuir a razão aluno professor em
2, o intervalo de confiança de 95 por cento para o efeito dessa redução sobre-+pontuação nos exames é (--1,95
x 2,-0,26 x 2) - (-3,90,-0,52).

Intervalos de Confiança para um Unico Coeficiente

O método para se construir um intervalo de confiança na regressão múltipla é o mesmo do modelo com
um único regressor. O Conceito-Clhave 5.7 resume esse método.

O método para a condução de um teste de hipótese no Conceito-Chave 5.6 e o método para a
construção

de um intervalo de confiança no Conceito-Chave 5.7 se apoiam na aproximação normal para amostras grandes

da distribuição do estinlador de M(.20 /3-. Desse modo, você deve ter em mente que esses métodos que quan-
ti6cam a incerteza da amostragem só têm garantia de funcionamento para an'ostras grandes.

.Adie;orando despesas por a/uno à equação. Sua análise da regressão l últipla na Equação (5.16) convenceu
a Superintendente de que, com base na evidência até o momento, a redução do tamanho da turma ajudará a me-
lhorar a pontuação nos exames em sua diretoria. Agora, contudo, ela parte para uma questão mais sutil. Se con-
tratar mais professores, poderá paga-los por meio de cortes de outros itens do orçamento (descartando novos
Computadores, reduzindo gastos com manutenção etc.) ou da solicitação de um aumento em seu orçamento, o que

desagrada os contribuintes. Ela pergunta: qual ê o efeito de uma redução da razão aluno-professor sobre a pontua-
ção nos exames, mantendo constantes o gasto por aluno e a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês?
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Teste de Hipóteses sobre Dois
ou Mais Coeficientes

H;pófese nu/a con,/anta. Considere a regressão na Equação (5. 18) da pontuação nos exames contra a razão
aluno-professor, o gasto por aluno e a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês. A hipótese de nosso
contribuinte irritado é de que nem a razão aluno-professor nem o gasto por aluno possuem nenhum efeito sobre

a pontuação nos exames, uma vez que controlemos a porcentagein de alunos que está aprendendo inglês. Como
R.4P ê o primeiro regressor na Equação (5.18) e Gasto é o segundo, podemos escrever matematicamente essa

hipótese comoChave

5.2
intervalo de con6ança de 95 por cento para 4 ' (ê - t,96rP(4), ê + 1,96rp(4». (5.17)

Um intervalo de con6ança de 90 por cento é obtido substituindo-se 1 ,96 na Equação (5.17)

por 1,645.

Ho: P: 0 e /i: 0 persa.ç J=/]: Pt # 0 e/ou /32 # 0 (5.19)

A hipótese de que fanfo o coeficiente da razão armo-professor (/3Í) q11a/zfo o coeficiente do gasto por aluno
(P2) são iguais a zero é um exemplo de uma hipótese conjunta sobre os coeficientes no modelo de regressão
múltipla. Nesse caso, a hipótese nula restringe o valor de dois dos coeâcientes, de modo que no que diz respeito
à terminologia podemos dizer que a hipótese nula na Equação (5.19) impõe duas restrições sobre o modelo de
regressão múltipla: que /31 - 0 e que /32 - 0.

Em geral, uma hipótese conjunta é uma hipótese que impõe duas ou mais restrições sobre os coeâcientes

da regressão. Consideramos as hipóteses conjuntas nula e alternativa da seguinte forma:
Essa questão pode ser considerada estimando-se uma regressão da pontuação nos exames sobre a razão aluno-

proüessor, o gasto total por aluno e a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês. A rega de regressão de
lÍo: DJ ' DJ,o' /i«, ' /3,..,o etc., para um total de q restrições, uers s

/{i: uma ou mais das g restrições sob /{o não são válidas,
(5.20)

PonfExame = 649,6 -- 0,29 X RHP + 3,87 X Gasto 0,656 X %4/,

(15,5) (0,48) (1,59) (0,032)

(5.18)

onde P), /3.., etc. referem-se a coeÊcientes de regressão diferentes e A,o, /i«.,o etc. referem-se ao valor desses coe6-
cientes sob a hipótese nula. A hipótese nula na Equação (5.19) é um exemplo da Equação (5.20). Outro exem-
plo é o seguinte: em unia regressão com É = 6 regressores, a hipótese nula é de que os coeâcientes do 2a, 4e e
5Q regressores são nulos; isto é, /32 = 0, /34 = 0 e PS = 0, de modo que q - 3 restrições. Em geral, sob a hipótese

nula Ho, existem g dessas restrições.

Se qualquer uma (ou mais de uma) das igualdades sob a hipótese nula /io na Equação (5.20) üor falsa, a
hipótese nula conjunta em si será balsa. Portanto, a hipótese alternativa é de que pelo menos uma das igualdades
na hipótese nula.fÍo não é válida.

li$hlX â ;:i Ê l!:i: H l

hipótese conjunta e para testa-la precisamos de uma ferramenta nova, a estatística F

Por que não posso testar somente um coe/ic;ente ;ndív;dua/ de cada vez? Embora pareça possível testar
uma hipótese conjunta utilizando a estatística f usual para testar ullla restrição de cada vez, o cálculo a seguir mostra

que esse enfoque não é coníiável. Suponha que você estqa especiâcamente interessado em testar a hipótese nula

conjunta na Equação (5.18) de que /31 = 0 e /32 = 0. Seja fl a estatística f para o teste da hipótese nula de que /il =
0 e seja l2 a estatística f para o teste da hipótese nula de que P2 = 0. O que acontece quando você usa o procedi-
mento de teste "uma de cada vez": rdeita a hipótese nula conjunta se fi ou í2 excedem 1,96 em valor absoluto?

Como essa pergunta envolve as duas variáveis aleatórias fl e [2, responder a ela requer a caracterização da dis-

tribuição amostrar conjunta de fl e f2. Conforme mencionado na Seção 5.5, para amostras grandes, /3t e /32 pos-
suem uma distribuição normal conjunta, de modo que, sob a hipótese nula conjunta, as estatísticas f f] e f2 possuen-t

uma distribuição nornaal bivariada, em que cada estatística f possui média igual a zero e variância igual a um.
Em primeiro lugar, considere o caso especial em que as estatísticas f são não-correlacionadas e, portanto,

independentes. Qual é o tamanho do procedimento de teste "uma de cada vez", isto é, qual é a probabilidade
ae você rejeitar a hipótese nula quando ela âor verdadeira? Mais de 5 por centos Nesse caso especial, podemos
calcular a probabilidade de rejeição desse método com exatidão. A hipótese nula não será rejeitada somente se

IÍt l,$ 1,96 e l í2lg 1,96. Como as estatísticas f são independentes, P(l fi IÉ 1,96 e l f21 g 1,96) = P(l fl IÉ 1,96)
X P( l f2 l g 1,96) = 0,952 = 0,9025 = 90,25%. [)esse modo, a probaWdade de rejeição da hipótese nu]a quando
ela âor verdadeira será de 1 -- 0,952 - 9,75 por cento. O método "uma de cada vez" rejeita a hipótese nula com
muita Êeqüência, porque dá a você muitas oportunidades: se você deixa de rejeitar utilizando a primeira estatís-
tica f, pode tentar novamente utilizando a segunda

5.7 Testes de Hipóteses Conjuntas

Esta seção descreve como formular hipóteses conjuntas sobre coeficientes de regressão múltipla e como testâ-
las utilizando uma estatística F
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Se os regressores são correlacionados, a situação âca ainda mais complicada. O tamanho do procedimento

uma de cada vez" depende do valor da correlação entre os regressores. Como o enfoque de teste "uma de cada
vez" tem o tamanho errado -- isto é, sua taxa de rejeição sob a hipótese nula não é igual ao nível de signiâcân-
cia desejado --, é necessário um novo enfoque.

Um enfoque é modificar o método "unia de cada vez'' de modo que sejam utilizados diferentes valores críti-
cos que assegurem que seu tamanho seja igual ao nível de signi6cância. Esse método, denominado método de
Bon6erroni, é descrito no Apêndice 5.3. A vantagem desse método é que ele se aplica de modo bastante geral.
Sua desvantagem é ser pouco eÊciente: freqüentemente deixa de rejeitar a hipótese nula quando na verdade a
hipótese alternativa é verdadeira.

Felizmente, existe outro enfoque ntais eficiente para o teste de hipóteses conjuntas, especialmente quando
os regressores são altamente correlacionadas. Esse enfoque baseia-se na estatística F.

valorp P[Fq,- > rq. (5.23)

O valor p na Equação (5.23) pode ser avaliado pelo uso da tabela da distribuição l: . (ou, de forma alternativa,

unia tabela da distribuição Zj, pois uma variável aleatória com distribuição ,6 é q vezes uma variável aleatória com
distribuição Fq,-). Alternativamente, o valor p pode ser avaliado por meio de um computador, uma vez que as fór-
mulas para as distribuições acumuladas qui-quadrado e F coram incorporadas aos pacotes estatísticos modernos.

/
Esfafísf;ca F !'g/oba/'' da regressão. A estatística F ''global" da regressão testa a hipótese conjunta de que
todos os coeficientes de declividade são iguais a zero. Isto é, as hipóteses nula c alternativa são

no: p. 0, /3: /jh 0 persas lÍl: lít: Õ) # 0, pelo menos um J,./ l É. (5.24)

Estatística F Sob essa hipótese nula, nenhum dos regressores explica qualquer variação em X-, embora o intercepeo (que
sob a hipótese nula é a média de y.) possa ser diferente de zero. A hipótese nula na Equação (5.24) é un] caso
especial da hipótese nula geral da Equação (5.20), e a estatística F global da regressão é a estatística F calculada
para a hipótese nula na Equação (5.24). Para amostras grandes, a estatística F global da regressão tem uma dis-
tribuição FÉ,.

A estatística F é utilizada para testar hipóteses conjuntas sobre coeficientes de regressão. As fórmulas para
a estatística F foram incorporadas aos pacotes de regressão modernos. Discutiremos primeiro o caso de duas
restrições para então voltarmos para o caso geral de g restrições.

Esfafísfíca F com q = 2 resfr;Cães. Quando a hipótese nula conjunta temi duas restrições
/i2 = 0 , a estatística F combina 6as d as esrafísfícas í) rl e f2 utilizando a fórmula

/3. Esfafísf;ca F quando q = .r. Quando q - 1, a estatística F testa uma única restrição. Então, a hipótese nula
conjunta fica reduzida a uma hipótese nula cona um único coeficiente de regressão e a estatística F é o quadrado
da estatística f.

,-11'ur?'l, (5.21) F/eferoscedasf;c;Jade e Aomoscedasf;c;Jade novamente. Na Seção 4.9, você viu que, por razões históri-
cas, os pacotes estatísticos às vezes calculam os erros padrão somente homoscedásticos como opção padrão, de
modo que o usuário deve especificar que os erros padrão robustos quanto à heteroscedasticidade devem ser uti
lizados, no lugar da opção padrão. Esse aviso se aplica também à estatística F: para assegurar que você utiliza a
estatística F robusta quanto à heeeroscedasticidade, em alguns pacotes de regressão você deve selecionar a opção
'robusto", de modo que sejam utilizadas estimativas robustas da "matriz de co variância". Se a versão somente
homoscedástica da estatística F (discutida no Apêndice 5.3) Gor utilizada, mas os erros porem heteroscedásticos, a

estatística F não terá a distribuição q.- na Equação (5.22) sob a hipótese nula e levará a inferências estatísticas

enganosas.

onde Â. ,. é um estimador da correlação entre as duas estatísticas f.
Para entender a estatística F na Equação (5.21), primeiro suponha que sabemos que as estatísticas f são não-

correlacionadas, de modo que podemos excluir os termos que envolvem Â..... Se 6or esse o caso, a Equação (5.21)

é simplificada e F = 11(f12 + f2), isto é, a estatística F é a média dos quadrados das estatísticas f. Sob a hipótese nula,

fl e f2 são variáveis aleatórias normais padrão independentes (pois as estatísticas f são não-correlacionadas por
hipótese), de modo que, sob a hipótese nula, F possui uma distribuição F2,- (vqa a Seção 2.4). Sob a hipótese
alternativa de que ou /3t é diferente de zero ou /i2 é diferente de zero (ou ambos), então ou f2 ou f? (ou ambos)
serão grandes, o que leva o teste a rqeitar a hipótese nula.

Em geral, a estatística f é correlacionada, e a fórmula para a estatística F na Equação (5.21) custa se a essa
correlação. Esse ajuste é deito de modo que, sob a hipótese nula, a estatística F possua uma distribuição F2,- para

amostras grandes, sejam as estatísticas f correlacionadas ou não.

f Aplicação à Pontuação nos Exames
e à Razão Aluno-Professor

Agora estamos capacitados para testar a hipótese nula de que os coe6cientes fanfo da razão aluno professor
q a/zfo do gasto por aluno são iguais a zero contra a alternativa de que pelo menos um coeficiente é diferente de
zero, controlando a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês na diretoria.

Para testar essa hipótese, precisamos calcular a estatística F do teste em que /il = 0 e /i2 = 0 utilizando a
regressão de PofzfExame sobre RHP, Gasto e %.41 apresentada na Equação (5.18). O valor da estatística F é 5,43.

Sob a hipótese nula, para amostras grandes, a estatística possui uma distribuição F2... O valor crítico de 5 por
cento da distribuição F2.. é 3,00 (veja a Tabela 4 do Apêndice) e o valor crítico de l por cento é 4,61. O valor
da estatística F calculado a partir dos dados, 5,43, é maior do que 4,61, de modo que a hipótese nula é rqeitada
ao nível de l por cento. E muito pouco provável que tenhamos selecionado uma amostra que produzisse uma
estatística F tão grande quanto 5,43 se a hipótese nula fosse de fato verdadeira (o valor p é 0,005). Com base na
evidência da Equação (5.18) e no que 6oi resumido na estatística F, podemos rejeitar a hipótese do contribuinte
de que mem a razão aluno professor ne/?z o gasto por aluno tem um efeito sobre a pontuação nos exames (man
tendo consoante a porcentagem de alunos que está aprendendo inglêsF

Esfafísf;ca F com q restrições. A ü6rmula para a estatística F testar as q restrições da hipótese nula conjunta

na Equação (5.20) é dada na Seção ]6.3. Os pacotes de regressão incorporam essa fórmula, o que facilita o cál-
culo da estatística F na prática.

Sob a hipótese nula, a estatística F tem uma distribuição amostral que, para amostras grandes, ê dada pela
distribuição Fç,-. Isto é, para amostras grandes, sob a hipótese nula,

a estatística F é distribuída como e (5.22)

Assim, os valores críticos para a estatística F podem ser obtidos nas tabelas da distribuição li.
do Apêndice para o valor apropriado de g e o nível de signiÊcância desejado.

na Tabela 4

Ca/cu/ando o va/or p uf;/ízando a estafíkf;ca F. O valor p da estatística F pode ser calculado utilizando-
se a aproxin-ração qui-quadrado de sua distribuição para amostras grandes. Seja Feg o valor da estatística F eeeti-
vamente calculado. Como a estatística F tem uma distribuição e,-, para amostras grandes, sob a hipótese nula
o valor p ê

l
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Conjuntos de Confiança para Múltiplos CoeRcientes5.8 Testando Restrições Unicas que Envolvem
CoeRcientes Múltiplos

5.9

Nesta seção, explicamos como construir um conjunto de confiança para dois ou mais coeficientes de regressão
múltipla. O método é conceitualnlente similar ao método da Seção 5.6 para a construção de um conjunto de
confiança para um Étnico coeficiente pelo uso da estatística f, exceto pelo fato de que o conjunto de confiança
para múltiplos coeficientes baseia-se na estatística F

Um conjunto de confiança de 95 por cento para dois ou mais coeficientes é um conjunto que contém
os verdadeiros valores da população desses coeâcientes em 95 por cento das amostras selecionadas aleatoriamente.
Portanto, um conjunto de con6ança é a generalização para dois ou mais coeficientes de um intervalo de con-
fiança para um único coeficiente.

Lembre-se de que um intervalo de confiança de 95 por cento é calculado encontrando-se o conjunto de
valores dos coeficientes que não são rejeitados pelo uso de uma estatística f a um nível de significância de 5 por
cento. Esse enfoque pode ser estendido para o caso de múltiplos coe6cientes. Para tornar isso concreto, suponha
que você esteja interessado na construção de um conjunto de confiança para dois coeficientes, /3t e /32. Na Seção

5.7, mostramos Como utilizar a estatística F para testar uma hipótese nula conjunta de que /31 = /ii,o e /i2 = /i2.0-

Suponha que você queira testar todos os valores possíveis de /31.0 e /32.0 ao nível de 5 por cento. Para cada par de
candidatos (/3 i.o, /i2.0), você constrói a estatística F e rdeita a se ela exceder o valor crítico a 5 por cento de 3,00.
Como o teste tem um nível de signi6cância de 5 por cento, os verdadeiros valores da população de PI e /i2 não
serão rejeitados em 95 por cento de todas as amostras. Assim, o conjunto de valores não rejeitados ao nível de 5
por cento por essa estatística F' constitui um conjunto de confiança de 95 por cento para /31 e /i2.

Embora esse método de tentar todos os valores possíveis de /i1.0 e /32.0 funcione na teoria, na prática é muito
mais simples utilizar uma fórmula explícita para o conjunto de confiança. Essa fórmula para um número arbi-
trário de coeficientes baseia se na fórmula para a estatística F da Seção 16.3. Quando há dois coeficientes, os
conjuntos de confiança resultantes têm o formato de elipse.

Para fins de ilustração, a Figura 5.1 mostra um conjunto de confiança de 95 por cento (elipse de confiança)
para os coeficientes da razão aluno-professor e do gasto por aluno, mantendo constante a porcentagem de alunos
que está aprendendo inglês, com base na regressão estimada na Equação (5.18). Essa elipse não inclui o ponto
(0,0). Isso significa que a hipótese nula de que esses dois coeficientes são iguais a zero é rejeitada pelo uso da
estatística F a um nível de signiâcância de 5 por cento, que já conhecíamos da Seção 5.7. A elipse de confiança

é uma lingüiça gorda e sua parte longa é orientada para a direção abaixo-esquerda/acima-direita. Isso porque a
correlação estimada entre /3i e /i2 é positiva, o que por sua vez surge em razão da correlação entre os regressores

R.'lP e Gasto (escolas que gastam mais por aluno tendem a ter menos alunos por professor).

As vezes a teoria económica sugere uma única restrição que envolve dois ou mais coeficientes de regressão.

Por exemplo, a teoria pode sugerir uma hipótese nula da forma /3t = /32, isto é, os efeitos do primeiro e do segundo
regressor são iguais. Nesse caso, a tarefa é testar essa hipótese nula contra a alternativa de que os dois coeficientes
são diferentes, isto é,

no: /ii Í3Z versus Hlt: l31 # Í3Z. (5.25)

Essa hipótese nula tem uma restrição única, de modo que q ' 1, porém a restrição envolve múltiplos coe-
ficientes (/3 l e /32). Precisamos modificar os métodos apresentados até o momento para testar essa hipótese. Exis-
tem dois enfoques; qua] de]es será mais Haci] dependerá de seu pacote.

Enfoque na /: neste a resfr;ção d;refamenfe. Alguns pacotes estatísticos possuem uin comando especial

destinado a testar restrições como a Equação (5.25), e o resultado é uma estatística F que, como q - 1, possui
uma distribuição Ft.. sob a hipótese nula. (Lembre se da Seção 2.4, em que você viu que o quadrado de uma
variável aleatória normal padrão possui uma distribuição Ft,., de modo que o percentil de 95 por cento da dis-

tribuição FI,- é 1,962 - 3,84.)

Eril#oque na 2: Zrans#orme a regressão. Se o seu pacote estatístico não pode testar a restrição diretamente,
a hipótese na Equação (5.25) pode ser testada utilizando se um truque em que a equação da regressão original
é reescrita para transformar a restrição na Equação (5.25) em uma restrição sobre um único coeficiente de
regressão. Para dar um exemplo concreto, suponha que haja somente dois regressores na regressão, Xi.. e XZÍ, de
modo que a regressão da população tem a forma

X /3o + /3lXI. + /32Xz. + tli. (5.26)

Aqui está o truque: ao subtrairmos e adicionarmos /32Xi., temos que /3lXi.. + /i2X2í = /3lXi.. /i2XI. + /32XI.
+ /32X2. = (Pi -- /32)Xtí + /32(Xtf + XZ) = yjXt. + /32W', onde 71 - /31 -- /32 e 1,%= XÍÍ + X2.. Desse modo, a regressão

da população na Equação (5.26) pode ser reescrita como

Y Po + 7tXi. + /321,%'+ }i... (5.27) f

Como o coeficiente 7t nessa equação é 7t = /3t /i2, sob a hipótese nula, na Equação (5.25), 7t = 0, ao passo
que, sob a alternativa, 7] # 0. Portanto, ao transformar a Equação (5.26) na Equação (5.27), transáornlamos uma
restrição sobre dois coeficientes de regressão em uma restrição sobre um único coeficiente de regressão.

Como a restrição agora envolve o coeficiente único 7i, a hipótese nula na Equação (5.25) pode ser testada
usando o método da estatística í da Seção 5.6. Na prática, isso é deito construindo-se em primeiro lugar o novo

regressor }q como a soma dos dois regressores originais para que então a regressão de X sobre XIÍ e }t. seja esti-
mada. Um intervalo de confiança de 95 por cento para a diferença entre os coeficiente /31 -- /32 pode ser calcu-
lado como PI t 1,96EP(Pi).

Esse método pode ser estendido para outras restrições sobre equações de regressão utilizando se o mesmo
truque (veja o Exercício 5.8)

Os dois métodos (enfoques n9 l e na 2) são equivalentes, no sentido de que a estatística F do primeiro método

é igual ao quadrado da estatística f do segundo método.

FIGURAS.1 Conjunto de Confiança de 95 por cento para PI e P2

O conjunto de confiança cle 95

por cento para /il e /b é uma

elipse. A elipse contém os

pares de valores de /31 e P2

que não podem ser rejeitados

pelo uso da estatística Fao

nívelcle significância de

5 porcento.

9

8

7

6

5

4

3

2

Extensão para q > 1. Em geral, ê possível ter g restrições sob a hipótese nula em que algumas ou todas essas
restrições envolvent múltiplos coeficientes. A estatística F da Seção 5.7 pode ser estendida para esse tipo de hipótese
conjunta. A estatística F pode ser calculada por qualquer um dos dois métodos que acabamos de discutir para g ;
1 . A melhor forma de Cozer isso na prática dependerá do pacote de regressão especí6co que está sendo utilizado.
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1 1 8 ECONOMETRIA

5.1 0 Estatísticas de Regressão Adicionais

=:i: =hç IÍIE :::l=,:n l: ==;:.:ül

O RZ ajustado, ou R2, é uma versão modificada do R2 que não necessariamente aumenta quando um novo
ressOF é adicionado. O R' éreg

R' « l SQ8:
rl -- É -- l SQr

(5.30)

A diferença entre essa fórmula e a segunda definição do R2 na Equação (5.29) é que a razão da soma dos

quadrados dos resíduos pela soma dos quadrados total,Í multiplicada.pelo fator (n -- l)/;ln ] b l).Como mostra

..;";U;;:H:i=;JRXHi$;;:#:!FT =;;=:
Em segundo lugar, a adição de um regressar tem dois efeitos o. . ,um, de modo que Rz é sempre menor do que R'. stop sobre o R2. Por um lado, SQR diminui,

o que aumenta o k2. Por outro lado, o fator (n - l)/(n É - 1) aumenta. O aumento ou a diminuição de R'
dependedequaldessese6eitosêomais6orte. . : ,

Por último, o RZ pode ser negativo. Isso acontece quando os regressores, tomados em conjunto, reduzem a

soma dos quadrados dos resíduos em um montante tão pequeno que essa redução não consegue compensar o
Catar (n -- l)/(n -- É -- l)

Erro Padrão da Regressão (EPR)

.:;.:==Gn:=:=;1:=c==: :=: :==:==T::=:J==:: :={ ' ..; «'':'' ! l
EPR = sâ, onde sã - -;i-..-t-- IE:â2 :

SQK
n -- k -- .l

(5.28)

Interpretando o RZ e o J?2
Ajustado na Prática

Um R2 ou um RZ próximos de um significa que os regressores são bons em prever os valores da variável
dependente na amostra, e um R2 ou um RZ próximos de zero signiâca que os regressores não são bons. Isso faz
com que essas estatísticas sejam resumos úteis da capacidade de previsão da regressão. Contudo, podemos ser le-
vados a dar mais crédito a elas do que mereceriam. .

Há quatro armadilhas potenciais das quais temos de nos proteger quando utilizamos o R' ou o R'

1. Um a#menío no R2 ou no R2 hão signo/ica necessariamente qwe uma parÍápel adicíotzada sqa esfafÍsfícamenfe

stgti{/icanfe. O R2 aumenta quando você adiciona um regressor, sda ele estatisticamente significante ou não.
O RZ nem sempre aumenta, mas se isso acontece não signiÊca necessariamente que o coeficiente do regres-
sar adicionado seja estatisticamente signiÊcante. Para ter certeza de que uma variável adicionada é estatisti-
camente signiõcante, você deve realizar um teste de hipótese utilizando a estatística f.

2 Um R2 alto OH wm R2 alfa não síXn{/ica que os regressores sigam a cansa perdadeíra da paríápel dependente.

Imagine uma regressão da pontuação nos exames contra a área de estacionamento por aluno. A área de esta-
cionamento está correlacionada com a razão aluno-professor, com a localização da escola (subúrbio ou cen-
tro) e, possivelmente, com a renda da diretoria -- Êatores que estão correlacionadas com a pontuação nos
exames. Portanto, a regressão da pontuação nos exames sobre a área de estacionamento por aluno poderia
ter um R2 alto ou um R2 alto, embora a re]ação não seja causal (tente dizer para a superintendente que a
forma de aumentar a pontuação nos exames é aumentar a área de estacionamentos)

3 Um R2 a/fo o# #m R2 a/fo não sega!/ica qKe não exísfa viés de omissão de pariápeis. Lembre-se da discussão da
Seção 5.1 sobre o viés de omissão de variáveis na regressão da pontuação nos exames sobre a razão aluno-pro'
âessor. O RZ da regressão nunca 6oi mencionado porque não desempenhou nenhum papel lógico nessa discussão.

O viés de omissão de variáveis pode ocorrer em regressões com um R2 baixo, um R2 moderado ou um Rz alto.
De maneira inversa, uin R2 baixo não implica que haja necessariamente um viés de omissão de variáveis.

4 Um RZ alto ou Hm R2 alfa não szgn{/ica #ecessaríamenfe qKe você fecha o cotÜ#nfo mais apropriado de regres-
sores, assim como #m R2 baixo OH Hm lt2 baixo não signo/ica necessaríamenfe qKe Face fetiha Hm cony#nfo

não apropriado de reXressores. A pergunta sobre o que constitui o conjunto certo de regressores na regressão
múltipla é difícil e voltaremos a ela ao longo do livro. As decisões sobre regressores devem ponderar as
questões sobre viés de omissão de variáveis, a disponibilidade dos dados, a qualidade dos dados e, mais impor-
tante, a teoria económica e a natureza das questões importantes a serem t111tadas. Nenhuma dessas questões
pode ser respondida simplesmente por ter um R2 alto (ou baixo) ou um RZ alto (ou baixo).

Esses pontos estão resumidos no Conceito-Chave 5.8.

0R2

:ll? ::HTHR ! nn:::::""'"'l
. SQE . SQ8:

SQr ' SQT'

(5.29)

novo regressar é adicionado.

O ''RZ Ajustado''

; =X==B=;H::E=H;RF;4
é o que o R2 ajustado, ou Rz, faz.

/
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O que Eles Dizem a Você -- e o que Não Dizem
Viés de Omissão de Variáveis na Regressão Múltipla

R2 e o RZ dizem a você se os regressores

.riável dependente na amostra de

regressores produzirão boas previsões

que a variância do resíduo de

independente
0

são bons para prever, ou "explicar", os valores da

dados em uso. Se o R2 (ou R$ üor próximo de um, os
da variável dependente nessa amostra, no sentido de

MQO ê pequena se comparada com a variância da variável

Se o R2 (ou RZ) 6or próximo de zero, o oposto será verdadeiro.
RZ e o R2 Nz40 dizem a você se:

Viês de omissão de variáveis é o viés no estimador de MQO que surge quando um ou mais

regressores incluídos estão correlacionados com uma variável omit:ida. Duas condições devem
ser verdadeiras para que suba um viés de omissão de variáveis:

Conceito- Conceito-
1. pelo menos um dos regressores incluídos deve estar correlacionado com a variável omi-

tida; e

2. a variável omitida deve ser um determinante da variável dependente, Y.
Chave

5.8
1 . uma variável incluída é estatisticanLente signiâcante;

2. os regressores são a causa verdadeira dos movimentos na variável dependente;

3. há um viés de omissão de variáveis; ou

4. você escolheu o conjunto mais apropriado de regressores.

Nosso enfoque ao desafio do viés potencial da variável ormtida é duplo. Primeiro, um conjunto fundamental
ou básico de regressores deveria ser escolhido utilizando-se uma combinação de julgamento cuidadoso, teoria
económica e conhecimento sobre como os dados coram coletados; a regressão que utiliza esse conjunto básico
de regressores às vezes é identificada como uma especificação de base. Essa especificação deveria conter as va
dáveis de maior interesse e as variáveis de controle sugeridas pelojulgamento cuidadoso e pela teoria económica.
Contudo, um julgamento cuidadoso e a teoria económica raramente são decisivos e com frequência as variáveis
sugeridas pela teoria económica não são aquelas sobre as quais você possui dados. Portanto, o passo seguinte é
desenvolver uma lista de especificações alternativas concorrentes, isto é, conjuntos de regressores alternativos.
Se as estimativas dos coeficientes de interesse são numericamente semelhantes entre as especificações alternati-
vas, isso 6ornecc evidência de que as estimativas de sua especificação de base são confiáveis. Se, por outro lado,
as estimativas dos coeficientes de interesse variam substancialmente entre as especificações, isso freqüentemente
fornece evidência de que a especificação original apresentava um viés de omissão de variáveis. Detalharemos esse
enfoque para especi6cação de modelos na Seção 7.2 após estudar algumas ferramentas para especificar regressões.

5.11 Viés de Omissão de Variáveis e
Regressão Múltipla

Os estimadores de MQO dos coeficientes na regressão múltipla apresentarão viés de omissão de variáveis se

um determinante omitido de X 6or correlacionado com pelo menos um dos regressores. Por exemplo,.alunos.de
famílias ricas freqüentemente dispõem de mais oportunidades de aprendizado do que seus colegas de

famílias

menos ricas. o que poderia leva-los a melhores pontuações nos exames. Além disso, se a diretoria é rica as esco
las tendem a ter orçamentos maiores e razões aluno-professor menores. Se üor esse o caso, a riqueza dos alunos
e a razão aluno-professor estarão negativamente correlacionadas e a estimativa de MQO do coehciente da razão
alun' ' ' o eíêito da renda média da diretoria, mesmo após o controle da porcentagem de alunos

que esú aprendendo inglês- Em suma, a omissão da situação económica dos alunos poderia levar a um viés de
omissão de variáveis na regressão da pontuação nos exames sobre a razão aluno-professor e a percentagem de

alunos que está aprendendo inglês. . . ''.. :....'-- "m
As condições gerais para o viés de omissão de variáveis na regressão muitipia sao seincnianLçs '"luç" ' ''

íicientes são viesados As duas condições para o viés de omissão de variáveis na regressão múltipla estão resumi-
das no Conceito-Chave 5.9. . . .

Em termos matemáticos, se as duas condições para o viés de omissão de variáveis são satisfeitas, pelo menos

um dos regressores está correlacionado com o termo de erro. Isso significa que a expectativa condironal de K
idos Xlí, .. Xkí é diferente de zero, de modo que a primeira hipótese de mínimos quadrados é violada. Como

resultado. o viés de omissão de variáveis persiste mesmo que o tamanho da amostra seja grande, isto é, o viés de

omissão de variáveis sugere que os estimadores de M(.20 são inconsistentes.

5.1 2 Análise do Conjunto de
Dados de Pontuação nos Exames

Nesga seção, apresentamos uma análise do efeito da razão aluno professor sobre a pontuação nos exames uti-
lizando a base de dados sobre a Cali6órnia. Nosso objetivo principal é fornecer um exemplo em que a análise de
regressão múltipla é utilizada para atenuar o viés de omissão de variáveis. Nosso objetivo secundário é demons
arar como utilizar uma tabela para resumir os resultados da regressão.

Essa análise se concentra na estimativa do efeito de uma variação na razão aluno professor sobre a pontua-
ção nos exames, mantendo constantes as características dos alunos que a superintendente não pode controlar.
Anteriormente, estimamos regressões que incluíam tanto a razão aluno professor quanto o gasto por aluno.
Naquela regressão, coeâciente da razão aluno-professor era o efeito de uma variação na razão aluno-professor,
mantendo constante o gasto por aluno; nossas estimativas sugeriram que esse efeito é pequeno e não é, em ter-
mos estatísticos, significativamente diferente de zero. As regressões relatadas aqui não incluem o gasto por aluno,
de modo que o efeito estimado da razão aluno-professor não mantém o gasto por aluno constante.

Muitos Estores iní[uenciam potencia[mente a pontuação média nos exames cm uma diretoria regional de
ensino. Alguns favores que poderiam influenciar a pontuação nos exames estão correlacionados com a razão aluno-

proâessor, de modo que a omissão deles da regressão resultaria em um viés de omissão de variáveis. Se há dados
disponíveis sobre as variáveis omitidos, a solução para esse problema é a inclusão dessas variáveis como regres-
sores adicionais na regressão múltipla. Quando fazemos isso, o coeficiente da razão aluno-professor é o efeito de
uma variação na razão aluno professor, mantendo constantes os demais fatores.

Aqui consideramos três variáveis que controlam as características subjacentes dos alunos que poderiam in-
Uuenciar a pontuação nos exames. Uma dessas variáveis de controle, utilizada anteriormente, é a ilação de alunos
que ainda está aprendendo inglês. As duas outras variáveis são novas e controlam a situação económica dos alunos.

l#

Especificação de Modelos na
Teoria e na Prática

Na teoria, quando há dados disponíveis sobre a variável omitida, a solução para o viés de omissão de va-
riáveis é incluir a variável omitida na regressão. Na prática, contudo, a decisão sobre a inclusão ou não de urna

variável em particular pode ser difícil e requer um julgamento.
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Como não existe uma medida peúeita da situação económica na base de dados, utilizamos dois indicadores imper-
feitos de baixa renda diretoria de ensino. A primeira variável nova é a percentagem de alunos com direito a
almoço subsidiado ou gratuito na escola. Os alunos têm direito a esse programa se a sua renda familiar está abaixo
de um determinado patamar (aproximadamente 1 50 por cento da linha de pobreza). A segunda variável nova é
a percentagem de alunos da diretoria cujas famílias têm direito a um programa de auxílio à renda da Cali6órnia.
O direito das fanúlias a esse programa depende em parte da renda familiar, porém o patamar estabelecido é mais
baixo (mais estrito) do que o patamar para o programa de almoço subsidiado. Essas duas variáveis medem, por-
tanto, a cação de crianças com dificuldades ânanceiras da diretoria; e, embora estejam relacionadas, elas não são
perfeitamente correlacionadas (seu coeficiente de correlação é 0,74). Embora a teoria sugira que a situação
econânbca possa ser um eator omitido importante, a teoria e ojulgamento cuidadoso realmente não nos ajudam
a decidir qual dessas duas variáveis (percentagem que tem direito a um almoço subsidiado ou porcentagem que
tem direito a um auxílio à renda) é uma medida melhor da situação económica. Para nossa especificação de base,
escolhemos a percentagem com direito a um altnoço subsidiado como a variável da situação económica, mas
consideramos uma especificação alternativa que inclui também a outra variável.

A Figura 5.2 mostra gráficos de dispersão da pontuação nos exames e essas variáveis. Cada uma das variáveis
exibe unia correlação negativa com a pontuação nos exames. A correlação entre a pontuação nos exames e a
percentagem de alunos que está aprendendo inglês é 1),64; entre a pontuação nos exames e a porcentagem com
direito a uni almoço subsidiado, a correlação é de 0,87; e entre a pontuação nos exames e a porcentagem
com direito a um auxílio à renda ela é de -0,63.

Agora contemplamos um problema de comunicação. Qual é a melhor maneira de mostrar os resultados de
diversas regressões múltiplas que contêm subconjuntos diferentes de regressores possíveis? Até aqui, apresenta-
mos os resultados de uma regressão escrevendo as equações da regressão estimada, como na Equação (5.18). Isso
é adequado quando há somente alguns poucos regressores e algumas poucas equações, porém esse método de
apresentação pode ser confuso para um número maior de regressores e equações. Uma maneira mais eâciente de
comunicar os resultados de várias regressões é por meio de uma tabela.

A Tabela 5.2 resume os resultados de regressões da pontuação nos exames sobre vários conjuntos de
regressores. Cada coluna resume uma regressão. E cada uma tem a mesma variável dependente, pontuação
nos exames. Nas primeiras cinco linhas, as entradas são os coeficientes de regressão estimados, com seus
respectivos erros padrão abaixo deles, entre parênteses. Os asteriscos indicam se a estatística f, que testa a
hipótese de que o coeficiente relevante é zero, é significante ao nível de 5 por cento (l asterisco) ou ao nível
de l por cento (2 asteriscos). As três últimas linhas contêm estatísticas-resumo da regressão (erro padrão da
regressão, EPR e o R2 custado, IRZ) e o tamanho da amostra (que é o mesmo para todas as regressões, 420
observações)

Todas as informações que apresentamos até aqui na forma de equações são mencionadas em uma coluna
dessa tabela. Por exemplo, considere a regressão da pontuação nos exames contra a razão aluno-professor, sem
variáveis de controle. Na forma de equação, essa regressão é

FIGURA 5.2 Gráficos de Dispersão de Pontuação nos Exames versus Três Características de Alunos

Os gráficos de dispersão

mostram uma relação

negativa entre a pontuação
nos exames e jal

a percentagem de alunos

que está aprendendoinglês

jcorrelação = -0,6al;

lbl a porcentagem de
alunos com direito a

almoço subsidiado

jcorrelação = -0,87)e
lc) a porcentagem com

direito a auxílio à renda

jcorrelação = --0,63).

Pontuação nos exames Pontuação nos exames

0 25 50 75 100

Porcentagenl

(a) Porcentageill de alunos que

está aprendendo inglês

0 25 50 75 100

Porcentagem

(b) Percentagem caju direito a

almoço subsidiado

Pontuação nos exames
720

'00

680

660

640

.+

a J'..=
+

600
0 25 50 75 100

Porcentagem
(c) Porcentagem com direito a

auxílio à renda

PontExame 698,9 2,28 x R.4P, R2 = 0,049, EPR = 19,26, rz = 420.

(l0,4) (0,52)
(5.31)

Toda essa informação está na coluna (1) da Tabela 5.2. O coe6lciente estimado da razão aluno-professor
(--2,28) está na primeira linha de entradas numéricas, e seu erro padrão (0,52) está entre parênteses logo abaixo
do coe6lciente estimado. O intercepto (698,9) e seu erro padrão (l0,4) estão na linha chamada de ''lnter-
cepto". (Algumas vezes essa linha ê chamada de "constante", uma vez que, conforme discutido na Seção 5.2, o
intercepta pode ser visto como o coeâciente de um regressor que é sempre igual a um.) Da mesma forma, o R'
(0,049), o EPR (18,58) c o tamanho da amostra n (420) estão nas últimas linhas. As entradas em branco nas li-
nhas dos outros regressores indicam que eles não estão incluídos nessa regressão.

Essas regressões coram estimadas com base nos dados sobre direeorias regionais de ensino K-8 na Caheórnia, descritos no Apêndice 4.1. Os erros
padrão aparecem entre parênteses abaixo dos coeficientes. O coeâlciente individual é estatisticamente signi6cante ao nível de &5 por cento ou
de #+l por cento utilizando um teste bicaudal

L

TABELA 5.2 Resultados de Regressões da Pontuação nos Exames sobre a Razão Aluno-Professor e sobre as Variáveis
de Controle de Características de Alunos com a Utilização de Dados do Ensino Fundamental das
Diretorias Regionais de Ensino da Califórnia

Variável dependente: pontuação média nos exames na diretoria

Regressar (1) (2) (3) (4) (5)

Razãoa[uno professor(Xt) 2,28#'k --],10ã' --1,00'K# --1,31'K'K --],O]##
(0,52)(0,43)(0,27)(0,34)(0,27)

Porcentagem de alunos aprendendo inglês(Xp) --0,650## 0,122'K# 0,488H"K 0,130##
(0,031) (0,033) (0,030) (0,036)

Percentagem com direito a almoço subsidiado(X.) 0,547'K'K 0,529H"K

(0,024) (0,038)

Porcentagem com direito a auxílio à renda(X4) --0,790+'K 0,048
(0,068) (0,059)

Intercepto 698,9'K# 686,0'K'K 700,2'K'K 698,0'k'K 700,4'K'k

(l0,4) (8,7) (5,6) (6,9) (5,5)
Estatísticas-resumo

EPR 18,58 14,46 9,08 11,65 9,08

R2 .o,049 0,424 0,773 0,626 0,773

rz 420,0 420,0 420,0 420,0 420,0
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Embora a tabela não apresente as estatísticas f, estas podem ser calculadas a partir das informações forneci-
das; por exemplo, a estatística f que testa a hipótese de que o coeficiente da razão aluno-professor na coluna (1)
é zero é de 2,28/0,52 - --4,38. Essa hipótese é rqeitada ao nível de l por cento, que está indicado pelo asterisco

duplo próximo do coeficiente estimado na tabela.
As colunas (2)-(5) mostram as regressões que incluem as variáveis de controle medindo as características dos

alunos. A coluna (2), que mostra a regressão da pontuação nos exan:Les sobre a razão aluno-professor e sobre a
porcentagem de alunos que está aprendendo inglês, 6oi expressa anteriormente na Equação (5.16)

A coluna (3) apresenta a especificação de base, em que os regressores são a razão aluno-professor e duas va-
riáveis de controle, a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês e a porcentagem de alunos com direito
a almoço subsidiado.

As colunas (4) e (5) mostram especificações alternativas que examinam o efeito de mudanças na forma como
a situação económica dos alunos é medida. Na coluna (4), a porcentagem de alunos com direito a auxílio à renda

é incluída como regressor e na coluna (5) coram incluídas ambas as variáveis de situação económica.
Os resultados sugerem três conclusões:

proveniente das características dos alunos, as estimativas dessas regressões múltiplas (e os intervalos de confiança
associados a elas) são muito mais úteis para aconselhar a superintendente do que as estimativas com um único
regressor do Capítulo 4.

A análise deste capítulo supôs que a função de regressão da população é linear sobre os regressores, isto é,

que a expectativa condicional de Y. dados os regressores é uma linha reta. Não há, contudo, nenhum motivo em
particular para se pensar assim. Na verdade, o efeito de uma redução na razão aluno-professor pode ser comple-
tamente diferente nas diretorias com turmas grandes em relação às diretorias que já possuena turmas pequenas.
Se õor esse o caso, a rega de regressão da população não é linear nos Xs, e sim uma função não linear dos Xi.
Contudo, para estender nossa análise a funções de regressão que são não lineares nos Xs, precisamos das ferra-
mentas que serão desenvolvidas no próximo capítulo.

Resumo

1. 0 controle das características dos alunos reduz o efeito da razão aluno professor sobre a pontuação nos

exames aproximadamente pela metade. Esse efeito estimado não é muito sensível às variáveis de controle

específicas que são incluídas na regressão. Em todos os casos, o coe6ciente da razão aluno-professor man
tém-se estatisticamente signiâcante ao nível de 5 por cento. Nas quatro especiâcações com variáveis de con-

trole, as regressões (2)-(5), estima-se que a redução da razão aluno-professor em um aluno por professor
aumenta a pontuação média nos exames em aproximadamente um ponto, naantendo constantes as carac-
terísticas dos alunos.

l

2

O viés de omissão de variáveis ocorre quando uma variável omitida (1) está correlacionada com um
regressor incluído e (2) é um detenninante de y.

O modelo de regressão múltipla é um modelo de regressão linear que inclui múltiplos regressores, Xt,
X2, ..., XÉ. Associado a cada regressor há um coeficiente de regressão, /3i, /i2, ., /3k. O coeÊciente /3t é a
variação esperada em y associada a uma variação unitária em Xt , mantendo constantes os demais regres-

sores. Os outros coeficientes da regressão possuem uma interpretação análoga.

Os coeficientes na regressão múltipla podem ser estimados por MQO. (12uando as quatro hipóteses de
mínimos quadrados do Conceito Chave 5.4 são satisfeitas, os estimadores de MQO são não viesados,

consistentes e normalmente distribuídos para amostras grandes.

Testes de hipótese e intervalos de confiança para um único coeâciente da regressão são implementados

essencialmente pela utilização dos mesmos procedimentos utilizados no modelo de regressão linear com
uma variável do Capítulo 4. Por exemplo, um intervalo de conâança de 95 por cento para /3i é dado por

D: t 1,96EP(/jl).

Hipóteses que envolvem mais de uma restrição sobre os coeâcientes são chamadas de hipóteses conjun-

tas. As hipóteses conjuntas podem ser testadas pela utilização de uma estatística F.

O erro padrão da regressão, o R2, e o RZ são estatísticas-resumo para o modelo de regressão múltipla.

3

4

2. As variáveis de características dos alunos são previsores muito úteis da pontuação nos exames. A razão

aluno-professor sozinha explica apenas uma pequena oração da variação na pontuação nos exames: o R' na

coluna (1) é 0,049. Contudo, o R2 dá un-l salto quando as variáveis de características dos alunos são adi-
cionadas. Por exemplo, o RZ na especificação de base, regressão (3), é 0,773. O sinal dos coeficientes das

variáveis demográâcas dos alunos é consistente com os padrões observados na Figura 5.2: diretorias com
muitos alunos aprendendo inglês e diretorias com muitas crianças pobres apresentam pontuações menores
nos exames 5

6
3. As variáveis de controle nem sempre são estatisticamente significantes em termos individuais: na especifi-

cação (5), a hipótese de que o coeficiente da porcentagem com direito a auxílio à renda é zero e não é
rdeitada ao nível de 5 por cento (a estatística f é -4,82). Como a adição dessa variável de controle à especi-
ficação de base (3) possui um efeito desprezível sobre o coeficiente estimado e seu erro padrão e como o
coeficiente dessa variável de controle não é significativo na especiâcação (5), essa variável de controle adi-

cional é redundante, pelo menos para esta análise.

P

Termos-chave
viés de omissão de variáveis (98)

modelo de regressão n-múltipla (1 02)
rota de regressão da população (102)

filnção de regressão da população (102)
intercepto (]02)

coeficiente de Xií (102)

variável de controle (102)

efeito parcial (103)

modelo de regressão múltipla da população (103)
homoscedástico (103)

heteroscedástico (103)

estimadores de MQO de /3o, /3i,
reta de regressão de MQO (104)

valor previsto (104)
resíduo de MQO (104)
multicolinearidade peúeita(1 07)

multicolinearidade impeúeita(108)
restrições (1 13)
hipótese conjunta (113)
estatística F (1 14)
conjunto de confiança de 95 por cento (1 17)
R2 e R2 ajustado (R2) (118, 119)
especificação de base (121)

especificações alternativas(121)
regra de bolso da estatística F (122)

5.13 Conclusão

Este capítulo começou com uma preocupação: na regressão da pontuação nos exames contra a razão aluno-
pro6essor, as características omitidas dos alunos que influenciam essa pontuação podem estar correlacionadas
com a razão aluno-professor na diretoria e, se fosse esse o caso, a razão aluno-professor na diretoria captada o
efeito das características emitidas de alunos sobre a pontuação nos exames. Desse modo, o estimador de MQO
teria um viés de omissão de variáveis. Para atenuarmos esse viés potencial da variável omitida, podemos aumen-

tar a regressão incluindo variáveis que controlam várias características dos alunos (a percentagem de alunos que
está aprendendo inglês e duas medidas da situação económica do aluno). Fazendo isso, o efeito estimado de
uma variação unitária na razão aluno-professor é diminuído pela metade, embora continue sendo possível rejeitar

a hipótese nula de que o efeito da pontuação nos exames na população -- mantendo constantes essas variáveis de
controle -- é zero ao nível de significância de 5 por cento. Como eliminam o viês de omissão de variáveis

/3k (104)
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Revisão dos Conceitos

5.1 Uma pesquisadora está interessada no efeito do uso do computador sobre a pontuação nos exames. Empre-
gando dados das diretorias regionais de ensino semelhantes aos que coram utilizados neste capítulo, ela
regride a pontuação média nos exames da diretoria sobre o número de computadores por aluno. Você acha

que /31 será um estimador não viesado do efeito de um aumento do número de computadores por aluno
sobre a pontuação nos exames? Justifique. Em caso afirmativo, trata-se de um viés para cima ou para baixo?

Por quê?

Unam regressão múltipla inclui dois regressores: }Ç = /3o + /3lXI. + /32X2.- + u.. Qual será a variação esperada

de y se XI aumentar 3 unidades e X2 pernaanecer constante? Qual será a variação esperada de y se X2
diminuir 5 unidades e Xt permanecer constante? Qual será a variação esperada de y se XI aumentar
3 unidades e Xo diminuir 5 unidades?

Explique por que dois regressores peüeitamenre nlulticolineares não podem ser incluídos em uma regressão

linear múltipla. [)ê dois exemp]os de um par de regressores perfeitamente mu]tico]ineares.

Explique como você testada a hipótese nula de que /il = 0 no modelo de regressão múltipla }Ç = /3o + /3lXii
+ /32X2í + u.. Explique como testada a hipótese nula de que /32 = 0 e a hipótese conjunta de que /31 = 0 e
/32 = 0. Por que o resultado do teste conjunto não é uma implicação dos resultados dos primeiros dois destes?

Dê um exemplo de uma regressão que provavelmente teria um valor alto de R2 mas que produziria csti-
madores viesados e inconsistentes do(s) coe6tciente(s) da regressão. Explique por que o R2 provavelmente
seria alto e por que os estimadores de MQO seriam viesados e inconsistentes.

5.2

5.3

5.4

5.5

Exercícios

Os sete primeiros exercícios referem-se à tabela de regressões estimadas a seguir, calculadas utilizando se
dados do CPS (Current Popu[ation Survey) de 1998. A base de dados consiste de informações sobre quatro mi]
trabalhadores empregados em período integral durante o ano inteiro. O grau de instrução nazis elevado para cada
trabalhador seria o ensino médio completo ou o superior completo. A faixa etária dos trabalhadores é de 25 a
34 anos. A base de dados também contém informações sobre a região do país onde a pessoa viveu, o estado civil
e o número de filhos. Sejam para este exercício f 5.1

5.2

5.3

Acrescente 'k(5 por cento) e ##(l por cento) à tabela para indicar a significância estatística dos coefi-
cientes.

Calcule RZ para cada uma das regressões

Com base nos resultados da regressão da coluna (1), responda:
'ka. Trabalhadores com curso superior têm salários maiores, em média, do que trabalhadores com

apenas ensino médio? Em quanto são maiores? A diferença de salários estimada por essa regressão
é estatisticamente significante ao nível de 5 por cento?

b. Os homens têm em média salários maiores do que as mulheres? Em quanto são maiores? A dize
rença de sa]ários estimada por essa regressão é estatisticamente signiâcante ao nível de 5 por cento?

Com base nos resultados da regressão da coluna (2), responda:
a. A idade é um determinante importante do salário? Explique.
b. Sally é ul-na mulher de 29 anos com curso superior. Betsy é uma mulher de 34 anos com curso

superior. Faça uma previsão dos salários de SaUy e de Betsy e construa um intervalo de confiança
de 95 por cento para a diferença esperada entre seus salários.

Com base nos resultados da regressão da coluna (3), responda:
#a. Existem diferenças regionais importantes?

b. Por que o regressor Oeste üoi omitido da regressão? O que aconteceria se ele fosse incluído?

SMH = salário médio por hora (em dólares de 1998)

Faculdade - variável binária (l se curso superior, 0 se ensino médio)

Mu/ber = variável binária (] se mulher, 0 se homem)
/dado = idade (em anos)

Nordeste - variável binária (l se Região - Nordeste, 0 caso contrário)

Cefzrro-Oeste = variável binária (l se Região - Centro Oeste, 0 caso contrário)
Su/ = variável binária (l se Região - Sul, 0 caso contrário)

Oeste - variável binária (l se Região - Oeste, 0 caso contrário) 5.4

5.5

Resultados de Regressões do Salário Médio por Hora sobre as Variáveis Binárias Sexo e Grau de Instrução e outras
Características Utilizando Dados do Current Population Survey de 1 998.

Variável dependente: Salário Médio por Hora (SMH).

Regressar (1) (2) (3)

Faculdade (XI) 5,46 5,48 5,44
(0,21) (0,21) (0,21)

Mulher (X2) --2,64 2,62 2,62
(0,20) (0,20) (0,20)

Idade (X3) 0,29 0,29
(0,04) (0,04)

Nordeste (X4) 0,69
(0,30)

Centro-Oeste (X5) 0,60
(0,28)

(0,26)

Intercepto 12,69 4,40 3,75
(0,14) (1,05) (1,06)

Estatísticas-resumo e Testes Conjuntos

Estatística F para efeitos regionais - 0 6,10

EPR6,276,226,21
Rz 0,176 0,190 0,194

n 4.000 4.000 4.000
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'Kc. Juanita é uma mulher do Sul de 28 anos com curso superior. Molly é uma mulher do Oeste de 28
anos com curso superior. Jenniüer é uma mulher do Centro-Oeste de 28 anos com curso superior.

ci. Construa um intervalo de conâança de 95 por cento para a diferença entre os salários espe-

rados de Juanita e Molly.
cii. Calcule a diferença esperada entre os salários de Juanita e Jennifer

ciii. Explique como você construiria um intervalo de conâanç.a de 95 por cento para a dife-
rença entre os salários esperados de Juanita e Jenni6er. (Dica: O que aconteceria se você
incluísse Oeste e excluísse Centro-Oeste da regressão?)

A regressão da coluna (2) üoi estimada novamente utilizando-se dessa vez dados de 1992. (Quatro mil

observações foram selecionadas aleatoriamente do CPS de março de 1993 e convertidas para dólares

de 1998 por meio do Índice de Preços ao Consumidor.) Os resultados são

APÊNDICE

5.2
Distribuição dos Estimadores de MQO Quando Há
Dois Regressores e Erros Homoscedásticos

Embora a fórmula geral para a variância dos estimadores de MQO eni regressão múltipla sqa complicada, se há dois

regressores (b : 2) e os erros são homoscedásticos, a fórmula se torna simples o suficiente para fornecer alguma percepção
da distribuição dos estimadores de MQO.

Como os erros são homoscedásticos, a variância condicional de u. pode ser escrita colllo var(u. l Xi., X2.) = (Ç . Quando

há dois regressores, Xt.. e X2, e o termo de erro é honloscedástico, para amostras grandes, a distribuição amostrar de Õ] é

N(/jt, (É), onde a variância dessa distribuição, (e, é

5.6

SMH = 0,77 + 5,29Facu/Jade 2,59Mt4//zer + 0,40/Jade, EPR = 5,85, RZ = 0,21

(0,98) (0,20) (0,18) (0,03)

'

)

(5.33)

onde px,.x, é a correlação da população entre os dois regressores XI e X2 e («. é a variância da população de Xi.

A variância de aB< da distribuição amoscral de/it depende do quadrado da correlação entre os regressores. Se X. e X: são

altamente correlacionadas, seca positiva ou negativamente, /#. .x, é próximo de um e, portanto, o termo l pi. .x. no deno-

minador da Equação (5.33) é pequeno e as variâncias de /31 e /32 são maiores do que serian} se px..x. fosse próximo de zero. Isso
requer uma interpretação intuitiva. Lembre se de que o coeficiellte de XI é o efeito de uma variação unitária no primeiro
regressar, mantendo o segundo constante. Se os dois regressores são altamente correlacionadas, é difícil estimar o efeito par-

cial do primeiro regressar, mantendo o segundo constante, uma vez que os dois regressores variam juntos na população.

Por exemplo, suponha que queremos estimar os efeitos separados sobre a pontuação nos exames de um número maior
de professores (R.4P menor), mantendo constante o gasto por aluno, e de ter um gasto maior por aluno, mantendo cona
cante a R.4P. Como os salários dos professores correspondem a uma parcela muito grande do orçamento de unia escola de

ensino fundamental, R.4P e gasto por aluno têm uma corte correlação negativa (mais professores significa uma RHP menor

e gastos maiores por aluno). Como essas duas variáveis eêm uma 6oree correlação negativa, seria difícil estimar os efeitos se

parados com precisão utilizando urna amostra de dados. Isso se reflete matenaaticamente en] uma grande variância de /31.
Outra característica da distribuição conjunta normal para amostras grandes dos estimadores de MQO é que /3i e /i2 em

geral são correlacionados. Quando os erros são homoscedásticos, a correlação entre os estimadores de MQO /ii e /32 é o ne
cativo da correlação entre os dois regressores:

Comparando essa regressão à regressão para 1998 mostrada na coluna (2), é possível dizer que houve
uma variação estatisticamente significante no coeficiente de Fact4ídade?

Avalie a seguinte a6rmação: "Em todas as regressões, o coeficiente de Mulher é negativo, grande e esta-
tisticamente significante. Isso fornece uma evidência estatística corte da discriminação sexual no mer-
cado de trabalho dos Estados Unidos"

Considere o modelo de regressão X = /jo + /jlXtí + /32X2Í + t4... Utilize o ''Enfoque ne 2" da Seção

5.8 para transformar a regressão de modo que você possa utilizar uma estatística r para testar

b. /31 + a/32 = 0, onde a é uma constante;
c. /3. + /j: = 1. (Dica: Você deve redefinir a variável dependente na regressão.)

O Apêndice 5.3 fornece duas fórmulas para a regra de bolso da estatística F, as equações (5.38) e
(5.39) . Mostre que as duas fórmulas são equivalentes.

/j. = /3:a

+5.7

5.8

5.9

f corr(Ót,/32) - --px:.x: (5.34)

APÊNDICE

5.1 Derivação da Equação (5.1) APÊNDICE Duas outras Formas de Testar

!..?] Hipóteses Conjuntas
Este apêndice apresenta uma derivação da fórmula para o viés de omissão de variáveis da Equação (5.1). A Equação

(4.51) do Apêndice 4.3 afirma que

{:K-©";
. nl

PI - Pi + ----;
}E (.x -©:

O método da Seção 5.7 é a 6ornla preferida de testar hipóteses conjuntas em regressão múltipla. Contudo, se o autor
de um estudo apresentou resu]tados de regressão mas não testou uma restrição conjunta que ]he interessa e você não dispõe

dos dados originais, a estatística F da Seção 5.7 não pode ser calculada.
Este apêndice descreve duas outras formas de testar hipóteses conjuntas que podem ser utilizadas quando você tem ape-

nas uma tabela de resultados de regressão. A primeira, o teste de Bonâerroni, é a aplicação de um enfoque de teste bastante

geral baseado na desigualdade de Bonâerroni. A segunda, uma regra de bolso da estatística F, é um enfoque especial para
regressão múltipla que se justifica teoricamente apenas se os erros são homoscedásticos; a regra de bolso da estatística F ê a

estatística F correspondente à estatística [ calculada utilizando-se erros padrão somente homoscedásticos

(5.32)

Sob as hipóteses de mínimos quadrados no Conceito-Chave 5.4, :)l(Xí R)2 -a' (6 e Zêl(Xi - X)uí ---> cov(tJ,Xi)

- Px.q.ox. A substituição desses limites na Equação (5-32) gera a Equação (5.1)-
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O Teste de Bonferroni
O oeste de Bon6erroni é um teste de hipóteses conjuntas com base nas estatísticas f das hipóteses individuais; isto é,

é o teste da estatística f "uma de cada vez" da Seção 5.7 conduzido de maneira apropriada. O teste de Bonferroni da

hipótese nula conjunta /il = /JI,o e /i2 : /i2.0 com base no valor crítico c > 0 utiliza a seguinte regra:

TABELA 5.3 Valores Críticos de Bonferroni c para o Teste da Estatística f
"Uma de Cada Vez" de uma Hipótese Conjunta

Nível de significância

Aceite se l ft ' $ c e se l f2 l É c; c;\se contrário, rejeite
(teste de Bon6erroni da estatística f "uma de cada vez")

(5.35)

em que fl e f2 são as estatísticas f que testam respectivamente as restrições sobre /it e /JZ.
O truque é esco]her o valor crítico c de [a] forma que a probabilidade de que o teste "uma de cada vez" rejeite a hipótese

nula quando esta 6or verdadeira não sqa maior do que o nível de significância desejado, digamos, 5 por censo. Isso é deito

utilizando-se a desigualdade de Bon6erroni para escolher o valor crítico c que permita tanto o fato de duas restrições estarem
sendo testadas quando qualquer correlação possível entre fi e f2.

Aplicação para a Pontuação nos Exames
As estatísticas f que testam a hipótese nula conUunea de que os coeficientes verdadeiros sobre pontuação nos exames e

gasto por aluno na Equação (5.18) são, respectivamente, f] = --0,60 e f2 - 2,43. Ainda que l f] 1 < 2,241, como l l2 1 > 2,241,
podemos releicar a hipótese nula conyunca ao nível de significância de 5 por cento utilizando o teste de Bonferroni. Con-
tudo, tanto ft quanto f2 são menores do que 2,807 em valor absoluto; desse modo, não podemos rejeitar a hipótese nula con

junta ao nível de significância de l por cento utilizando o teste. Mas, se utilizarmos a estatística F da Seção 5.7, seremos
capazes de rejeitar essa hipótese ao nível de signiâcância de l por cento.

A Desigualdade de Bonferroni
A desigualdade de Bon6erroni é um resultado básico da teoria da probabilidade. Sejam 4 e B eventos. Sela .'lnB o

evento ",4 e B"(a intersecção entre ,4 e B) e seja HuB o evento ".4 ou B ou ambos"(a união de .4 e B). Então, P(JuB) :
P(.4) + P(B) P(.4n13). Conto P(.4nB) à 0, segue-se que P(.4uB) É P(d) + P(B). Essa desigualdade, por sua vez, implica

que [ -- P(HuB) à ] -- [P(.4) + P(B)]. Sejam .4' e B' os complementos de 4 e B, isco é, os eventos "não .4" e "não B". Comia
o complemento de HU/3 é .4'nB', l P('4u13) - P(H'nB'), que produz a desigualdade de Bonâerroni, a saber, P('4'nB')
à l - [P(H) + P(B)].

Agora seja .4 o evento l ft 1 > c e B o evento l r2 1 > c. Então, a desigualdade P( 4uB) É P('4) + P(B) produz Regrade Bolso da Estatísticas
A regra de bolso da estatística F é calculada utilizando uma fórmula simples baseada na soma dos quadrados dos resí-

duos de duas regressões. Na primeira regressão, chamada de regressão restrita, a hipótese nula é forçada a ser verdadeira

Quando a hipótese nula é do tipo da Equação (5.20), em que todos os valores da hipótese são iguais a zero, a regressão restrita

é aquela en] que godos os coeficientes são fixados em zero, isto é, os regressores relevantes são excluídos da regressão. Na
segunda regressão, chamada de regressão irrestrita, permite se que a hipótese alternativa seja verdadeira. Se a soma dos

quadrados dos resíduos eor su6cientemente menor na regressão irrestrita do que na regressão restrita, o desce rejeitará a
hipótese nula.

A regra de bolso da estatística F é dada pela fórmula

p( fl >cou lf21 >couambos)ÇP(lfl >c) +P(lr2 >c). (5.36)

Testes de Bonferroni
Como o evento " l fl > c ou l í2 1 > c ou atnbos" é a região de rejeição do teste "uma de cada vez", a Equação (5.36)

fornece uma forma de escolher o valor crítico c de modo que a estatística f"uma de cada vez'' tenha o nível de significân-

cia desejado para amostras grandes. Sob a hipótese nula, para amostras grandes, P( 1 [1 1 > c) - P( ]2 1 > c) - P( l ZI > [). Assina,

a Equação (5.36) implica que, para amostras grandes, a probabilidade de que o teste "uma de cada vez" rejeite sob a hipótese
nula é F

(SQR ..:.ü.. SSRi....H.a)/q

SQR....,.... /(n -- &;.",..,. l)
(5.38)

Pn.(o teste "uma de cada vez" rejeite) É 2P( l Z > c) (5.37) onde SQR...,,..,. é a soma dos quadrados dos resíduos da regressão restrita, SQK.,,..,,... é a soma dos quadrados dos resíduos

da regressão irrestrita, g é o número das restrições sob a hipótese nula e &..,,.",.... é o número de regressores na regressão irrestrita.
Uma fórmula alternativa equivalente para a regra de bolso da escaeística F baseia se no R' das duas regressões:A desigualdade na Equação (5.37) fornece unam forma de escolher o valor crítico c de modo que a probabilidade de rejeição

sob a hipótese nula sqa igual ao nível de significância desejado. O enfoque de BonÉerroni pode ser estendido para mais de dois

coeficientes; se há g restrições sob a hipótese nula, o Eator 2 do lado direito da Equação (5.37) é substituído por g.
A Tabela 5.3 apresenta valores críticos c para o teste "uma de cada vez" de Bon6erroni para vários níveis de significân-

cia e q - 2, 3 e 4. Por exemplo, suponha que o nível de significância desejado seja 5 por cento e q = 2. De acordo com a
Tabela 5.3, o valor crítico c é 2,241 . Esse va]or crítico é o percenti] 1 ,25 por cento da distribuição normal padrão, de n)odo

que P( l ZI > 2,241) - 2,5 por cento. Desse modo, a Equação (5.37) nos diz que, para amostras grandes, o teste "uma de
cada vez" da Equação (5.35) rejeitará no máximo 5 por cento do tempo sob a hipótese nula.

Os valores críticos da Tabela 5.3 são maiores do que os valores críticos para testar uma restrição única. Por exemplo,

para q ' 2, o teste "uma de cada vez" rejeita se pelo menos uma estatística f exceder 2,241 em valor absoluto. Esse valor
crítico é maior do que 1,96 porque corrige apropriadamente o fato de que, ao examinar duas estatísticas f, você tem unia
segunda chance de rejeitar a hipótese nula conjunta, conforme discutido na Seção 5.7.

Se as estatísticas f individuais se basearem en] erros padrão robustos quanto à heteroscedasticidade, o teste de Bon6er-

roni será válido independentemente da presença de heteroscedasticidade, mas se as estatísticas f se basearem em erros padrão
somente homoscedásticos, o teste só será válido na presença de homoscedasticidade.

F
IRâ..,,í,. Kã.....)/ç

(l - Rã......)/(n - É..",.,. - l)
(5.39)

Se os erros são hontoscedásticos, a diferença entre a regra de bolso da estatística F, calculada por meio da Equação

(5.38), e a estatística F utilizada na Seção 5.7 desaparece à medida que o tamanho da amostra n aumenta. Desse modo, se os
erros são homoscedásticos, a distribuição amosEral da regra de bolso da estatística F sob a hipótese nula é, para amostras

Essas fórmulas de regras de bolso são fáceis de calcular e requerem uma interpretação intuitiva em termos de quão bem
as regressões irrestrita e restrita se ajustam aos dados. Infelizmente, elas são válidas somente se os erros são homoscedásticos.

Como a homoscedasticidade é um caso especial com o qual não se pode contar em aplicações com dados económicos, ou,
de forma mais geral, com bases de dados normalmente encontradas nas ciências sociais, a regra de bolso da estatística F não

é um substituto satisfatório para a estatística F robusta quanto à heeeroscedasticidade da Seção 5.7

grandes Fç
n
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Aplicação para a Pontuação nos Exames e a Razão Aluno-Pt'ofessor
Para testar a hipótese nula de que os coeficientes da população de R 4P e Gasto são 0, controlando % 4/, precisatnos

calcular a SQK (ou R2) para as regressões restrita e irrestrica. A regressão irrestrita tem os regressei-es RHP, Gasto e %41 e

ê dada na Equação (5.18); seu R2 é 0,4366; isco ê, KI..,... = 0,4366. A regressão restrita impõe a hipótese nula conjunta de

que os coeficientes verdadeiros de R.4/D e Gasto são iguais a zero; isco é, sob a hipótese i)ula, R 4P e Gasto não entram na
regressão da população, embora %dl entre (a hipótese nula não impõe restrição ao coeâciente de % 4 / ). A regressão restrita
estimada por MQO é

Ç PontExame 664,7 0,671 x %,4/, R2 = 0,41 49

(1,0) (0,032) (5.40)

de modo que Kã.,... = 0,4149. O número de restrições é g - 2, o número de observações é /l - 420 e o número de regres.
fores na regressão irrestrita é & - 3. A regra de bolso da estatística F, calculada utilizando-se a Equação (5.39), é

F ,4366 0,4149)/2]/[(1 0,4366)/(420 3 - 1)]

Como 8,01 excede o valor crítico de l por cento de 4,61, a hipótese é rejeitada ao nível de l por cento utilizando o

enfoque da regra de bolso.
Esse exemplo ilustra as vantagens e desvantagens da regra de bolso da estatística F. A vantagem é que ela pode ser cal-

culada com o uso de uma calculadora. A desvantagem é que o valor da regra de bolso da estatística F pode ser muito dize
rente da estatística F robusta quanto à heteroscedasticidade utilizada na Seção 5.7: a estatística F robusta quanto à

heteroscedasticidade que cesta essa hipótese conjunta é 5,43, completamente diferente do valor menos confiável da regra de
bolso somente homoscedástica de 8,01



CAPÍTULO 6 Funções de Regressão
Não-Lineares

os capítulos 4 e 5, supôs-se que a função de regressão da população era linear. Em outras palavras, a
declividade da função de regressão da população era constante, de modo que o efeito de uma variação
unitária em X sobre anão dependia em si do valor de X. Mas e se o efeito de uma variação em X sobre

y depender do valor de uma ou mais variáveis independentes? Se üor esse o caso, a função de regressão da po-

pulação é não-linear.
Neste capítulo, desenvolvemos dois grupos de métodos para detectar e naodelar funções de regressão da po-

pulação não-lineares. Os métodos do primeiro grupo são úteis quando o efeito de uma variação em uma variável
independente, Xt, sobre Y depender do próprio valor de XI. Por exemplo, a redução do tamanho das turmas en-l
um aluno po; professor pode ter um efeito maior em turmas relativamente pequenas do que em turmas tão
grandes que o professor pouco pode fazer além de mantê-las sob controle. Nesse caso, a pontuação nos exames
(y) é uma função não linear da razão aluno-professor (XI), em que a função é mais inclinada quando XI é

pequeno. A Figura 6. 1 mostra um exemplo de função de regressão não-linear com essa característica. Enquanto
a punção de regressão da população linear da Figura 6.la tem uma declividade constante, a função de regressão
da população não-linear da Figura 6.lb apresenta uma declividade mais acentuada quando Xi é pequeno do que
quando é grande. Na Seção 6.2, apresentamos o primeiro grupo de métodos.

Os métodos do segundo grupo são úteis quando o efeito de uma variação em Xt sobre Y depende do valor
de outra variável independente, digamos X2. Por exemplo, alunos que ainda estão aprendendo inglês podem se

bene6ciar em especial de uma atenção mais individualizada; se $or esse o caso, o efeito de uma redução da razão
aluno-professor sobre a pontuação nos exames será maior em diretorias com muitos alunos que ainda estão apren-
dendo inglês que em diretorias com poucos alunos aprendendo inglês. Nesse exemplo, o efeito de uma redução

N

FIGURA 6.1 Funções de Regressão da População com Declividades Diferentes

Na figura 6.1 a, a função de

regressão da população tem uma

declividade constante. Na Figura

6.lb, a decliviclade da função de

regressão da população depende

do valor de XI . Na Figura 6. 1 c,
a declividacle cla função de

regressão da população depende

do valor cle XZ.

Y
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Diminu
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Diminl

Xí
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Função de regressão
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quando XZ = 0

Função de regressão da população quando X2 = l
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na razão aluno professor (XI) sobre a pontuação nos exames (}') depende da percentagem de alunos que está
aprendendo inglês na diretoria (X2). Como a Figura 6. lc mostra, a declividade desse tipo de punção de regressão

da população depende do valor de X2. Na Seção 6.3, apresentamos o segundo grupo de métodos.
Nos modelos deste capítulo, a função de regressão da população é uma função não-linear das variáveis inde-

pendentes, isto é, a expectativa condicional E(Y l Xt.-, ..., Xk.) é uma função não linear de um ou mais Xs. Em-
bora os modelos sejam não lineares nos Xs, eles são funções lineares dos coeficientes (ou parâmetros)
desconhecidos do modelo de regressão da população e, portanto, são versões do modelo de regressão múltipla
do Capítulo 5. Portanto, os coeficientes desconhecidos dessas funções de regressão não lineares podem ser esti-
mados e testados utilizando MQO e os métodos do Capítulo 5.

Nas seções 6.1 e 6.2, apresentamos as funções de regressão não lineares no contexto da regressão com ullla
única variável independente e, na Seção 6.3, fizemos uma extensão para duas variáveis independentes. Para sim-
pli6car, as variáveis de controle adicionais são omitidos nos exemplos empíricos das seções 6.1 6.3. Na prática,
contudo, é importante analisar as funções de regressão não-lineares em modelos que controlam o viés de omis-
são de variáveis ao incluir também as variáveis de controle. Na Seção 6.4, combinamos funções de regressão não-

lineares e variáveis de controle adicionais quando olhamos de perto possíveis não-linearidades na relação entre a
pontuação nos exames e a razão aluno professor, mantendo constantes as características dos alunos.

toda aumentasse. Uma forma de aproximar essa curva matematicamente ê modelar a relação como uma função
quadrática. Isto é, podemos modelar a pontuação nos exames como uma função da renda e do quadrado da renda.

Um modelo de regressão quadrática da população relacionando a pontuação nos exames e a renda é escrito
matematicamente como

Po tt tE)carne ; l3o + j3IRettdai+- j3ZRendai ú- ui, (6.1)

onde /3o, /it e /32 são coeficientes, Rer/dcz. é a renda na f-ésima diretoria, Rendalz é o quadrado da renda na í-ésitna
diretoria e u. é um termo de erro que, como sempre, representa todos os outros fatores que determinam a pon-
tuação nos exames. A Equação (6.1) é chamada de modelo de regressão quadrática porque a função de
}çgressão da população, E(PorifExame. l Refzda.) = /3o + /3tReízda.- + /i2Rendalz, é uma função quadrático da variável
independente, Renda.

Se você conhecesse os coeficientes da população /io, /3t e /32 na Equação (6.1), poderia prever a pontuação
nos exames de uma diretoria com base em sua renda média. Porém, esses coeficientes da população não são co
nhecidos e, portanto, devem ser estimados utilizando uma amostra de dados

A princípio, pode parecer difícil encontrar os coeficientes da função quadrática que melhor se ajustem aos
dados na Figura 6.2. Entretanto, se você comparar a Equação (6. 1) com o modelo de regressão múltipla no Con-
ceito Chave 5.2, verá que essa equação é, na verdade, uma versão do modelo de regressão múltipla com dois
regressores: o primeiro ê Rer/da e o segundo é Rerzda2. Assim, após a de6lnição dos regressores como Reflda e
Ref?da2, o modelo não linear na Equação (6.1) é simplesmente um modelo de regressão múltipla com dois
regressores!

Como o modelo de regressão quadrático é uma variante da regressão múltipla, seus coeficientes da popa
loção desconhecidos podem ser estimados e testados utilizando os métodos de MQO descritos no Capítulo 5. A
estimação dos coeficientes da Equação (6.1) por meio de MQO para as 420 observações na Figura 6.2 produz

6.1 Uma Estratégia Geral para Modelar
Funções de Regressão Não-Lineares

Nesta seção, traçámos uma estratégia geral para modelar funções de regressão da população não lineares. Em
tal estratégia,: os modelos não-lineares são extensões do modelo de regressão múltipla e, portanto, podem ser esti
mados e testados utilizando as ferramentas do Capítulo 5. Primeiro, contudo, voltamos aos dados sobre a pon
Euação nos exames da CaliÉórnia e consideramos a relação entre a pontuação nos exames e a renda na diretoria. PofzfExame = 607,3 + 3,85Rerzda -- 0,0423Rerída2, R2 = 0,554,

(2,9) (0,27) (0,0048)
(6.2)

Pontuação nos Exames e Renda na Diretoria
onde (como sempre) os erros padrão dos coe6lcientes estimados estão entre parênteses. A Figura 6.3 mostra a
função de regressão estimada (6.2) sobreposta ao gráfico de dispersão dos dados. A função quadrática capta a cur
vatura no gráfico de dispersão: é mais inclin;tda para valores baixos da renda na diretoria, mas torna se menos
inclinada à medida que a renda aumenta. Em suma, a função de regressão quadrático parece ajustar-se melhor aos
dados do que a funçãolinear.

No Capítulo 5, constatamos que a situação económica dos alunos é um favor importante para explicar o
desempenho em exames padronizados. Aquela análise utilizou duas variáveis de situação económica (a percen-
tagem de alunos con-l direito a almoço subsidiado e a porcentagem de famílias com direito a auxílio à renda) para
medir a ilação de alunos na diretoria proveniente de famílias pobres. Uma medida diferente, mais ampla, de situa-
ção económica é a renda per capita anual média na diretoria regional de ensino ("renda na diretoria"). A base de
dados da Caliâórnia inclui a renda na diretoria medida em milhares de dólares de 1998. A amostra contén-t un-la

grande gama de níveis de renda: nas 420 diretorias de nossa amostra, a renda mediana na diretoria é de 13,7 (isto

é, US$ 13.700 por pessoa) e varia de 5,3 (US$ 5.300 por pessoa) a 55,3 (US$ 55.300 por pessoa).
A Figura 6.2 mostra um gráâco de dispersão da pontuação nos exames da 5a série contra a renda na direto

ria para a base de dados da Calieórnia, juntamente com a rega de regressão de MQO que relaciona essas duas va-
riáveis. A pontuação nos exames e a renda média têm uma porte correlação positiva, com um coeficiente de
correlação de 0,71; alunos de diretorias ricas têm desempenho melhor nos exames do que alunos de diretorias
pobres. Porém, esse gráfico de dispersão tem uma particularidade: a maioria dos pontos está abaixo da rega de
MQO quando a renda é muito baixa (inferior a US$ 10.000) ou muito alta (superior a US$ 40.000), mas está
acima da rega quando a renda se encontra entre US$ 15.000 e US$ 30.000. Parece haver alguma curvatura na
relação entre pontuação nos exames e renda que não é captada pela regressão linear.

Em suma, parece que a relação entre renda na diretoria e pontuação nos exames não é uma linha rega. Ao

contrário, é não-linear. Uma âlnção não-linear é uma função com uma declividade que não é constante: a fiinção
./'(X) será linear se a declividade de./'(X) Êor a mesma para todos os valores de X, mas, se a declividade depender
do valor de X, então f(X) será não-linear

Se uma linha neta não é uma descrição adequada da relação entre renda na diretoria e pontuação nos exames,
o que seria adequado? Imagine o desenho de uma curva que se ajuste aos pontos da Figura 6.2. Essa curva seria
inclinada para valores baixos de renda na diretoria e se tornaria cada vez mais plana à medida que a renda na dire-

FIGURA 6.2 Gráfico de Dispersão de Pontuação nos Exames versus Renda na
Diretoria com uma Função de Regressão de MQO Linear

Existe uma correlação positiva entre pontuação nos
exames e renda na diretoría jcarrelação = 0,71 l,

porém a reta de regressão de MQO linear não

descreve adequadamente a relação entre
essas variáveis.
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Gráfico de Dispersão de Pontuação nos Exames versus Renda na

Direloria com Funções de Regressão Linear e Quadrálica
onde.f(Xlí, X2í, ...' Xkí) é a função de regressão não-linear da população, uma função possivelmente não-
linear das variáveis independentes XiP X2í, ...' X&.., e uí é o termo de erro. Por exemplo, no modelo de regressão

quadrático da Equação (6.1), somente uma variável independente está presente, de modo que Xt é Renda e a
função de regressão da população é./'(Rerzda.) - /io + /3tRefzda. + /32 Rerzdaf

Como a íilnção de regressão da população é a expectativa condicional de X dados Xli, X2P ..., X&.-, na Equação

(6.3) admitimos a possibilidade de que essa expectativa condicional seja uma função não-linear de XtP X2í,
X&;, isto é, r(yl xtí, x2í, ...' xh..) -./'(XtÍ, X2., .. , X&,), onde./'pode ser uma função não-linear. Se a função

de regressão da população é linear, então.f(Xlí, X2.-, .. , Xb.) - /3o + /3lXlí + /32X2. + + /3ÉXh.- e a Equação (6.3)

torna-se o modelo de regressão linear do Conceito-Chave 5.2. Contudo, essa equação também admite funções
de regressão não-lineares.

A função de regressão cle MQO quadrática ajusta-se

melhor aos dados do que a função de regressão de
MQO linear.
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e#e;fo de uma var;anão em Xt sobre y Conforme discutido na Seção 5.2, o efeito de uma variação em Xi,
AX., sobre Y. mantendo constantes X2, ..., Xb, é a diferença entre o valor esperado de aquando as variáveis inde-
pendentes assumem os valores Xt + AX], X2, ..., Xk e o valor esperado de y quando as variáveis independentes
assumem os valores XI, X2, ..., Xk. A diferença entre esses dois valores esperados, digamos AY. é o que acontece
com y em média na população quando Xt varia em um montante z\XI, n:tangendo constantes as outras variáveis

X2, ..., Xk. No modelo de regressão não-linear da Equação (6.3), esse efeito sobre Yé Ay =./'(XI + AXi, XZ,
.X.k; 'J \'''tl9 '"t2' '''' '''\bJ'

' Como a função de regressão.fé desconhecida, o efeito da população de uma variação en] XI sobre }'tam
bém é desconhecido. Para estimar o efeito da população, p.rimeiro estime a função de regressão da população.
Enl um nível geral, represente essa função estimada por .r; um exemplo dessa função estimada é a função de
regressão quadrático estimada na Equação (6.2). O efeito estimado de uma variação em Xi sobre y (represen
Lado por z\y) é a diferença entre o valor previsto de y quando as variáveis independentes assumem os valores
Xt + AXt, X2, ..., Xk e o valor previsto de aquando as variáveis independentes assumem os valores Xt, X2, ..., XJ:.

O Conceito-Chave 6.1 resume o método para calcular o efeito esperado de uma variação em Xi sobre y

Renda na diretoria
(em milhares de dólares)

Podemos ir uln passo além dessa comparação visual e testar formalmente a hipótese de que a relação entre
re'nda e pontuação nos .exames é linear contra a alternativa de que a relação é não.linear. Se a' relação é linear, a
função de regressão está especificada corretamente como a Equação (6.1), exceto pelo regressor Retzda2, que está
ausente; isto é, se a relação é linear, a equação é válida com /32 = 0. Desse modo, podemos testar a hipótese nula
de que a íiinção de regressão da população é linear contra a alternativa de que ela é quadrático testando a hipótese
nula de que/i2 = 0 contra a alternativa de que/i2 # 0. ' '

Como a Equação(6..1) é somente uma variante do modelo de regressão múltipla, podemos testar a hipótese nula
de que/32 = O ao construirmos a estatística f para essa hipótese. A estatística f é f =(P2 -- 0)/EP(/32), que da Equaç:ão
(6 2) é r - -0,0423/0,0048 - --8,81 . Em valor absoluto, isso excede o valor crítico de 5 por cento desse teste (que é
1,96). De Caro, o vdorp para a estatística f ê menor do que 0,01 por cento, de modo que podemos rdeitar a hipótese
de que/i2 = 0 em todos os níveis de significância convencionais. Portanto, esse teste de hipótese Êormd sustenta nossa

inspeção informal das 6guras 6.2 e 6.3: o modelo quadrático se ajusta melhor aos dados do que o modelo linear

.Ap/ícação ao caso de pontuação nos exames e renda. (.dual é a variação prevista da pontuação nos exames
associada a unia variação da renda na diretoria de US$ 1 .000,00, com base na função de regressão quadrática esti-
mada na Equação (6.2)? Como a função de regressão é quadrática, esse efeito depende da renda inicial na dire
toda. Consideremos, portanto, dois casos: um aumento da renda na diretoria de 10 para ll (isto é, de US$ 10.000

per capita para US$ 11.000) e um aumento da renda na diretoria de 40 para 41.
Para calcularmos AY' associado a uma variação da renda de 10 para 11, podemos aplicar a fórmula geral da

Equação (6.6) ao modelo de regressão quadrático. Fazendo isso, temos
Efeito de uma Variação em X sobre y
em Especificações Não-Lineares

Deixe de lado por.uin momento o exemplo da pontuação nos exames e considere um problema geral. Você
quer saber qual é a variação esperada na variável dependente y quando a variável independente Xi varia em un]
montante AXi, mantendo constantes as outras variáveis independentes X2, ..., X&. Quando a função de regressão

da população e linear, esse efeito é 6acil de calcular: conforme mostrado na Equação (5.4), a variação esperada
em Y é z\y = /3lz\Xt, onde /3Í é o coeficiente da regressão da população multiplicando Xi. Contudo, quando a
6unçao de regressão é não-linear, a variação esperada em y é mais difícil de calcular, uma vez que ela pode depen-
der dos valores das variáveis independentes. ' ' ' ' ' -''

(Óo + Pix ll + Õ,x ll:) (Po + PI x 10 + Õ: x .102), (6.4)

onde /jn, /31 e /32 são os estimadores de M(20.
O termo no primeiro corÜunto de parênteses da Equação (6.4) é o valor previsto de Y quando Rerzda - ll

e o termo no segundo conjunto de parênteses é o valor previsto de y quando Renda - 10. Esses valores são cal-
culados utilizando-se as estimativas de MQO dos coeficientes na Equação (6.2). Dessa forma, quando Renda -

10, o valor previsto da pontuação nos exames é 607,3 + 3,85 X l0 0,0423 x 102 - 641,57. Quando Retida - l l,
o valor previsto é 607,3 + 3,85 X ll -- 0,0423 x l l2 - 644,53. A diferença entre esses dois valores previstos é
z\Y = 644,53 -- 641,57 = 2,96 pontos, isto é, a diferença prevista para a pontuação nos exames entre uma dire-
toria com renda média de US$ 1 ] .000 e outra com renda média de US$ 10.000 é de 2,96 pontos.

No segundo caso, quando a renda passa de US$ 40.000 para US$ 41.000, a diferença nos valores previstos
da Equação (6.4) é Ay = (607,3 + 3,85 x 41 0,0423 x 412) -- (607,3 + 3,85 x 40 -- 0,0423 x 402) - 694,04
-- 693,62 - 0,42 pontos. Assim, uma variação da renda de US$ 1 .000 está associada a uma variação maior da pon-
tuação nos exames prevista se a renda inicial 6or US$ 10.000 do que se ela üor US$ 40.000 (as variações prev:s'

tas são 2,96 pontos e 0,42 pontos, respectivamente). Dito de outra forma, a declividade da função de regressão
quadrática estimada da Figura 6.3 é mais acentuada para valores baixos de renda (como US$ 10.000) do que para
valores mais altos (como US$ 40.000).

Jma fórmula geral parca uma função de regressão da população não-linear. \
da população não-lineares considerados neste capítulo têm a seguinte forma:

Os modelos de regressão

X =./'(Xi.., X2.., X&.) + u.., i' = l n (6.3)

O termo "regressão não-linear" se aplica a duas Canlíhas de modelos conceitualmente diGereiltes. Na primeira família, a função de
regressão da população é uma.fiinção não-linear dos Xi, mas é unia função linear dos parâmetros desconhecidos (os /is). Na segunda

[àmília, a função de regressão da população é uma função não-linear dos parâmetros desconhecidos e pode ou não ser uma função não-
unear dos Xs. lodos os modelos deste capítulo pertencem à primeira Eamíha. Encontraremos modelos da segunda famHia no Capítulo
9 quando tratarmos da regressão cona uma variável binária deperldente. ''" " "--''" ''' -"r

M
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Efeito Esperado de uma Variação em Xi sobre y no
Modelo de Regressão Não-Linear

O,;egundo método é utilizar o "Enfoque na 2'' da Seção 5.8., que envolve a transformação dos regressores
de modo .que, na regressão transformada, un] dos coeficientes seja /ii + 21/32. A demonstração dessa transfor-
mação é deixada como um exercício (veja o Exercício 6.4).

A variação esperada em }', z\Y. associada a uma variação em Xi, AXI, mantendo X2, ..., X,
constantes, é a diferença entre o valor da função de regressão da população antes e depois da
variação em XÍ, mantendo X2, ..., X& constantes. Isto é, a variação esperada em y é a dife-
rença

(#n comentar;o sobre a ;nferprefação de coi:!/icíenfes em especil/7cações não-lineares. No modelo de
regressão múltipla do.Capitulo 5, os coeficientes da regressão tinham uma interpretação natural. Por exemplo,
/3i é a variação esperada em }' associada a uma variação em XI, mantendo constantes os demais regressores. Mas.

como vimos, esse geralmente não é o caso em um modelo não-linear. Isto é, não buda muito pensar em /3] na
Equação (6.1) como o efeito de uma variação da renda na diretoria, mantendo constante o quadrado dessa renda.
Isso signlâca que, em modelos não-lineares, a função de regressão é mais bem interpretada quando é mostrada
êoi um gráfico e quando o eüeiro previsto de uma variação em uma ou mais das variáveis independentes sobre y
é calculado.

Conceito-

Chave
Ay =.f(Xí + AXI, X2, ..., X&) -./(Xt, X2, ..., XÉ) (6.5)

O estimador dessa diferença da população desconhecida é a diferença entre os valores pre-
vistos para esses dois casos. Seja ./'(Xi, X2, ..., X&) o valor previsto de ycom base no estimador

./' da função de regressão da população. Então a variação prevista em yé

AP' = ./'(Xi + AXt, X2, ..., Xh) .r(Xt, X2, ..., XÉ). (6.6)

6.1

Enfoque Geral para a Modelagem de Não-Linearidades
Utilizando Regressão Múltipla

Erros padrão dos i1l#b;fos esf;nados. O esti:lnador do efeito de uma variação em XI sobre y depende do
estimados da função de regressão da população, ./', que varia de uma amostra para a seguinte. Portanto, o efei-

to estimado contém erro de amostragem. Uma forma de quantificar a incerteza com relação à amostragem asso-
ciada ao efeito estimado é calcular um intervalo de confiança para o verdadeiro efeito da população. Para isso,
precisamos calcular o erro padrão de AV' na Equação (6.6)

E fácil calcular unl erro padrão para Ay quando a função de regressão é linear. O efeito estimado de uma

variação em:Xi é /itAXi, de modo que um intervalo de confiança de 95 por cento para a variação estimada é
/jtAXt t 1,96EP(/3t)AXi. '

Nos modelos de regressão não-linear deste capítulo, o erro padrão de AÇ' pode ser calculado utilizando as
ferramentas apresentadas na Seção 5.8 para o teste de uma única restrição que envolve múltiplos coeficientes.

Para ilustrar esse método, considere a variação estimada da pontuação. nos exames associada a uma variação na
renda de 10 para ll na Equação (6.4), que é Af' = /it X (ll -- lO) + /j2 X (112 102) = /31 + 21/32. Portanto, o
erro padrão da variação prevista é

enfoque geral para a modelagem de punções de regressão não-lineares examinado neste capítulo possui
cinco elementos:

l
Idenf{/igue #ma possípe/ re/anão não-linear. A melhor coisa a fazer é utilizar a teoria económica e o que você
sabe sobre a aplicação para sugerir uma possível relação não-linear. Antes mesmo de examinar os dados, per-
gunte a si mesmo se a declividade da função de regressão que relaciona }' e X teria motivos para depender
do valor de X ou de outra variável independente. Por que essa dependência não-linear pode existir? Que
formas não-lineares ela sugere? Por exemplo, pensar sobre a dinâmica em uma sala de aula com alunos de

11 anos de idade sugere que a redução do tatnanho da turma de 18 para 17 alunos poderia ter um efeito
maior do que a redução de 30 para 29 alunos.

Espec{/igHe Kmalunção não-/ínear e esfíme seis parámefros por MoO. As seções 6.2 e 6.3 contêm várias

funções de regressão não-lineares que podem ser estimadas por MQO. Após estudar essas seções, você com-
preenderá as características de cada uma delas.

2

3.
DefermÍme se o modelo não-/ínear é me/hor do qwe o modelo /ílzear. O bato de você pensar que uma função
de regressão é não-linear não signiâca que ela realmente o sqal Você deve determinar empiricamente se o
seu modelo não-linear é apropriado. Na maioria das vezes, você pode utilizar a estatística f e a estatística F
para testar a hipótese nula de que a função de regressão da população é linear contra a alternativa de que ela
é não-linear.

EP(Aç') + 21Õ:) (6.7)

Assim, se conseguirmos ca]cu]ar o erro padrão de /ii + 2]/i2, teremos calculado o erro padrão de z\Ç'. Exis-

tem dois métodos para Cozer isso utilizando pacotes de regressão padrão, que correspondem aos dois enfoques da
Seção 5.8 para o teste de uma única restrição sobre múltiplos coeficientes.2

O primeiro método é utilizar o ''Enfoque ng 1 " da Seção 5.8, que consiste em calcular a estatística F que testa
a hipótese de que /3t + 21/i2 = 0. O erro padrão de Ay então é dado porá '

4

5.

Desenhe alunção de regressão ízão-/ínear esfumada. A função de regressão estimada descreve bem os dados?

Um exame das âlguras 6.2 e 6.3 sugere que o modelo quadrático se ajusta melhor aos dados do que o mo-
delo linear.

EP(Aç'): .V}
Esfíme o l;6eifo de #ma paríação em X sobre Y O último passo é utilizar a regressão estimada para calcular o
efeito de uma variação em um ou mais regressores X sobre yutilizando o método do Conceito-Chave 6.1(6.8)

Quando.aplicada à regressão quadrático na Equação (6.2), a estatística F que testa a hipótese de que /31 + 21/i2
= 0 é F - 299,94. Como AY' = 2,96, a aplicação da Equação (6.8) gera EP(Ay) = 2,96/ Ç/299 94 = 0,17. Assim,
um intervalo de confiança de 95 por cento para a variação no valor esperado de y é 2,96 t 1,96 x 0.17 ou

63 3,29)

6.2 Funções leão-Lineares de uma
Unica Variável Independente

Nesta seção fornecemos dois métodos para modelar uma função de regressão não-linear. Para simplificar,
desenvolvemos esses métodos para uma função de regressão não-linear que envolva somente uma variável inde-
pendente X. Contudo, como veremos na Seção 6.4, esses modelos podem ser modiâcados para incluir múltiplas
Variáveis independentes.

Esses dois enfoques são formas diferentes de utilizar um pacote de regressão para implementar as fórmulas gerais para os erros padrão
dos efeitos previstos apresentadas na Seção 16.2

A Equação (618) é derivada observando-se que a estatística F é o quadrado da estatística [ que testa essa hipótese, isto é, F = 12 = [(PI +
21P2)/EP(Õ: + 21P:)]: - [AÇ'/EP(z\Ç')]: e resolvendo EP(AÇ'). '"' "'" "'-"", -"- ', ' ' lv'l
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O primeiro método discutido nesta seção é a regressão polinolnial, uma extensão da regressão quadrático
utilizada na seção anterior para modelar a relação entre pontuação nos exames e renda. O segundo método uti-
liza logaritmos de X e/ou de Y. Embora esses métodos sejam apresentados separadamente, eles podem ser
utilizados de forma combinada.

3

4

Se você não rejeitou /i, = 0 no passo 2, elimine X' da regressão e estime uma regressão polinomial de
grau r -- 1. Teste se o coeficiente de X''t é igual a zero. Se você rqeitou /3, = 0, utilize o polinâmio
de grau r l

Se você não rejeitou /3,.t = 0 no passo 3, continue este procedimento até que o coeâciente da maior
potência de seu polinâmio seja estatisticamente significante.

Polinõmios

IJma forma de especificar uma função de regressão não linear ê utilizar um polinâmio em X. Em geral,
represente por r a maior potência de X incluída na regressão. O modelo de regressão polinomial de grau r é

Falta um ingrediente nesta receita: o grau inicial r do polinâmio. Em muitas aplicações que envolvem dados
económicos, as funções não-lineares são suaves, isto é, não apresentam saltos abruptos ou "picos". Se Gor esse o
caso, é apropriado escolher uma ordem máxima pequena para o polinâmio, tal como 2, 3 ou 4; isto é. comece
Xom r - 2, 3 ou 4 no passo l.4

x- l3. -t l3,X: -p l3,X? -F -ç D,xl -F «:. (6.9)

Aplicação ao caso de renda na diretoria e pontuação nos exames.
meda que relaciona renda na diretoria e pontuação nos exames é

A função de regressão cúbica esti
Quando r = 2, a Equação (6.9) é o modelo de regressão quadrático discutido na Seção 6.1. Quando r - 3,

de modo que a maior potência de X incluída na regressão é X3, a Equação (6.9) é chamada de modelo de
regressão cúbica.

O modelo de regressão polinomial é semelhante ao modelo de regressão múltipla do Capítulo 5, excito pelo
fato de que nesse capítulo os regressores eram variáveis independentes distintas, ao passo que neste caso os regres-
sores são potências da mesma variável independente, X, isto é, os regressores são X, X2, X3 etc. Assim, as técni-
cas para estimação e ingerência desenvolvidas para a regressão múltipla podem ser aplicadas aqui. Em particular,
os coeâcientes desconhecidos /3o, /31, .., /3, da Equação (6.9) podem ser estimados pela regressão de MQO de X-
sobre X., Xf, ..., X r

Po/TfExaníe ;; 600,1 + 5,02Renda 0,096Rerzda2 + 0,00069Renda3.

(5,1) (0,71) (0,029) (0,00035)

R2 = 0,555.
(6.] 1)

A estatística ( de Rendam é 1,97, de modo que a hipótese nula de que a função de regressão é quadrático é
rejeitada contra a alternativa de que é cúbica ao nível de 5 por cento. Além disso, a estatística F que testa a hipótese
nula conjunta de que os coeficientes de Rendam e Rendam são iguais a zero é 37,7, com um valor p inferior a 0,01
por cento, de modo que a hipótese nula de que a função de regressão é linear é rqeitada contra a alternativa de
que ela é cúbica.Zesfando a /zã)ófese nu/a de que a/unção de regressão da popa/anão é /;mean Se a função de regressão

da população é linear, os termos quadráticos e de ordem maior não entram na função de regressão da população.

Dessa forma, a hipótese nula (HO) de que a regressão é linear e a alternativa (HI) de que ela é uin polinâmio de
grau r correspondem a

/nferprefação (&)s coe/ic;entes nos made/os de regressãopo#nom;a/. Os coeficientes nas regressões poli-
nomiais não têm uma interpretação simples. A melhor forma de interpretar essas regressões ê desenhar a função
de regressão estimada e calcular o efeito estimado associado a uma variação em X sobre y para um ou mais va
lores de XHo: l3z = 0, l3s = 0, P, 0 t,ersus .f:rl : pelo menos um PJ. # 0,j 2: r. (6.10)

A hipótese nula de que a função de regressão da população é linear pode ser testada contra a alternativa dc
que ela é um polinâmio de grau r pelo teste de .fio contra HI na Equação (6.10). Como }:ro é un-la hipótese nula

conjunta com g = r l restrições sobre os coeâcientes do modelo de regressão polinomial da população, ela pode
ser testada utilizando a estatística F descrita na Seção 5.7

Logaritmos

Outra âorn:ta de especificar uma função de regressão não-linear é utilizar o logaritmo natural de y e/ou de

X. Os logaritmos convertem as variações nas variáveis em variações percentuais, e muitas relações são expressas

naturalmente em termos de porcentagem. Aqui estão alguns exemplos:

Que grau de po/ínõm;o deveria ser usado? Isto é, quantas potências de X deveriam ser incluídas em uma
regressão polinomial? A resposta pondera um dilema entre flexibilidade e precisão estatística. O aumento do grau
r introduz mais flexibilidade na função de regressão e permite que ela se custe a mais formas de curva; um
polinâmio de grau r pode ter até r -- l pontos de inflexão em seu gráõco. Mas o aun-tento de r implica a adição
de mais regressores, o que pode reduzir a precisão dos coeficientes estimados.

Assim, a resposta para a pergunta deita no parágrafo anterior é a seguinte: você deveria incluir o suficiente
para modelar a função de regressão não linear adequadamente, mas nada mais. Infelizmente, essa resposta não
tem muita utilidade na práticas

Uma forma prática de determinar o grau do polinâmio é perguntar se os coeficientes da Equação (6.9) asso-

ciados aos valores maiores de r são iguais a zero. Se 6or esse o caso, esses termos poderão ser excluídos da regressão.
Esse procedimento, chamado de teste seqüencial de hipótese, uma vez que as hipóteses individuais são testadas
seqüencialmente, está resumido nos seguintes passos:

Na Seção 3.5, examinámos a diferença de salários entre homens e mulheres com curso superior. Naquela

discussão, a diferença de salários âoi medida em dólares. Contudo, é mais üacil comparar diferenças de salários
entre profissões e ao longo do tempo quando elas são expressas em porcentagem.

Na Seção 6.1, constatamos que a renda na diretoria e a pontuação nos exames estavam relacionadas de
forma não-linear. Essa relação seria linear para variações percentuais? Isto é, uma variação da renda na dure

toda de ] por cento em vez de US$ 1.000 -- poderia estar associada a uma variação na pontuação nos

exames que é aproximadamente constante para diferentes valores de renda?

Na análise económica da demanda do consumidor, 6reqüentemente se supõe que um aumento de l por

cento nos preços leva a determinado percenr a/ de queda na quantidade demandada. A variação percentual

na demanda resultante de um aumento de l por cento no preço é chamada de elasticidade-preço.

1 . Escolha um valor máximo para r e estime a regressão polinonlial para ele.

2. Utilize a estatística f para testar a hipótese de que o coeâciente de X' (/3, na Equação (6.9» é igual a zero.

Se você rqeitar essa hipótese, X' pertencerá à regressão; assim, utilize o polinâmio de grau r.

' Uma forma diferente de escolher r é utilizar um "critério de informação", descrito no Capítulo 12 no contexto da análise de séries
temporais. Na prática, o enfoque do critério de informação e o enfoque do desce seqüencial de hipótese descrito aqui Éreqüentemence
geram resultados semelhantes.
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As especificações de regressão que utilizam logaritmos naturais permitem que os modelos de regressão

escimem relações de porcentageni como essas. Antes de apresentar essas especificações, revisaremos as funções
exponencia[ e logaritmo natura].

crês made/os de regressão /ogarífm;ca. Existem três casos em que é possível utilizar logaritmos: quando
X ê transformado em seu logaritmo, mas anão; quando yê transformado en] seu logaritmo, mas X não; e quan-
do tanto X quanto y são transformados em seus logaritmos. A interpretação dos coeficientes da regressão é dife-

rente em cada caso. Discutiremos os três casos a seguir.
Á Jiznção exponenc;a/ e a /unção /ogarífmíca (ou /ogarífmo natura/). A função exponencial e seu
inverso, o logaritmo natural, desempenham um papel importante na modelagem de funções de regressão não-
lineares. A função exponencial de x é d, isco é, e elevado à potência x, onde e é a constante 2,71828 ...; a
função exponencial também é expressa como exp(x). O logaritmo natural é o inverso da função exponencial.
isto é, ele é a função para a qual x = in(e*) ou, de forma equivalente, x = In]exp(x)]. A base do logaritmo na-
tural ê e. Embora h4a logaritmos em outras bases, como base 10, neste livro consideraremos somente logaritmos
na b=lse e, isto é, o logaritmo natural, de modo que, quando utilizarmos o termo ''logaritmo", estaremos nos
referindo ao ''logaritmo natural.'

A Figura 6.4 mostra o gráfico da função logarítmica y = in(x). Observe que ela só é definida para valores
positivos de x. A função logarítmica possui uma declividade que é inicialmente acentuada e então se torna mais
p[ana (embora a punção continue a crescer). A dec]ividade da função ]ogarítmica in(x) é ] /x.

A função logarítmica tem as seguintes propriedades úteis:

Caso /; X está em /orar;fmo, mas anão. Neste caso, o modelo de regressão é

Y.. = /3. + /3:1«(X.-) + ".-, Í = 1, ..., «.

/

(6.17)

Como Y não está em logaritmo, mas X está, esse modelo às vezes é chamado de modelo linear-log.
No modelo linear-log, uma variação de l por cento em X está associada a uma variação de 0,01/31 em y.

Pata visualizar isso, considere a diferença entre a função de regressão da população para valores de X que diferem
em Z\X: e]a é [/3. + /3.]n(X + AX)] [/3o + /it]n(X)] = /3l]]n(X + AX) in(X)] = /31(AX/X), onde o último

passo utiliza a aproximação da Equação (6.16). Se X variar em l por cento, então AX/X = 0,01; desse modo,
nesse modelo, uma variação de l por cento em X está associada a uma variação de 0,01/31 em Y.

A única diferença entre o modelo de regressão da Equação (6.17) e o modelo de regressão do Capítulo 4
com um único regressor é que a variável do lado direito agora é o logaritmo de X, e não o próprio X. Para esti-
mar o coeficientes /io e /3t na Equação (6.17), primeiro calcule uma nova variável, in(X); isso pode ser deito ra

pidamente utilizando uma planilha eletrânica ou um pacote estatístico. Então, /30 e /3i podem ser estimados pela
regressão de MQO de y. sobre in(XÍ), hipóteses sobre Pt podem ser testadas utilizando a estatística f e um inter-
valo de confiança de 95 por cento para /31 pode ser construído como Dt t 1,96EP(/3t).

Como exemplo, volte à relação entre renda na diretoria e pontuação nos exames. No lugar da especificação

quadrático, poderíamos uti]izar a especificação ]inear-]og da Equação (6.] 7)- A estimação dessa regressão por
MQO produz

In(l/x) = -ln(x) (6.12)

(6.13)In(.x) = in(.) + in(x)

In(x/.) = in(x) in(-); e (6.14)

(6.15)In(x') = aln(x)

Z.ogarífmos e porcenfagem. A relação entre logaritmo e porcentagem baseia se em um fato importante:
quando Ax é pequeno, a diferença entre o logaritmo de x + Ax e o logaritmo de x é aproximadamente gl!, a
variação percentual em x dividida por 100. Isto é, PonfExamc = 557,8 + 36,421n(Renda), R2 = 0,561.

(3,8) (1,40)

(6.18)

In(x + Ax) in(x) = g!: (quando J\X é pequeno), (6.16)
De acordo com a Equação (6.18),'um aumento de l por cento na renda está associado a um aumento na

pontuação nos exames de 0,01 X 36,42 - 0,36 pontos
Para estimarmos o efeito de uma variação em X sobre y em suas unidades originais de milhares de dólares

(não em logaritmos), podemos utilizar o método do Conceito-Chave 6.1. Por exemplo, qual é a diferença pre'
vista na pontuação nos exames entre diretorias com rendas médias de US$ 10.000 persas US$ 1 1.000? O valor
estimado de z\Y é a diferença entre os va]ores previstos: Af' = [557,8 + 36,421n(11)] -- [557,8 + 36,421n(lO)] -

36,42 x [ln(11) -- in(lO)] = 3,47. Do mesmo modo, a diferença prevista entre uma diretoria com renda média
de US$ 40.000 e uma diretoria com renda média de US$ 41.000 é 36,42 X []n(41) in(40)] = 0,90. Portanto,

assim colho a regressão quadrático, essa regressão prevê que um aumento de US$ 1.000 na renda tem um efeito
maior na pontuação nos exames de diretorias pobres do que na de diretorias ricas.

A Figura 6.5 mostra a função de regressão linear-log estimada da Equação (6.18). Como o regressor na
Equação (6.18) é o logaritmo natural da renda, e não a renda, a função de regressão estimada não é uma linha
reta. Assim como a função de regressão quadrática da Figura 6.3, ela é inicialmente inclinada, mas torna se mais

plana para níveis mais altos de renda.

onde = signiâlca "aproximadamente igual a". A derivação dessa aproximação baseia-se no cálculo, mas pode ser
demonstrada rapidamente por meio da experimentação de alguns valores de x e Ax. Por exemplo, quando x -
100 e z\x - 1, então Ax/x = 1/100 = 0,01 (ou l por cento), ao passo que in(x + Ax) -- in(x) = in(IOI) -- in(100)
= 0,00995 (ou 0,995 por cento). Assim, Ax/x (que é 0,01) é muito próximo de in(x + Ax) in(x) (que é 0,00995).
Quando Ax = 5, Ax/x = 5/100 = 0,05, ao passo que in(x + Ax) -- in(x) = in(105) -- in(100) = 0,04879.

FIGURA 6.4 A Função Logarítmica, Y= InjXI

A função logarítmica
y= InjXI é mais inclinada para
valores pequenos do que

para valores grandes cle X,

é definida somente para X> 0 e
tem clecliviclade l/X.

y
5

4

3

r = in(X)

Caso 11: Yestá em logaritmo, mas X não. Neste caso, o modelo de regressão é

2
In(X) = /3o + /3iXí + uí. (6.19)

Como resta em logaritmo, mas X não, ele é chamado de modelo log-linear
No modelo log-linear, a variação unitária em X (AX = 1) está associada a uma variação de 100 X /31 por cento

em Y. Para visualizar isso, compare os valores esperados de in(y) para valores de X que digerem em AX. O valor
esperado de in(Y) dado X é in(Y) = /3o + /3tX Quando Xé X::F AX, o valor esperado ê dado por in(y+ AY) - /io+

0
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/3:(X+ z\X). Assim, a diferença entre esses va]ores esperados é in(y+ AY) -- in(Y) = [/3o + PI(X + AX)] -- [/3o +
/iiX] = /3tAX. Da aproximação na Equação (6.16), contudo, se /3lz\X 6or pequeno, então in(Y + z\y) -- in(y) =
z\y7}'. Assim, AY7y=/3iz\X. Se z\X= 1, de modo que Xvaria em uma unidade, z\Y7Yvaria em /31. Traduzido em
porcentagem, uma variação unitária em X está associada a uma variação de 100 x /31 por cento em Y.

Para fins de ilustração, voltemos ao exemplo empírico da Seção 3.6, a relação entre idade e salário de indi-
víduos com curso superior. Muitos contratos de trabalho incluem uma cláusula segundo a qual, para cada ano
adicional de serviço, um trabalhador ganha determinado percentual de aumento em seu salário. Essa relação per-
centual sugere que se estime a especificação log-linear da Equação (6.19) de modo que cada ano adicional de

idade (X) está, em média, na população, associado a um aumento percentual constante no salário (}'). Calcu
lande se primeiro a nova variável dependente, in(Salário), é possível estimar os coeficientes desconhecidos /3o e
/31 pela regressão de MQO de in(Sa/ária.) sobre /andei. A relação estimada utilizando as 12.077 observações sobre
indivíduos com curso superior do Current Population Survey de 1999 (os dados estão descritos no Apêndice
3.1) é dada por

p. -S:l 100 x (AY7y)
100 x (AX/X)

Variação percentual de y

Variação percentual de X

Portanto, na especificação log-log, /31 é a razão da variação percentual em y associada à variação percentual

em X. Se a variação percentua] ein X é de ] por cento (isto é, se AX = 0,0IX), então /31 é a variação percen-
tual em y associada a uma variação de l por cento em X. Isto é, /ii é a elasticidade de y com relação a X.

Para fins de ilusFráção, voltemos à relação entre renda e pontuação nos exames. Quando essa relação está
especificada dessa âi#ma, os coeficientes desconhecidos são estimados por uma regressão do logaritmo de pontua-
ção nos exames contra o logaritmo da renda. A equação estimada resultante é

PofzfExa/me = 6,336 + 0,05541n(Rerzda), R2 = 0,557.

(0,006) (0,0021)
(6.23)

De acordo com essa função de regressão, estima-se que um aumento de l por cento na renda corresponda
a um aun-Lent(3 de 0,0554 por cento na pontuação nos exames.

A Figura '6.6 mostra a função de regressão log-log estimada da Equação (6.23). Como y está em logaritmos,
o eixo vertical na Figura 6.6 é o logaritmo da pontuação nos exames e o gráfico de dispersão é o logaritmo da
pontuação nos exames pera s renda na diretoria. Para fins de comparação, a Figura 6.6 também mostra a função
de regressão estimada para uma especificação log linear, que é

In(Sa/árío) 2,453 + 0,0128.idade, R2 = 0,0387.

(0,024) (0,0006)
(6.20)

Segundo essa regressão, estima-se que o salário aumente em 1,28 por cento «100 X 0,0128) por cento) para
cada ano adicional de idade.

Cctso 111: Tanto X quanto Y estão em logaritmo. Neste caso, o modelo de regressão é PonfExame = 6,439 + 0,00284Renda, R2 = 0,497.

(0,003) (0,00018)
(6.24)

In(X) = /3o + /itln(Xi) + u.-. (6.21)
Como o eixo vertical está em logaritmos, a função de regressão na Equação (6.24) é a linha rega da Figura 6.6.
Na Figura 6.6 você pode ver que a especificação log-log se custa ligeiramente melhor do que a especiâ-

cação log-linear. Isso é consistente com o R2 maior para a regressão log-log (0,557) do que para a regressão log-
linear (0,497). Mesmo assim, a especificação log-log não se adusta tão bem aos dados: nos valores mais baixos da
renda, a maioria das observações situa se abaixo da curva log log, ao passo que no nível médio da renda a maio
ria das observações situa-se acima da função de regressão estimada.

Os três modelos de regressão logarítmica estão resui-nidos no Conceito Chave 6.2.

Como ye X estão especificados em logaritmo, ele é identificado como modelo log-log.
No modelo log-log, uma variação de l por cento em X está associada a uma variação de /3Í por cento em

y. Assim, nessa especificação, Pt é a elasticidade de ycom relação a X. Para visualizar isso, aplique novamente o
Conceito Chave 6.1; assim, in(y + z\y) in(y) = [/3o + /i:ln(X + AX)] [/3o + /3lln(X)] = /3l]ln(X + AX) --
In(X)]. A aplicação da aproximação na Equação (6.16) para os dois lados dessa equação produz

T:p:'- (6.22) Á de/icu/Jade de comparar regressões /qgarz'fm;cas. Qual dos modelos de regressão logarítmica
se custa melhor aos dados? Como vimos na discussão das equações (6.23) e (6.24), podemos utilizar o R2 para

FIGURAM.5 A Função de Regressão Linear-log
FIGURA 6.6 Funções de Regressão Log-Linear e Log-log

A função de regressão linear-log
estimada Y= Õo + Plln(XI capta
muito da relação não-linear entre
pontuação nos exames e renda da
díretoria.
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Outra ''solução'', que é o enfoque utilizado neste livro, é calcular os valores previstos do logaritmo de y. mas
não transâormá-los em suas unidades originais. Na prática, isso em geral é aceitável, uma vez que, quando a variá-

vel dependente é especificada como um logaritmo, 6'eqüentemente é mais natural utilizar somente a especifi-
cação logarítmica (e as interpretações percentuais associadas) ao longo da análise.

r146 ECONOMETRIA

Logaritmos na Regressão: Três Casos

Logaritmos podem ser utilizados para transformar a variável dependente Y. a variável ande
pendente X, ou ambas (desde que elas sejam positivas). A tabela a seguir resume esses três casos

e a interpretação do coeficiente de regressão /il. Em cada caso, é possível estimar /3i aplicando

MQO após a tomada do logaritmo da variável dependente e/ou independente.

Caso Especificações da Regressão Interpretação de BI

Modelos Polinomiais e Logarítmicos,de-Pontuação
nos Exames e na Renda na Diretof'iaConceito-

Chave Na prática, a teoria econâi-Rica e o julgamento cuidadoso podem sugerir uma forma funcional a ser utilizada,
mas no final a forma verdadeira da função de regressão da população é desconhecida. Na prática, ajustar uma
função não-linear envolve, portanto, a decisão sobre o método ou a combinação de métodos que funciona me
Ihor. Para âns de ilustração, comparemos os modelos logarítmico e polinomial da relação entre renda na direto-
ria e pontuação nos exames.

6.2 l

11

111

X - /i. + /i:ln(X.) + uí A variação de l por cento em X está associada a uma variação
de 0,01#Í em y.

A variação de uma unidade em X(AX = 1) está associada a uma
variação de 100/31 por cento em y.
A variação de l por cento em X está associada a uma variação
de /it por cento em y. de modo que /i] é a elasticidade de y
com relação a X.

In(X) -/3o + Pt.X + "f

In(X) - /io + /3tln(X.) + t4.
Especil/icaçõés po/;nom;a;s. Consideremos duas especiâcações polinomiais, a quadrático (veja a Equação
(6.2» e a cúbiça (veja a Equação (6.11», especificadas utilizando se potências de Renda. Como o coeâciente de
Rendas na Equação (6.11) era significante ao nível de 5 por cento, a especificação cúbica ofereceu unia melhora
em relação à quadrático, de n-todo que selecionainos o modelo cúbico como a especificação polinollaial preferida.

comparar os mode]os ]og-]inear e ]og-log; constatamos que o modelo log-log apresentava o R2 maior. Da mesma
forma, podemos utilizar o k2 para comparar a regressão linear-]og da Equação (6.] 8) cona a regressão linear de
ycontra X. Na regressão entre pontuação nos exames e renda, a regressão linear-log possui um R2 de 0,561, ao pas-
so que a regressão linear possui um R2 de 0,508, de modo que o modelo linear-log se adusta melhor aos dados.

Como podemos comparar o modelo linear-log e o modelo log-log? Infelizmente, o R2 rzão pode ser uti-
lizado para comparar essas duas regressões, uma vez que suas variáveis dependentes são diferentes (uma é Y e a
outra é in(Y)). Lembre-se de que o R2 mede a oração da variância da variável dependente explicada pelos regres-
sores. Como as variáveis dependentes dos modelos log-log e linear log são diferentes, não faz sentido comparar

Em virtude desse problema, a melhor coisa a fazer em uma aplicação em particular é decidir se faz sentido
especificar Y em logaritmos, utilizando a teoria económica e o conhecimento que você e os outros têm do pro-
blema. Por exemplo, pesquisadores de economia do trabalho geralmente modelam o salário utilizando logarit
mos, uma vez que as comparações de salários, os reajustes salariais e assim por diante 6'eqüentemente são discutidos
de modo mais natural em termos percentuais. Na modelagem da pontuação nos exames, parece natural (ao menos
para nós) discutir os resultados dos exames em termos dos pontos feitos, e não dos aumentos percentuais na pon

tuação, de modo que nos concentramos em mode]os em que a variável dependente é a pontuação no exame, e
não seu logaritmo-

seus .l?2sRF

Especil/ilações /otan'fmícas. A especintcação logarítmica na Equação (6.18) parecia fornecer um bom
ajuste a esses dados, mas não a testamos âornialmente. Uma maneira de fazer isso é amplia la com potências
mais altas do logaritmo da renda. Se esses termos adicionais não são estatisticamente diferentes de zero, podemos
concluir que a especificação na Equação (6.18) é adequada, uma vez que não pode ser rejeitada contra uma
função polinomial do logaritmo. Desse modo, a regressão cúbica estimada (especificada em potências do Ioga
ritmo da renda) é

PontExame 486,1 + 113,41n(Refzda)

(79,4) (87,9)

+ 3,06]ln(Re/zda)]3, R2

(3,74)

26,9jln(Renda)] 2
(31,7)

0,560.
(6.26)

A estatística f do coeficiente do termo cúbico é 0,818, de modo que a hipótese nula de que o coeficiente
verdadeiro é zero não ê rejeitada ao nível de 10 por cento. A estatística F que testa a hipótese conjunta de que os
coeficientes verdadeiros dos termos quadrático e cúbico são iguais a zero é 0,44, com um valor p de 0,64, de
modo que essa hipótese nula conjunta não é rejeitada ao nível de 10 por cento. Desse modo, o modelo logarít-
mico cúbico na Equação (6.26) não fornece uma melhora estatisticamente significante em relação ao modelo da
Equação (6.18), que é linear no logaritmo da renda.

Ca/ca/ando va/ares prev;sãos de Y'quando este se encontra em /ogarífmos. 5 Se a variável dependente
y foi transformada em logaritmos, a regressão estimada pode ser utilizada para calcular diretamente o valor pre-
visto de in(}). Contudo, é um pouco complicado calcular o próprio valor previsto de Y.

Para visualizar isso, considere o modelo de regressão log-linear da Equação (6.19) e reescreva o de modo

que ele estqa especificado em termos de Y. e não de in(». Para fazer isso, tonal a função exponencial dos dois
lados da Equação (6.19); o resultado é

Comparando as especil/7cações cúbica e #near-/og. A Figura 6.7 mostra as funções de regressão estimadas

da especificação cúbica da Equação (6.11) e a especificação linear-log da Equação (6.18). As duas funções de
regressão estimadas são muito semelhantes. Uma ferramenta estatística que compara essas especiâcações é o RZ

O R2 da regressão logarítmica é 0,561 e o da regressão cúbica é 0,555. Como a especificação logarítmica possui
uma pequena vantagem em termos do R', e como essa especificação não precisa de polinâmios de ordens mais

altas no logaritmo da renda para o ajuste aos dados, adotamos a especificação logarítmica da Equação (6.18).

X = exp(Po + /3lX.. + u.) e/h +/3tX. Cu. (6.25)

Se t4.. ê distribuído independentemente de XP o valor esperado de Y. dado Xí é r(XI x.) = E(eP'+P'x e" IX.)
- .Po+P.X E(e" ). O problema é que, mesmo que E(H) = 0, E(e" ) # 1. Assim, o valor previsto apropriado de Y não
é obtido simplesmente tomando-se a função exponencial de /iO + /3t.X.., isto é, fazendo 9.. = ePo+#iX.; esse valor
previsto é viesado em razão da ausência do fator E(e" ).

Uma solução para esse problema é estimar o Catar E(e" ) e utiliza lo no cálculo do valor previsto de Y. porém,
como isso é complicado, não prosseguiremos.

6.3 Interaçõesentre
Variáveis Independentes

Na introdução deste capítulo, nós nos perguntamos se a redução da razão aluno-professor poderia ter um
efeito maior sobre a pontuação nos exames em diretorias em que muitos alunos ainda estão aprendendo inglês5 Este material é mais avançado e por isso pode ser pulado sem perda de continuidade.
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do que naquelas em que poucos ainda estão aprendendo inglês. Isso poderia ocorrer, por exemplo, se os alunos
que ainda estão aprendendo inglês se bene6ciassem dc forma diferenciada de unia instrução individualizada ou
em grupos pequenos. Se âor esse o caso, a presença de muitos alunos que estão aprendendo inglês em uma dire-
toria interagiria com a razão aluno-professor de tal forma que o efeito de uma variação na razão aluno profes-
sor sobre a pontuação nos exames dependeria da oração de alunos aprendendo inglês.

Nesta seção, explicamos como incluir essas interações entre duas variáveis independentes no modelo de
regressão múltipla. A interação possível entre a razão aluno-professor e a â'ação de alunos que está aprendendo
inglês é um exemplo da situação mais geral em que o efeito de uma variação em uma variável independente sobre
y depende do valor de outra variável independente. Consideremos três casos: quando ambas as variáveis inde-
pendentes são binárias, quando uma é binária e a outra é contínua, e quando ambas são contínuas.

O novo regressor, o produto Dt.. X l)2Í, é chamado de termo de interação ou regressor interado, e o
modelo de regressão da população na Equação (6.28) é chamado de modelo de regressão com interação
entre variáveis binárias.

O termo de interação na Equação (6.28) permite que o efeito da população de ter um curso superior (va-
riando D2í de D2.- - 0 para D2. - 1) sobre o logaritmo do salário (X) dependa do sexo (Dlf) Para mostrar isso
matematicamente, calcule o efeito da população de uma variação em l)n utilizando o método geral exposto no
Conceito-Chave 6.1. O primeiro passo é calcular a expectativa condicional de Y.. para D2Í - 0, dado um valor
de DIÍ; esta é E(XJDn - dt, D2i = 0) - /3o + /jt X dl + /j2 x 0 + P3 x (dl x 0) - /io + /ildl. O próximo passo é

calcular a expectativa condicional de Y. após a variação, isto é, para D2.. - 1, dado o mesmo valor de DI..; esta
é E(y IDlí = dl, D2.- = 1) - /3o + /jl x dl + /32 x 1 + /33 x (dl x 1) - /3o + /iÍdi + /32 + /33di. O efeito dessa varia-

ção é a diferença entre os valores esperados (isto é, a diferença na Equação (6.6», que é

Interações entre Duas Variáveis Binárias
d\, Dzi = 0) = 13z -} l3sdl (6.29)

Considere a regressão da população do logaritmo do salário (X, onde Y. - in(Sa/ária.» contra duas variáveis
binárias, o sexo do indivíduo (DI.., que é igual a l se a í-ésima pessoa é mulher) e se esse indivíduo tem curso
superior (D2.., onde D2. - ] se a í-ésima pessoa [em curso superior). A regressão linear da população de X sobre
essas duas variáveis binárias é

E(Y.l0i. dt, D2i 1) r(Y- l Olí

Assim, na especificação da interação entre variáveis binárias da Equação (6.28), o efeito de ter um curso supe-

rior (uma variação unitária em D2Í) depende do sexo da pessoa (o valor de Di., que é dl na Equação (6.29». Se
a pessoa é do sexo masculino (dl - 0), o efeito de ter um curso superior é /32, mas, se a pessoa é do sexo feminino
(dl ; 1), o efeito é /32 + /33. O coeficiente /i3 sobre o termo de interação é a diferença entre o efeito de ter um
curso superior para mulheres versLls homens.

Embora esse exemplo tenha sido exposto utilizando o logaritmo do salário, sexo e ter um curso superior, o
ponto é geral. A regressão com interação entre variáveis binárias permite que o efeito da variação em uma das
variáveis independentes binárias dependa do valor de outra variável binária.

Para interpretarmos os coeficientes, consideramos cada combinação possível das variáveis binárias. Esse
método, que se aplica a todas as regressões com variáveis binárias, está resumido no Clonceito-Chave 6.3.

X l3o +- j3ID\i -F j3zDzi + üi. (6.27)

Nesse modelo de regressão, /31 ê o efeito de ser mulher sobre o logaritmo do salário, mantendo constante o
nível de instrução, e /32 é o efeito de ter um curso superior, mantendo constante o sexo.

A especificação na Equação (6.27) tem uma limitação importante: o efeito de ter um curso superior nessa

especiâcação, mantendo constante o sexo, é o mesmo para homens e mulheres. Entretanto, não há motivos para

que isso seja assim. Expresso matematicamente, o efeito de l)2. sobre X, mantendo constante DtÍ, poderia depen-
der do valor de DI.. Em outras palavras, poderia haver uma interação entre sexo e ter um curso superior, de modo
que o valor no mercado de trabalho de um curso superior seria diferente para homens e mulheres.

Embora a especificação na Equação (6.27) não permita essa interação entre sexo e ter um curso superior, é
fácil modificar a especificação para que ela permita a interação por meio da introdução de outro regressor, o pro
duto de duas variáveis binárias, DI.. x D2.. A regressão resultante é

Aplicação para a razão aluno-professor e percentagem de alunos que está aprendendo inglês. Se\a
RH/!41ra.. un-la variável binária que é igual a um se a razão aluno-professor é de 20 ou mais e igual a zero nos
demais casos; seja .41.4/fai uma variável binária que é igual a um se a porcentagem de alunos que está aprendendo
inglês é de 10 por cento ou mais e igual a zero nos demais casos. A regressão interada da pontuação nos exames
contra R,41)H/fa.. e J1.lira. é

X l3o -} Í3ID\i -v j3zD2i +- Ps(Dxix Dzl) -} ui. (6.28)
PonfExanie = 664,1 -- 18,2.41.41f.z -- 1 ,9R.41H/fcz -- 3,5(-R.4Z)H/ra x .,41,4Ífa)

(1,4) (2,3) (1,9) (3,1)

R2 = 0,290.

(6.30)

C) efeito previsto da mudança de uma diretoria com razão aluno-professor baixa para outra com razão aluno
professor alta, mantendo constante a porcentagem alta ou baixa de alunos que está aprendendo inglês, é dado pela
Equação (6.29), com coeficientes estimados substituindo os coeficientes da população. De acordo com as está
mativas na Equação (6.30), esse efeito é --1,9 -- 3,5.41.4/f.z. Isto é, se a fiação de alunos que está aprendendo inglês

é baixa (.41.'1/fa.. = 0), o efeito de passar de RHJ)H]fa. - 0 para RH])741fa.. = 1 sobre a pontuação nos exames equi-
vale a uma queda de 1,9 ponto. Se a oração de alunos que está aprendendo inglês é alta, estima-se que a pontua
ção nos exames caia em 1,9 + 3,5 - 5,4 pontos.

A regressão estimada na Equação (6.30) também pode ser utilizada para estimar a pontuação média nos
exames para cada uma das quatro combinações possíveis das variáveis binárias. Isso ê deito utilizando se o pro-
cedimento do Conceito Chave 6.3. Assim, a pontuação média nos exames da amostra para diretorias com razão

aluno-professor baixam(Ç.41Hlraí = 0) e cação baixa de alunos que está aprendendo inglês (.41Hlra. = 0) é de 664,1.
Para diretorias cona R.4i:bgãía.. - l (razão aluno-professor alta) e .41.4/fa.. = 0 (õ.ação baixa de alunos que está apren-

dendo inglês), a média da al:i;õitíã{ de 662,2 (- 664,1 1,9). Quando RHlyrfa.. = 0 e JZA/raí = 1, a média da
amostra é de 645,9 (= 664,1 18,2); e quando R.41y/fa.. = 1 e .4/Hlraí = 1, a média da amostra é de 640,5
(: 664,1 18,2 ],9 - 3,5).

FIGURA 6.7 Funções de Regressão Linear-Log e Cúbica

A função de regressão cúbica estimada Pontuação nos exames

jveja a Equação ló. 1 1 11 e a função de 740

regressão linear-log estimada jvela a 720 1- Regressão linear-log
Equação(6. 1 8j) são praticamente l \
irlântirnç nPçt.. ...nn.}rn 7f)n L '
Equação(6. 1 81) são praticamente 1 . \
idênticas nesta amostra.

600
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Renda na diretoria
(em milhares de dólares)
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o para Interpretar os Coeficientes em
Regressões com Variáveis Binárias

Em primeiro lugar, calcule os valores esperados de apara cada caso possível descrito pelo con-
junto de variáveis binárias. A seguir, con-apare esses valores esperados. Cada coeficiente pode
então ser expresso tanto como um valor esperado quanto como a diferença entre dois ou mais
valores esperados.

Métod FIGURA 6.8 funções de Regressão Utilizando Variáveis Binárias e Variáveis Contínuas

Y

Po +/jz

y

PoConceito. P. 1... 'xqPo -'-PD--P:x
declivldade = /i

P. +/i:x

(Po +/jz)+(/3i +/j3)X

declívidade = /i: +P3

Chave /jo +/ji)?''''\ declividade = /3i

6.3
(a) Interceptor diferentes, mesma dechvidade(b) Interceptos diferentes, declividades diferentes

XX

Interações entre uma Variável
Contínua e uma Variável Binária

y

A seguir, considere a regressão da popu]ação do logaritmo do sa]ário (X - ]n(S z/árío.)) contra uma variável
contínua, os anos de experiência proâssional de um indivíduo (X.) e uma variável binária, se o trabalhador tem
curso superior (D.., onde D.- - 1, se a í-ésin-ta pessoa tem curso superior). Conforme a Figura 6.8 mostra, exis-
tem três formas para que a teta de regressão da população que relaciona y e a variável contínua X possa depen
der da variável binária D.

Na Figura 6.8a, as duas regas de regressão digerem somente em seu intercepto O modelo de regressão da
população correspondente é

P' 1-::==........ Po + (Pi +Pz)x

declividade = /3i+PZ

/io +PiX""\..... decllvidade : PI

(c) Mesmo intercepta, declividades diferentes

X

x- Po + j3lXi -v j3zDi + ui. (6.31)
Interações entre variáveis binárias e variáveis contínuas podem produzir três funções de regressão da população: jal Po + /JIX+

P2D permite interceptor diferentes, mas tem a mesma declividade; (bl Po + PIX+ P2D + P3jXx OI permite interceptor diferentes e

declividades diferentes; e (cj /io + PIX+ P2jXx D) tem o mesmo intercepta, mas permite clecliviclades diferentes.
Esse é o modelo de regressão múltipla familiar com uma função de regressão da população que é linear

em X.. e DÍ Quando D.. - 0, a função de regressão da população é /3o + Pi.X.., de modo que o intercepto é /3o

e a declividade é /3]. Quando D. - 1, a Função de regressão da população é Po + /ilX.. + /32, de modo que a
declividade permanece /31, mas o intercepto passa a ser /30 + /i2. Desse modo, /32 é a diferença entre os inter-
ceptos das duas regas de regressão, como mostra a Figura 6.8a. Expresso em termos do exemplo do salário, /3]
é o efeito de um ano adicional de experiência profissional sobre o logaritmo do salário, mantendo constante
o fato de ter ou não uin curso superior, e P2 é o efeito de ter um curso superior sobre o logaritmo do salário,
mantendo constantes os anos de experiência. Nessa especificação, o efeito de um ano adicional de experiên-
cia profissional é o mesmo para indivíduos com ou sem curso superior, isto é, as duas regas na Figura 6.8a pos-
suem a mesma declividade.

Na Figura 6.8b, as duas regas têm declividade e intercepta diferentes. Declividades distintas permitem que o
efeito de um ano adicional de trabalho seja diferente para indivíduos com e sem curso superior. Para permitir
inclinações diferentes, adicione um termo de interação à Equação (6.31):

Uma terceira possibilidade, mostrada na Figura 6.8c, é a de que as duas rotas têm declividades diferentes, mas

o mesmo intercepto. O modelo de regressão com interação para esse caso é

X l3o -b PIXi -b l3zl.Xi x DI) -b ui' (6.33)

Os coeâcientes dessa especi6cação também podem ser interpretados utilizando o Conceito Chave 6.3. Em
termos do exemplo do salário, essa especificação permite efeitos diferentes da experiência sobre o logaritmo do
salário entre indivíduos com e sem curso superior, mas requer que o logaritmo do salário esperado seja o mesmo
para ambos os grupos quando eles não têm experiência anterior. Dito de outra forma, essa especiâcação equi-
vale à igualdade do salário inicial médio da população para indivíduos com e sem curso superior. Isso não faz
muito sentido para essa aplicação; na prática, essa especificação é utilizada com menor Êeqüência do que a Equação
(6.32), que permite interceptos e declividades diferentes

As três especiâcações, equações (6.31), (6.32) e (6.33), são versões do modelo de regressão múltipla do Capí-
tulo 5 e, uma vez que uma nova variável Xí x D.. seja criada, os coeficientes das três podem ser estimados por MQO.

Os três modelos de regressão com uma variável independente binária e uma variável independente contínua
estão resumidos no Conceito-Chave 6.4.

x- l3o -ç j3lXi +- j3zDi -F 1331.Xi x DI) -F ui (6.32)

onde .X. x Dí ê uma nova variável, o produto de Xí por D.. Para interpretar os coeficientes dessa regressão, aplique
o procedimento do Conceito Chave 6.3. Sua aplicação mostra que, se D. - 0, a função de regressão da popu-

lação é /3o + /3iXi, ao passo que, se 1).- - 1, a função de regressão da população é (/3o + /32) + (/31 + /i3)X.. Desse
modo, essa especificação permite duas funções de regressão da população que relacionam Y e XP dependendo
do valor de 1).., como é mostrado na Figura 6.8b. A diferença entre os dois interceptos é /i2 e a diferença entre as
duas declividades é /33 No exemplo do salário, /3i é o efeito de un] ano adicional de experiência profissional para
indivíduos sem curso superior (D.. = 0) e /3i + /ja é o efeito para indivíduos com curso superior, de modo que
/i3 é a d Óercnça entre o efeito de um ano adicional de experiência profissional para indivíduos com curso superior
versus indivíduos sem curso superior.

Aplicação para a razão aluno-professor e a porkentagem de alunos que está aprendendo inglês. O
efeito do corte da razão aluno professor sobre a pontuaçããilõi exames depende de a porcentagem de alunos
que está aprendendo inglês ser alta ou baixa? Uma forma de responder a essa pergunta é utilizar uma especi-
ficação que permite duas tetas de regressão diferentes, dependendo de a porcentagem de alunos que está apren-
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Interações entre Vat'dáveis Binárias e Variáveis Contínuas
Finalmente, a hipótese de que a razão aluno-professor não entra nessa especi6lcação pode ser testada pelo

cálculo da estatística F para a hipótese conjunta de que os coeficientes da Ra.f) e do termo de interação são iguais
a zero A estatística F é 5,64, com um valorp de 0,004. Desse modo, os coe6cientes da razão aluno .professor são
estatisticamente signiâcantes ao nível de signiâcância de l por cento.Utilizando-se o termo de interação Xf x DÍ, a rata de regressão da população que relaciona X

e a variável contínua Xí pode ter uma declividade que dependa da variável binária Di. Exis-

tem três possibilidades:
Interações entre Duas Variáveis Contínuas

Conceito-
Agora suponha que ambas as variáveis independentes (XIÍ e X2.) soam contínuas. Por exemplo, sda X o loga-

ritmo do salário do f-ésimo trabalhador, seja Xtí os anos de experiência profissional e sqa X2.. o número de anos
que o indivíduo 6'eqüentou a escola. Se a fiinção de regressão da população é linear, o efeito de um ano adicional
de experiência sobre o salário não depende do número de anos de estudo ou, de forma equivalente, o efeito de um
ano adicional de instrução não depende do número de anos de experiência profissional. Na realidade, entretanto.

pode haver uma interação entre essas duas variáveis de modo que o efeito de um ano adicional de experiência
sobre o salário dependa do número de anos de estudo. Essa interação pode ser modelada ampliando-se o modelo

de regressão linear com um termo de interação que ê o produto de Xi.. por X2.:

Chave

6.4

l

2

3

Intercepto diferente, mesma declividade (veja a Figura 6.8a):

Yi = 13o -t j3lXli -F j3zDi -b ui.

Intercepto diferente e declividade diferente (vqa a Figura 6.8b):

X = /j. + /3:Xí + /3,0. + P3(X x 0í) + «í.

Mesmo intercepto, declividade diferente (vda a Figura 6.8c) :

X = Po + /3íX; + /32(Xí x 0í) + u..

X /3o + /jiXi; + P2X2í + /j3(XI.. x X2.) + u.. (6.35)

dando inglês ser alta ou baixa. Isso é obtido utilizando-se a especificação intercepto diferente/declividade di-
ferenter O termo de interação permite que o efeito de uma variação unitária em XI dependa de X2. Para visualizar

isso, aplique o método geral para o cálculo dos efeitos em modelos de regressão não-linear do Conceito-Chave
6.1. A diferença na Equação (6.6), calculada para a função de regressão interada na Equação (6.35), é Z\Y =
(/3i + /33X2)AXI (vQa o Exercício 6.5(a». Portanto, o efeito de uma variação em XI sobre Y. mantendo X2
constante, é

PonfExa/77e = 682,2 0,97R4P + 5,6.41411a 1,28(RHPx .41.'1/fa)

(11,9) (0,59) (]9,5) (0,97)

R2 = 0,305,

(6.34)

onde a variável binária H1 41faí é igual a um se a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês na diretoria
é maior do que 10 por cento e igual a zero nos demais casos.

Para diretorias com uma cação baixa de alunos que está aprendendo inglês (.41.41raí = 0), a rota de regressão
estimada é 682,2 -- 0,97R 4Pí. Para diretorias cona uma ó.ação alta de alunos que está aprendendo inglês (.41Á/ró..

= 1), a reta de regressão estimada é 682,2 + 5,6 -- 0,97R.4P. 1,28R.4PÍ = 687,8 -- 2,25R-4P.. De acordo com

essas estimativas, prevê-se que a redução da razão aluno professor em um aumentará a pontuação nos exames
em 0,97 pontos nas diretorias caiu fiações baixas de alunos aprendendo inglês e em 2,25 pontos nas diretorias
com orações altas de alunos aprendendo inglês. A diferença entre esses dois efeitos, 1,28 pontos, é o coe6ciente
do termo de interação na Equação (6.34).

A regressão de MQO na Equação (6.34) pode ser utilizada para testar várias hipóteses sobre a reta de
regressão da população. Em primeiro lugar, a hipótese de que as duas retas são na verdade a mesma pode ser tes-
tada calculando-se a estatística F que testa a hipótese conjunta de que o coeâciente de .41.41ta e o coeficiente do
tertno de interação R.4P.- X .41H/faí são iguais a zero. A estatística F é 89,9, que é significante ao nível de
l por cento.

Em segundo lugar, o teste da hipótese de que as duas regas têm a mesma declividade pode ser deito ao testar
se o coeficiente do termo de interação é igual a zero. A estatística --1,28/0,97 = --1,32 ê menor do que 1,645
em valor absoluto, de modo que a hipótese nula de que as duas retas têm a mesma declividade não pode ser
rdeitada utilizando se um teste bicaudal ao nível de signiâcância de 10 por cento.

Ein terceiro lugar, o teste da hipótese de que as duas retas têm o mesmo intercepto pode ser deito ao testar
se o coeficiente da popu]ação de .41AJfa é igual a zero. A estatística f = 5,6/19,5 = 0,29, de modo que a hipótese
de que as rotas têm o n-mesmo intercepto não pode ser rejeitada ao nível de 5 por cento.

Esses três testes geram resultados aparentemente contraditórios: o teste conjunto com a utilização da estatís-
tica F rdeita a hipótese conjunta de que a declividade e o intercepto são os mesmos, mas os testes das hipóteses
individuais que utilizam a estatística [ não as rqeitam. Isso ocorre porque os regressores .414Jfa e R 4P X .41H/ra
são altamente correlacionados, o que resulta em erros padrão grandes dos coeficientes individuais. Mesmo que
sQa impossível dizer qual dos coeficientes é diferente de zero, existe uma corte evidência contra a hipótese de
que .zrnüos são iguais a zero.

+ P3X2, (6.36)

que depende de -X2. Por exemplo, no caso do salário, se /33 âor positivo, o efeito de un] ano adicional de experiên-
cia sobre o logaritmo do salário é maior, no montante /3a, para cada ano adicional de instrução do trabalhador.

Unl.cálculo semelhante mostra que o efeito de uma variação AX2 em X2, sobre Y, mantendo XI cons-
tante, é ;:t = (/32 + /33Xt).

Colocando esses dois efeitos juntos vemos que o coeficiente /33 do termo de interação é o efeito de um
aumento unitário em Xt e X2, maior do que a soma dos efeitos de um aumento unitário somente em X. e de
um aumento unitário somente em X2. Isto é, se Xi varia em AXI e X2 varia en] AX2, a variação esperada em y
é z\y = (/3 l + /j3X2)z\XI + (/32 + /i3X:)AX2 + /3aAXiAX2 (veja o Exercício 6.5(c». O primeiro termo é o efeito

de variar XI mantendo X2 constante; o segundo termo é o efeito de variar X2 mantendo XI constante; e o último
termo, P3z\XIAX2, é o efeito extra de variar tanto Xt quanto X2.

O Conceito Chave 6.5 resume as interações entre duas variáveis.

Quando as interações são combinadas com transformações logarítmicas, elas podem ser utilizadas para esti-
mar a elasticidade preço quando esta depende das características do bem (vda o quadro para um exemplo).

Aplicação para a razão aluno-professor e percentagem de alunos aprendendo inglês. Qs exemplos
anteriores consideraram interações entre a razão aluno-professor e uma variável binária indicando se a porcen
vagem dos alunos aprendendo inglês era grande ou pequena. Uma forma diferente de estudar essa interação é
examinar a interação entre a razão aluno-professor e a variável contínua porcentagem de alunos aprendendo inglês
(%d/ ). A regressão de interação estimada ê

PonfExa/ne = 686,3 -- 1,12R.4P 0,67%H/ + 0,00]2(RHPx %HD
(11,8) (0,59) (0,37) (0,019)

R2 = 0,422.

(6.37)
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Demanda por Periódicos de Economia Os resultados da regressão estão resumidos na Tabela

6.1 e produzem as seguintes conclusões (veja se você con-

segue encontrar a base para essas conclusões na tabela):

l.A demanda é menos elástica para os periódicos mais
antigos do que para os mais novos.

2. A evidência sustenta uma função linear do logaritmo do

preço em vez de uma cúbica.

3. A demanda é maior para periódicos com mais carac-

teres, mantendo constantes o preço e a idade.

mais antigo é -0,28 (EP - 0,06) ao passo que a do pe-
riódico mais novo é --0,67 (EP - 0,08)

Essa demanda é muito inelástica: a demanda ê pouco
sensível ao preço, especialmente para periódicos mais anti-

gos. Para as bibliotecas, ter as pesquisas mais recentes à mão

é uma necessidade, e não um luxo. Para fins de compara-
ção, os especialistas estimam que a elasticidade da demanda

por cigarros estqa na faixa de --0,3 a --0,5. Os periódicos

de economia viciam, aparentemente, tanto quanto os ci-
garros -- porém, são muito mais saudáveislÕ

s economistas acompanham as pesquisas mais re-
centes em suas áreas de especialização. A maioria das

pesquisas em economia aparece primeiro em periódicos
de economia, de modo que os economistas -- ou suas
bibliotecas -- assinam esses periódicos.

Eln que medida a demanda por periódicos de econo-
mia pelas bibliotecas é elástica? Para descobrir isso, ana-
lisamos a relação entre o número de assinaturas de um
periódico nas bibliotecas dos Estados Unidos (VI) e o preço

de sua assinatura para a biblioteca, utilizando dados de 180

periódicos de economia do ano 2000. Como o produto
de um periódico não é o papel em que ele é impresso, mas

as idéias que contém, seu preço logicamente não é medido

ein dólares por ano ou dólares por página, mas em dólares

por ideia. Embora não possamos medir diretamente
idéias", uma boa medida indireta é o número de vezes

que os artigos de um periódico são citados posteriormente

por outros pesquisadores. Portanto, medimos o preço
como "preço por citação" no periódico. A gama de preços

0 é enorme, de 0,5 centavo de dólar por citação (.4rnerfcan

Ecotzolníc Ret,few) a 20 centavos de dólar por citação ou

mais. Alguns periódicos têm preços por citação altos
porque possuem poucas citações, outros porque o preço
da assinatura anual para biblioteca é muito alto: em 2000,

uma assinatura para biblioteca do Joí rnaZ of Economefría

custou cerca de US$ 1 .900, quarenta vezes o preço de uma
assinatura da .4merícan Economíc Ret,íewl

Como estamos interessados em estimar elasticidades,

utilizamos uma especi6lcação log-log (veja o Conceito
Chave 6.2). Os gráficos de dispersão das figuras 6.9a e 6.9b

fornecem suporte empírico para essa transformação.

Como alguns dos periódicos mais antigos e respeitados

têm preços por citação mais baixos, uma regressão do
logaritmo da quantidade contra o logaritmo do preço
poderia ter viés de omissão de variáveis. Nossas regressões,

portanto, incluem duas variáveis de controle, o logaritmo

da idade e o logaritmo do número de caracteres por ano

no periódico.

ÍConfÍnua)

Logo, qual é a elasticidade da denaanda por periódicos

de economia? Ela depende da idade do periódico. Curvas

de demandaipara um periódico de 80 anos para uma
novato de 5 anos estão superpostas no gráfico de dispersão

da Figura 6.9c; a elasticidade da delllanda do periódico

6 Esses dados coram fornecidos por cortesia do professor Theo-
dore Bergstrom do Departamento de Economia da Universi-
dade da Caliíórnia, Santa Bárbara, Estados Unidos. Se você

estiver interessado em conhecer mais sobre a economia dos pe
riódicos de economia, veja Bergstrom(2001)

A estatística F testa a hipótese de que os coeficientes de [ln(Preto por cÍfafão)]2 e []n(Preço por clfafão)]3 são iguais a zero. Os erros
padrão estão entre parênteses abaixo dos coeÊcientes, e os valores p estão enfie parênteses abaixo da estatística F. Os coeâcientes
individuais são estatisticamente signi6cantes ao nível de #5 por cento ou W'PI por censo.

TABELA 6. 1 Estimativa da Demanda por Períodos de Economia

Variável Dependente: Logaritmo de Assinaturas em Bibliotecas dos Estados Unidos em 2000;
1 80 0bsewações

Regressor ( T) {2) (3) (4)

InrPreçoporcírafão) 0,533#'K --0,408#'K 0,961#H' 0.899'K'K
(0,034) (0,044) (0,160) (0,145)

jln(/ reco por ilação)]: 0.017
(0,025)

[ln(Preço por círafão)]' 0.0037
(0,0055)

In(/dada) 0,424'K* 0,373'K# 0.374+'K

(0,119) (0,1 18) (0,118)

In(/dado) X in(Preço por cifafão) 0.156" 0.141"
(0,052) (0,040)

In(Caracteres->1.000.000) 0,206'K 0,235# 0,229#
(0,098) (0,098) (0,096)

Intercepto 4,77H'H' 3,21#'K 3,41## 3.43+#
(0,055) (0,38) (0,38) (0,38)

Estatística F e Estatística-Resumo

Estatística F testando os coeâcientes 0.25
dos termos quadrático '":,ter"os quaaratico
e cunico (valor p) (0,779)

EPR 0,750 0,705 0,691 0,688

R2 0,555 ~'o;(ioz.....----"'/ 0,622 0,626

FIGURA 6.9 Assinaturas de Periódicos de Economia por Bibliotecas e Seus Preços

Assinaturasln(Assinaturas)
]200 [

l

0 5 10 15 20 25 6 5 4 3 2 1 0 1234
Preço por citação in(Preço por citação)

(a) Assinaturas e preço por citação(b) in(Assinaturas) e in(Preço por citação)

In(Assinaturas)

2 f ' ''''\ logaritmo da quantidade e logaritmo do preço parece

f ' ser aproximadamente linear. A Figura 6.9c mostra

0 - - 3 if que a demanda é maíselástica para periódicos novos

In(Preço por citação) jldade = 5 anos) do que para periódicos antigos

(c) in(Assinaturas> e in(Preço por citação) jldade = 80 anos)



F"

1 56 ECONOMETRIA CAPÍTULO 6 Funções de Regressão Não-Lineares 157

Interações na Regressão Múltipla
A primeira coluna de resultados de regressão, chamada regressão (1) na tabela, é a regressão (4) da Tabela 5.2

-- repetida aqui por conveniência. Essa regressão não controla a renda, de modo que a primeira coisa que faze-
mos é veri6car se os resultados variam substancialmente quando o logaritmo da renda é incluído como uma va-
riável económica de controle adicional. Os resultados estão na regressão (2) da Tabela 6.2. O logaritmo da renda
é estatisticamente significante ao nível de l por cento, e o coeâciente da razão aluno-professor torna se um tanto

mais próximo de zero, diminuindo de --1 ,00 para 0,73, embora permaneça estatisticamente significante ao nível
de [ por cento. A variação no coeficiente de R.4]) entre as regressões (1) e (2) ê grande o suficiente para garantir
a inclusão do logaritmo da renda nas regressões restantes como uin impedimento ao viés de omissão de variáveis.

O termo de interação entre as duas variáveis independentes Xi e X2 é seu produto, Xt X X2.
A inclusão desse termo de interação permite que o efeito de uma variação em Xi sobre y
dependa do valor de X2 e, inversamente, permite que o efeito de uma variação em X2 sobre

Conceito- y dependa do valor de XI

Chave O coeâciente de Xt X X2 é o efeito de um aumento unitário em Xt e X2, maior do que
a soma dos efeitos individuais de um aumento unitário somente em Xi e somente em X2. Isso
é verdadeiro se Xi e/ou X2 são contínuas ou binárias.6.5

Quando a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês é igual à mediana(%H1 - 8,85), estima-se que a
declividade da rota que relaciona a pontuação nos exames e a razão aluno-professor sda --1,1 1 (- --1,12 + 0,0012 X 8,85).

Quando a porcenugem de alunos aprendendo inglês está no 75e percenül (%H1 - 23,0), estima-se que a reta sda mais
plana, com uma dechvidade de 1,09 (- --1,12 + 0,0012 x 23,0). Isto é, para uma diretoria com 8,85 por cento de

alunos aprendendo inglês, o efeito estüTlado de uma redução unitária na razão aluno-professor é um aumento da pon-
tuação nos exames de 1,1 1 pontos; porêm, para uma diretoria com 23,0 por cento de alunos aprendendo inglês, estima-
se que a redução da razão aluno-professor em uma unidade aumente a pontuação nos exames em apenas 1,09 pontos.
A diferença entre esses efeitos estimados não é estatisticamente signüicante, entretanto a estatística f que testa se o coefi-
ciente do termo de interação é zero é f = 0,0012/0,019 - 0,06, que não é signiâcante ao nível de 10 por cento.

Para manter a discussão centrada em modelos não-lineares, as especificações nas seções 6.1 6.3 excluem as
variáveis de controle adicionais, tal como a situação económica dos alunos. Conseqüentemente, esses resultados

provavelmente estão sqeitos a um viés de omissão de variáveis. Para obter conclusões importantes quanto ao
efeito da diminuição da razão aluno-professor sobre a pontuação nos exames, essas especificações não-lineares
devem ser ampliadas com variáveis de controle; é para tal exercício que nos voltan-tos agora.

6.4 Efeitos Não-Lineares da Razão Aluno-Professor
sobre a Pontuação nos Exames

Nesta seção, apontamos três questões específicas sobre a pontuação nos exames e a razão aluno professor. A
primeira seria: após o controle das diferenças entre as características econâinicas nas diversas diretorias, o efeito
da redução da razão aluno professor sobre a pontuação nos exames depende da 6:ação de alunos que está apren

dendo inglês? A segunda seria: esse efeito depende do valor da razão aluno professor? A terceira e mais impor-
tante seria: após levar em consideração os fatores económicos e as não-linearidades, qual é o efeito estimado da
redução da razão aluno-professor em dois alunos por professor sobre a pontuação nos exames, conforme nossa
superintendente do Capítulo 4 se propõe a fazer?

Respondemos a essas perguntas quando consideramos as especificações de regressão não-lineares do tipo dis-
cutido nas seções 6.2 e 6.3, estendidas para incluir duas medidas da situação económica dos alunos: a porcen'
vagem de alunos com direito a um almoço subsidiado e o logaritmo da renda média na diretoria. O logaritmo
da renda é utilizado porque a análise empírica da Seção 6.2 sugere que essa especi6cação capta a relação não-
linear entre pontuação nos exames e na renda. Assim como na Seção 5.12, não incluímos o gasto por aluno como
um regressos e, dessa forma, consideramos o efeito da redução da razão aluno-professor, o que permite que o
gasto por aluno aumente (isto é, não estamos mantendo o gasto por aluno constante).

Discussão dos Restíltados da Regressão

Os resultados da regressão de MQO estão resumidos na Tabela 6.2. As colunas (1)-(7) mostram regressões

separadas. As entradas da tabela são coeficientes, erros padrão, determinadas estatísticas F e seus valores p e estatís-
ticas resumo, conforme indicado na descrição de cada linha.

Essas regressões coram estimadas utilizando dados sobre diretorias regionais de ensino K 8 na Cali66rnia, descritos no Apêndice 4.1 0s
erros padrão estão entre parênteses abaixo dos coeficientes e os valores p estão entre parênteses abaixo da estatística F. Os coeficientes
individuais são estatisticamente signlõcantes ao nível de signi6cância de 'P5 por cento ou de H"KI por cento

TABELA 6.2 Modelos de Regressão Não-Lineares para a Pontuação nos Exames

Variável Dependente: Pontuação Média nos Exames na Diretoria; 420 Observações

Regressar l(i)(2)(3)(4)(S)(ó)(Z)

Razãoaluno professor(R.4P) --1,00*# --0,73** --0,97 0,53 64,33++ 83,70*# 65,29*+
(0,27)(0,26)(0,59)(0,34)(24,86)(28,50)(25,26)

R,41P --3,42++ 4,38++ --3,47+#
(1,25) (1,44) (1,27)

R.4P3 0.059+q' 0,075+# 0.060:K#

(0,021) (0,024) (0,021)

% de alunos aprendendo inglês 0,1 22q'# 0,176## O,1 66##
lo,033) (o,034) (o,034)

%dealunosaprendendo inglês 5,64 5,50 5,47'K# 816,1*% ae.alunos.aprenaenao tngies . ),g't. .?,?y. '3,T{. ' ,?!p,!.
210%?(Bmária, H1.4/fa) (19,51) (9,bU) (l,U3) (JZ/,/)

,'11,4/fíz x R.4P 1 .28 0.58 1 23.3#
(0,97) (0,50) (50,2)

41,41fa X R.4/P 6,12#
(2,54)

41,4Jfa x R.41D --0.101 #
(0,043)

%comdireitoaalmoçosubsidiado --0,547#+ --0,398#+ --0,411## 0,420## --0,418#+ 0,402#+
(0,024)(0,033)(0,029)(0,029)(0,029)(0,033)

Renda média na diretoria 11.57## 12,12#'k 11,75## 11,808# 11,51##
(logaritmo)(1,81)(1,80)(1,78)(1,78)(1,81)
Intercepta 700,1#* 658,6## 682,2#'K 653,6## 252,0 122,3 244,8

''leia;' ':l:i:;' 'l?;li61' ':1iiiÇI' (íãiix) (;ÉÉii) (í i:i)
Estatística F e Valores p para Hipóteses Conjuntas

(a)TodasasvariáveisR.4P 5,64 /5,92 6,31 4,96 5,9]
e interações = 0(0,004)/(0,003)(<0,001)(<0,001)(0,001)

(b)RHP2,RHP3:0 '''' 6,17 5,81 5,96) R.4P:, R.4P' - 0 6,17 5,81 5,96
(<0,001) (0,003) (0,003)

(c) .41.4/fa x R,4P,.H14ira x R 4P2, 2,69c) .41.4/fa x R,4P,. 414ifa X R.4P', 2,69
.41,4 ífa X R.4P' = 0 (0,046)

EI)R 9.08 8.64 15.88 8,63 8,56 8,55 8,57

R2 0.773 0.794 0.305 0.795 0,798 0,799 0,798
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A regressão (3) da Tabela 6.2 é a regressão interada da Equação (6.34) com a variável binária para uma per-
centagem alta ou baixa de alunos aprendendo inglês, mas sem variáveis económicas de controle. Quando as va-
nâvets económicas de controle (logaritmo da renda e porcentagem com direito a almoço subsidiado) são
adicionadas (veja a regressão (4) da tabela), os coeÊcientes mudam, porém em nenhum dos casos o coeficiente

do termo de interação é significante ao nível de 5 por cento. Com base na evidência da regressão (4), a hipótese
de que o efeito da RHP é o mesmo para diretorias com percentagens baixas e altas de alunos aprendendo inglês
não pode ser rejeitada ao nível de 5 por cento (estatística f é f - --0,58/0,50 = --1,16).

A regressão (5) examina se o efeito da variação da razão aluno professor depende do valor da razão aluno

professor ao incluir uma especiâcação cúbica em R.4P além de outras variáveis de controle na regressão (4) (o
termo de interação, .41.4/f.:z x R.4P, âoi excluído porque não era signiâcante na regressão (4) ao nível de 10 por
cento). As estimativas da regressão (5) são consistentes com um câeito não-linear da razão aluno-professor. A
hipótese nula de que a relação é linear é rqeitada ao nível de signiÊcância de l por cento contra a alternativa de
que ela é cúbica (a estatística F que testa a hipótese de que os coeÊcientes verdadeiros de R.4P2 e R,4P3 são zero
é 6,17, com um valor p < 0,001).

A regressão (6) examina de maneira adicional se o efeito da razão aluno-professor depende não somente do
valor da razão aluno-professor, mas também da oração de alunos que está aprendendo inglês. Ao incluir as intera

ções entre ,414/fa e RHP, R 4P 2 e R,4P 3, podemos verificar se as funções de regressão da população (possivel-
mente cúbicas) que relacionam pontuação nos exames e RIP são diferentes para percentagens baixas e altas de
alunos aprendendo inglês. Para fazermos isso, testados a restrição de que os coeficientes dos três termos de
interação são iguais a zero. A estatística F resultante é 2,69, com um valor p de 0,046 e, portanto, é significante
ao nível de significância de 5 por cento, mas não ao de l por cento. Isso fornece alguma evidência de que as
funções de regressão são diferentes para diretorias com porcentagens altas e baixas de alunos aprendendo inglês;
contudo, a comparação das regressões (6) e (4) deixa claro que essas diferenças estão associadas aos termos
quadrático e cúbico

A regressão (7) é uma modificação da regressão (5), ein que a variável contínua %,4.r é utilizada cm vez da
variável binária .41.4/fíz para controlar a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês na diretoria. Os coe-
ficientes dos outros regressores não variam substancialmente com essa modificação, o que indica que os resulta
dos na regressão (5) não são sensíveis à medida da porcentagem de alunos que está aprendendo inglês eÉetivamente
utilizada na regressão.

Em todas as especificações, a hipótese de que a razão aluno-professor não entra nas regressões é rqeitada ao
nível de l por cento

As especificações não-lineares na Tabela 6.2 são interpretadas mais faciln-Lente na forma gráfica. A Figura
6.10 mostra o gráfico das funções de regressão estimadas relacionando a pontuação nos exames e a razão aluno-

proãessor para a especificação linear (2) e as especificações cúbicas (5) e (7), juntamente com um gráfico de dis-
persão dos dados.7 Essas funções de regressão estimadas mostram o valor previsto da pontuação nos exames como
uma função da razão aluno-professor, mantendo fixos os outros valores das variáveis independentes na regressão.
As funções de regressão estimadas são próximas umas das outras, embora as regressões cúbicas sejam mais planas

para valores grandes da razão aluno-professor.
A regressão (6) indica uma diferença estatisticamente signi6cante nas funções cúbicas de regressão relacio-

nando pontuação nos exames e R.4P, dependendo de a porcentagem de alunos aprendendo inglês na diretoria
ser grande ou pequena. A Figura 6.1 1 n:mostra o gráfico dessas duas funções de regressão estimadas de modo que

possamos ver se essa diferença, além de ser estatisticamente significante, é de relevância prática. Como a Figura
6.11 mostra, para razões aluno professor entre 17 e 23 -- uma gama que inclui 88 por cento das observações
--, as duas funções são separadas por aproximadamente 10 pontos, mas sob outros aspectos são muito semelhantes;

isto é, para RHP entre 17 e 23, diretorias com uma percentagem menor de alunos aprendendo inglês se saem
melhor, mantendo constante a razão aluno-professor; porém, o efeito de uma variação na razão aluno-professor
é essencialmente o mesmo nos dois grupos. As duas fiinções de regressão são diferentes para razões aluno-pro
6essor abaixo de 16,5, mas devemos tomar cuidado para não exagerar em nossa interpretação. As diretorias com
R.4P < 16,5 constituem apenas 6 por cento das observações, de modo que as diferenças entre as funções de
regressão não-lineares estão reíletindo as diferenças nessas poucas diretorias com razões aluno professor muito
baixas. Portanto, com base na Figura 6.11, concluímos quc o efeito de uma variação na razão aluno-professor
sobre a pontuação nos exames não depende da percentagem de alunos aprendendo inglês para a gama de razões
aluno professor na qual temos a maioria dos dados

FIGURA 6. 1 1 Funções de Regressão para Diretorias com Percentagens Altas e Baixas de Alunos Aprendendo Inglês

Diretorias com percentagens baixas de alunos

aprendendo inglês IA/A/fa = 01 são mostradas por
pontos cinza-escuro e diretorias com AIA/fa = l

são mostradas por pontos cinza-claro. A hinção de
regressão cúbica para AIA/tn : l da regressão
l61 na Tabela 6.2 está aproximadamente 1 0 pontos
abaixo da função de regressão cúbica para

A/A/fn= 0 para 1 7 É RAP É 23, mas sob outros

aspectos as duas hinções têm formas e inclinações
semelhantes nessa gama de valores.

As declividades das hinções de regressão diferem

mais para valores muito grandes e muito pequenos

de RAP, nos quais há poucas observações.

Pontuação nos exames
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FIGURA 6. 1 0 Três Funções de Regressão Relacionando Pontuação nos Exames e Razão Aluno-Professor
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As regressões cúbicas das colunas l5) e l7) cla

Tabela 6.2 são praticamente idênticas. Elas

indicam um pouco de não-linearidade na

relação entre pontuação nos exames e razão

aluno-professor.
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7 Para cada curva, o valor previsto 6oi calculado fixando-se para cada variável independente exceto R.4P -- o valor mêdio da amostra

e calculando-se o valor previsto por meio da multiplicação desses valores fixos das variáveis independentes pelos respectivos coeficientes
estimados da Tabela 6.2. Isso Eoi feito para diversos valores da R 4P e o gráfico dos valores previstos ajustados resultantes é a rota de

regressão estimada relacionando a pontuação nos exames e a R 4P, mantendo constantes as outras variáveis em suas médias da amostra
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Resumo dos Resultados Resumo

Esses resultados nos permitem responder às três questões levantadas no início desta seção.
Após o controle da situação económica, a existência de muitos ou poucos alunos aprendendo inglês na dire-

toria não tem uma influência substancial sobre o efeito de uma variação na razão aluno-professor sobre a pontua-
ção nos exames. Nas especificações lineares, não existe evidência estatisticamente signi6cante dessa diferença. A
especiâcação cúbica na regressão (6) fornece uma evidência estatisticamente significante (ao nível de 5 por cento)
de que as funções de regressão são diferentes para diretorias com porcentagens altas e baixas de alunos apren-
dendo inglês; como mostra a Figura 6.11, contudo, as funções de regressão estimadas têm declividades seme-
lhantes na gama de razões aluno-professor que contém a maioria de nossos dados.

Após o controle da situação económica, há evidência de um efeito não-linear da razão aluno-professor sobre
a pontuação nos exames. Esse efeito é estatisticamente significante ao nível de l por cento (os coeficientes de
R.4P2 e RHP3 são sempre signiâcantes ao nível de l por cento).

Agora podemos voltar ao problema da superintendente quc iniciou o Capítulo 4. Ela quer saber o efeito da
redução da razão aluno-professor em dois alunos por professor sobre a pontuação nos exames. Na especificação
linear (2), esse efeito não depende da razão aluno-professor em si; o efeito estimado dessa redução é uma me-
lhora da pontuação nos exames em 1,46 (= 0,73 X --2) ponto. Nas especi6lcações não-lineares, esse efeito
depende do valor da razão aluno-professor. Se a sua diretoria atualmente possui uma razão Huno-professor de 20
e ela considera o corte para 18, então, baseado na regressão (5), o efeito estimado dessa redução ê uma melhora
da pontuação nos exames de 3,00 pontos, ao passo que, baseado na regressão (7), essa estimativa é de 2,93. Sc a
sua diretoria atualmente possui uma razão aluno-professor de 22 e considera o corte para 20, então, baseado na
regressão (5), o efeito estimado dessa redução é uma melhora da pontuação nos exames de 1,93 ponto, ao passo

que, baseado na regressão (7), essa estimativa é de ] ,90. As estimativas das especificações não-lineares sugerem
que o corte da razão aluno-professor terá um efeito um pouco maior se essa razão já 6or pequena.

l

2

3.

4

5

Em uma regressão não-linear, a declividade da função de regressão da população depende do valor de
unia ou nazis das variáveis independentes.

O efeito de unia variação da(s) variável(is) independente(s) sobre Y pode ser calculado avaliando-se a
função de regressão para dois valores da(s) variável(is) independente(s). O procedimento está resumido
no Conceito-Chave 6.1 .

Uma regressão polinomial inclui potências de X como regressores. Uma regressão quadrático inclui Xe
X2; uma regressão cúbica inclui X, X2 e X3

Pequenas variações em logaritmos podem ser interpretadas como variações proporcionais ou variações

percentuais de uma variável. Regressões que envolvem logaritmos são utilizadas para estimar varia-
ções proporcionais e elasticidades.

C) produto de duas variáveis é chamado termo de interação. Quando os termos de interação são incluí-

dos como regressores, permitem que a declividade da regressão para uma variável dependa do valor de
outra variável.

Termos-chave
modelo de regressão quadrático (135)

função de regressão não linear (137)

modelo de regressão polinomial (140)

modelo de regressão cúbica (140)

elasticidade-preço (141)

função exponencia](]42)
logaritmo natural (142)

modelo linear log (143)
modelo log-linear (143)
modelo log log (144)
tem-to de interação (149)
regressar interado (149)
modelo de regressão com interação (149)6.5 Conclusão

Neste capítulo, apresentamos várias maneiras de modelar punções de regressão não-lineares. Como esses mo-

delos são variantes do modelo de regressão múltipla, os coeficientes desconhecidos podem ser estimados por MQO
e as hipóteses sobre seus valores podem ser testadas pelo uso das estatísticas f e F, como descrito no Capítulo 5.
Nesses modelos, o efeito esperado de uma variação eln uma das variáveis independentes, Xi , sobre Y. mantendo

constantes as outras variáveis independentes X2, .., Xk, cm geral depende dos valores de Xi, X2, ..., X&.
Existem muitos modelos neste capítulo, e por isso é normal você sentir-se um pouco confuso sobre qual

deles utilizar em determinada aplicação. Como você poderia analisar possíveis não-linearidades na prática? Na
Seção 6.1, expusemos um enfoque geral para tal análise, mas esse enfoque requer que você tome decisões e
exercite seu julgamento ao longo do processo. Seria conveniente ter uma receita única que você pudesse seguir
e que funcionasse para todas as aplicações, porém, na prática, a análise de dados raramente é simples.

O único passo mais importante na especiâcação de funções de regressão não-lineares é "usar a cabeça". Antes
de examinar os dados, você poderia pensar em um motivo, com base na teoria económica ou no julgamento
cuidadoso, pelo qual a declividade da função de regressão da população possa depender do valor daquela, ou de
outra variável independente. Se üor esse o caso, que tipo de dependência você esperaria? E, ainda mais impor-
tante, quais não-linearidades (se houver) teriam implicações importantes para as questões importantes tratadas em
seu estudo? Respostas cuidadosas para essas perguntas concentrarão sua análise. Na aplicação da pontuação nos
exames, por exemplo, tal raciocínio nos levou a investigar se a contratação de mais professores poderia ter um
efeito maior em diretorias com uma porcentagem alta de alunos aprendendo inglês, talvez porque esses alunos se
bene6ciariam de forma diferenciada de uma atenção mais individualizada. Formulando a pergunta de forma pre-
cisa, Gomos capazes de encontrar uma resposta precisa: após controlarmos a situação económica dos alunos, não
encontramos evidências estatisticamente significantes de tal interação.

Revisão dos Conceitos

6.1 Faça um esboço de uma função de regressão que sqa crescente (que tenha declividade positiva) e mais incli

nada para valores pequenos de X e menos inclinada para valores grandes. Explique como você especificada

uma regressão não-linear para modelar essa forma de curva. Você pode pensar em uma relação económica
com essa forma?

6.2 Uma função de produção ''Cobb-Douglas'' relaciona produção (Q) a favores de produção, capital (J9, mão-
de-obra (L) e matéria-prima (M), e um termo de erro 1{ utilizando a equação Q - ÀKP'LF:MP3e", onde ,l,

/31, /32 e /33 são parâmetros de produção. Suponha que você tenha dados sobre a produção e os favores de
produção de uma amostra aleatória de empresas con-l a mesma função de produção Cobb-Douglas. Como

você utilizaria a análise de regressão para estimar os parâmetros de produção?

Uma função "demanda por moeda" padrão utilizada por macroeconomistas tem a forma in(m) - /3o +
/3.In(P/B) + /32R, onde /n é a quantidade (real) de moeda, PTB é o valor (real) do produto interno bruto e

R é o valor da taxa nominal de juros medida em porcentagem ao ano. Suponha que /31 = 1,0 e /i2 =
--0,02. O que acontecerá com o valor de 17z se o PIB aumentar ein 2 por cento? O que acontecerá com in
se a taxa de juros aumentar de 4 para 5 por cento?

Você estimou um modelo de regressão linear relacionando y e X. Seu professor diz: "Acho que a relação
entre }' e X é não-linear". Explique como você cestaria a adequação de sua regressão linear.

6.3

6.4
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6.5 Suponha que no problema 6.2 você tenha pensado que o valor de /32 não era constante, mas que aumen-
eavajuntamente com K. Como você poderia utilizar um tendo de interação para captar esse efeito?

b. Comparando as colunas (1) e (2), é melhor utilizar Ta//7afz/zo ou in(Zaman/zo) para explicar os preços
das casas?

#c. Utilizando a coluna (2), responda: qual é o efeito estimado da piscina sobre o preço?

d. A regressão na coluna (3) acrescenta o número de dormitórios à regressão. Qual é o tamanho do
efeito estimado de um dormitório adicional? O efeito é estatisticamente significante? Por que
você considera o efeito estimado tão pequeno? (Dica: Que outras variáveis estão sendo mantidas
constantes?)

#e. O termo quadrático in(Tarifa///zo)2 é importante?

f. Utilize a regressão da coluna (5) para calcular a variação esperada no preço quando uma piscina
é acrescentada a uma casa sem uma vista. Repita o exercício para uma casa com uma vista. Há
uma diferença grande? A diferença é estatisticamente significante?

Após ler neste capítulo a análise da pontuação nos exames e do tamanho da durma, um educador
comenta: "De acordo com a minha experiência, o desempenho do aluno depende do tamanho da
tumba, mas de uma forma diferente da mostrada por sua regressão. Em vez disso, os alunos vão bem
quando o tamanho da turma é menor do que 20 alunos e vão muito mal quando o tamanho da turma

é maior do que 25. Não há ganhos na redução do tamanho da turma para menos de 20 alunos, a relação

ê constante na região intermediária entre 20 e 25 alunos e não há perdas no aumento do tamanho da

turma quando ele já é maior do que 25". O educador está descrevendo um ''efeito limiar'' em que o
desempenho é constante para tamanhos de durma inferiores a 20, então há um salto e é constante para
tamanhos de turma entre 20 e 25 e há outro salto para tamanhos de turma superiores a 25. Para ]no-
delar esses efeitos limiares, deâna as variáveis binárias:

Exercícios

6.1 As vendas em uma companhia localizaram US$ 196 milhões em 2001 e subiram para US$ 198 mi-
lhões em 2002.

a. Calcule o aumento percentual nas vendas utilizando a â6rmula usual 100 X He '..- rendas....

Compare esse valor à apro"imação 100 (in( Ue«das2002) -- in( Uer,'í s200i».

b. Repita o item (a) supondo Uefzdas2002 - 205; Uendas2002 - 250; Ue/7das2002 ' 500

c. Em que medida a aproximação é boa quando a variação é pequena? A qualidade da aproximação
se deteriora à medida que a variação percentual aumenta?

Suponha que um pesquisador colete dados sobre as casas vendidas em determinado bairro no ano pas-
sado e obtenha os resultados da regressão mostrados na tabela abaixo.

#a. Uti]izando os resu]tados da co]una (1), responda: qual é a variação esperada no preço de se cons-
truir uma ampliação de 500 pés quadrados (46 m2) eni uma casa? Calcule um intervalo de confi-
ança de 95 por cento para a variação percentual no preço.

e/'zaas2001

6.3

6.2

RHPpeque/ro = 1 se R4P < 20 e R.4Ppeqllefzo - 0 nos demais casos
R.4Pmoderndo = 1 se 20 É R,4P g 25 e R,4Pnlodelado = 0 nos demais casos

R 4Pgrande - l se RHP > 25 e RIPA/afzde - 0 nos demais casos.

a. Considere a regressão P0/7fExa/ne.- - /3o + /3tR 4Ppeqlleno.. + /i2R.4P2rande.. + uí Esboce a função de
regressão que relaciona PonfExame e R 4P para valores hipotêticos dos coe6lcientes da regressão
que são consistentes com a declaração do educador.

b. Uma pesquisadora tenta estimar a regressão PofzrExame. - /3o + /3l-R.4Ppeq f/zo.- + P2RdPmoderadoí
+ /33RHPgrafzdeí + u.. e descobre que seu computador trava. Por quê?

Explique como você utilizaria o "Enfoque nQ 2''da Seção 5.8 para calcular o intervalo de confiança
discutido abaixo da Equação (6.8). (Dica: Isso requer a estimação de uma nova regressão utilizando
uma definição diferente dos regressores e da variável dependeílte. Veja o Exercício (5.8).)

#6.4

6.5 Considere o modelo de regressão X = /3o + /iiXií + /i2X2.- + /33(Xlí X X2.-) + u.. Utilize o Conceito
Chave 6.1 para mostrar que:

á)l - /31 + /33X2(efeito da variação em XI, mantendo X2 constante).

b. -l:l:= = /32 + /i3Xi (efeito da variação em X2, mantendo XI constante).

c. Se Xt varia em AXt e X2 varia em z\X2, então Ay = (/3t + /33X2)AXI + (P2 + /33XI)AXZ +

/33AX'tz\X2 .

'2

Definições das variáveis: Preço - preço de venda (US$); TaPrlan/zo - tamanho da casa (em pés quadrados); Dormíróríos =
número de dormitórios; Písafz.z = variável binária(l se a casa tem uma piscina, 0 se não Éor o caso); Uisfa = variável binária

(l se a casa. tem uma linda vista, 0 se não hor o caso); Corldíção - variável binária (l se o corretor de imóveis relata que a
casa se encontra em uma condição excelente, 0 se não âor o caso)

Variável Dependente:lnjPreçol

Regressar (1) (2) (3) (4) (5)

Ta man /zo 0 .00042
(0,000038)

In(.Ezman/zo) 0,69 0,68 0,57 0,69
lo,054) (o,087) (2,03) (o,055)

In(Za/nata/zo)20,0078
(0,14)

Dormífóríos0.0036
(0,037)

Píscílla 0,082 0,071 0,071 0,071 0,071
(0,032)(0,034)(0,034)(0,036)(0,035)

Hz'sfa 0,037 0,027 0,026 0,027 0,027
(o,029)(o,028)(o,02õ)(o,029)(ol030)

Píscífza x t,lsfa 0.0022
(o,lO)

Cop?dirão 0,13 0,12 0,12 0,12 0,12
(0,045)(0,035)(0,035)(0,036)(0,035)

/nferrepfo l0,97 6,60 6,63 7,02 6,60
(0,069)(0,39)(0,53)(7,50)(0,40)

Estatísticas-resumo

EPR O,102 0,098 0,099 0.099 0.099

R2 0,72 0,74 0,73 0.73 0.73
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CAPÍTULO 7 Avaliando Estudos Baseados
na Regressão Múltipla

Validade Interna e Validade Externa

Uma análise estatística é válida internamente se as inferências estatísticas sobre os efeitos
causais são válidas para a população estudada. A análise é válida externamente se as suas
ingerências e conclusões puderem ser generalizadas com base na população e no cenário estu-
dados para outras populações e cenários.

Conceito

s três últimos capítulos explicaram
em uma base de dados. Neste

que utiliza regressão múltipla
uivo é estimar o efeito causal de uma

alunos, sobre uma variável dependente
uma estimativa útil do efeito causal

Para responder a essa pergunta,

independentemente de eles utilizarem
dade

sais são válidas para a população
podem ser generalizadas para
externa, enunieramos uni
ameaças na prática. Algumas

apresentadas atê aqui; este

livro, para
Como uma ilustração

e externa do estudo do

como utilizar a regressão múltipla para analisar a relação entre variáveis
capítulo, damos um passo para trás e perguntamos: o que torna um estudo

confiável ou não? Nós nos concentramos em estudos estatísticos cujo obje

variação em alguma variável independente, tal como o tan-banho da turma de
ta] como a pontuação nos exames. Quando a regressão múltipla fornece

para tais estudos e, igualmente importante, quando ela fHha em fazê-lo?
este capítulo apresenta uma estrutura para avaliar estudos estatísticos em geral,

regressão múltipla ou não. Essa estrutura baseia-se nos conceitos de vali-
interna e externa. Um estudo é válido internamente se as suas inferências estatísticas sobre os efeitos cau-

e o cenário estudados; um estudo é válido externamente se as suas ingerências

outras populações e cenários. Nas seções 7.1 e 7.2, discutimos validade interna e
conjunto de an-leaças possíveis a essas validades e discutimos como identificar aquelas

daquelas ameaças não podem ser tratadas utilizando as ferramentas econométricas
capítulo oferece uma visão geral dos métodos, estudados nos capítulos restantes deste

tratar as ameaças.
da estrutura de validade interna e externa, na Seção 7.3 avaliamos a validade interna

efeito do corte da razão aluno-professor sobre a pontuação nos exames apresentada nos

Chave

7.1

Em segundo lugar, os testes de hipótese deveriam ter o nível de significância desejado (a taxa de rejeição eâe-
tiva do teste sç)b a hipótese nula deveria ser igual ao nível de significância desejado) e os intervalos de conâança
deveriam ter o nível de confiança desejado. Por exemplo, se um intervalo de conâança é construído como /iK{.,4/9

t 1,96EP(/3K{.,4P), deveria conter o verdadeiro efeito causal da população, PK{,,iP, co": probabilidade de 95 por
cento entre as amostras repetidas.

Na análise de regressão, os efeitos causais são estimados utilizando a função de regressão estimada e os testes
de hipótese são conduzidos utilizando os coeÊcientes da regressão estimada e seus erros padrão. Portanto, os re-

quisitos para a validade interna em um estudo baseado em regressão de MQO são os seguintes: que o estimador
de MQO seja não viesado e consistente e que os erros padrão sejam calculados de maneira que os intervalos de

conõança tenham o nível de confiança desejado. Há vários motivos para que isso não aconteça, os quais cons-
tituem ameaças à validade interna. Essas ameaças levam a violações de uma ou mais das hipóteses de mínimos
quadrados do Conceito-Chave 5.4. Por exemplo, uma ameaça que discutimos em detalhe é o viês de omissão de
variáveis; ele leva a uma correlação entre um ou mais regressores e o termo de erro, o que viola a primeira hipótese
de mínimos quadrados. Se os dados sobre a variável omitida estiverem disponíveis, então essa ameaça poderá ser

evitada pela inclusão daquela variável como um regressor adicional.
Na Seção 7.2 há uma discussão detalhada das diversas ameaças à validade interna na análise de regressão múlti-

pla e da forma de elimina-las.

capítulos 4-6.

7.1 Validade Interna e Validade Externa

Os conceitos de validade interna e validade externa, definidos no Conceito Chave 7. 1, fornecem uma estrutura

para avaliar se um estudo estatístico ou econométrico é útil para responder a uma questão específica de interesse.
V:llidade interna e validade externa distinguem entre população e cenário estudados e população e cenário para

os quais os resultados são generalizados. A população estudada é a população de entidades pessoas, empresas,

diretorias regionais de ensino e assim por diante -- da qual a amostra âoi selecionada. A população para a qual os
resultados são generalizados, ou a população de interesse, é a população de entidades para a qual as ingerências cau-
sais do estudo serão aplicadas. Por exemplo, o diretor de uma escola de ensino médio pode querer generalizar nossos
resultados sobre tamanhos de turma e pontuação nos exames do ensino fündamenta] das diretorias regionais de ensino
da CaliÉórnia (a população escudada) para a população de escolas de ensino médio (a população de interesse)

Por ''cenário" entende-se o ambiente institucional, legal, social e económico. Por exemplo, seria importante

saber se os resultados de unl experimento de laboratório que avalia métodos para o crescimento de tomates orgâni-

cos poderiam ser generalizados para o campo, isto é, se os métodos orgânicos que funcionam no cenário de um
laboratório também funcionam no cenário do mundo real. Fornecemos outros exemplos de diferenças em po'

pulações e cenários mais adiante nesta seção.

Ameaças à Validade Externa

Ameaças potenciais à validade externa surgem das diferenças entre a população e o cenário estudados e a
população e o cenário de interesse.

Dij#erenças em popa/anões. Diferenças entre a população estudada e a população de interesse podem repre'
sentar uma ameaça à validade externa. Por exemplo, estudos laboratoriais sobre os efeitos tóxicos de produtos

químicos normalmente utilizam populações de animais como ratos (a população estudada), mas os resultados são
utilizados para a elaboração de normas de saúde e segurança para populações humanas (a população de interesse)
O fato de ratos e homens serem suficientemente diferentes para ameaçar a validade externa de tais estudos é uma

questão polêmica.
De forma mais geral, o verdadeiro efeito causal pode não ser o mesmo na população estudada e na popu'

loção de interesse. Isso porque a população pode ter sido escolhida de um modo que a torna diferente da po-
pulação de interesse em virtude de diferenças nas características das populações, de diferenças geográficas ou ainda

porque o estudo está obsoleto.
Ameaças à Validade Interna

A validade interna possui dois componentes. Em primeiro lugar, o estimador do efeito causal deveria ser não
viesado e consistente. Por exemplo, suponha que /3/UP sqa o estimador de MQO do efeito de uma variação

unitária na razão aluno-professor sobre a pontuação nos exames em uma dada regressão; então, /3KaP deve ser
um estin-dador não viesado e consistente do verdadeiro efeito causal da população resultante de uma variação na

razão aluno-professor,/i/up-

DJPrenças em Gerar;os. Ainda que a população estudada e a população de interesse soam idênticas, gene-
ralizar os resultados do estudo pode não ser possível se os cenários forem diferentes. Por exemplo, um estudo
do efeito de uma campanha publicitária contra o consumo abusivo de álcool sobre a embriaguez na universidade

não pode ser generalizado para outro grupo idêntico de universitários se a idade permitida por lei para o
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consumo de bebidas alcoólicas nas duas universidades é diferente. Nesse caso, o cenário legal em que o estudo

6oi conduzido difere daquele em que seus resultados são aplicados. . . .
v' vDe modo mais geral exemplos de diferenças em cenários incluem diferenças no ambiente institucional (uni.

versidades públicas versus universidades religiosas), diferenças na legislação .(diferenças. na idade pemut:aa por iei;
ou diferenças no ambiente físico (embriaguez em festa no sul da Caliüórnia persas Fairbanks, Alasca)

termo de erro na regressão da população, violando a primeira hipótese de mínimos quadrados do Conceito
Chave 5.4. Para cada uma, discutimos o que pode ser deito para reduzir esse viés. A seção termina com uma dis
cussão das circunstâncias que levam a erros padrão inconsistentes e o que pode ser deito com relação a isso.

Viés de Omissão de Variáveis

.Ap/ícação ao caso de pontuação nos exames e razão a/uno'pro/êssor. Os capítulos 5 e 6 relataruu nle
-r:ias estimadas estatisticamente signiõcantes, mas bastante pequenas, da pontuação nos exames como resultado

da redução na razão aluno-professor. Essa análise se baseou nos resultados de exames para as diretorias regionais
de ensino da (l;aliíórnia. Suponha por ora que esses resultados sejam válidos internamente. Para quais outras po-

pulações e cenários de interesse eles poderiam ser generalizados? . . ,
Quanto mais próximos a população e o cenário estudados estiverem da população e ao cenano ac nILçlCb-,

mais ít)nes serão os argumentos para a validade externa. Por exemplo,. alunos universitários e seu curso são muito
diferentes de alunos de escolas' de ensino fundamental e seu curso, de modo que é implausível que o efeito da

=r.=:1::1===:=::::
que é plausível que os resulta

dos da Caliíé)mia possam ser generalizados para o desempenho em exames padronizados do ensino fundamental
de outras diretorias regionais de ensino nesse pais

Lembre se de que o viés de omissão de variáveis surge quando uma variável que tanto determina y quanto
é correlacionada com um ou mais dos regressores incluídos é omitida da regressão. Esse viés persiste mesmo em
amostras grandes, de modo que o estimador de MQO é inconsistente. A melhor forma de minimizar o viés de
omissão de variáveis depende da disponibilidade de dados para a variável omitida potencial.

Soluções para o viés de omissão de variáveis quando a variável omitida é observctda. Se você üspõe
de dados para a variável omitida, pode incluí-la em uma regressão múltipla e, desse modo, atacar o problema.
Contudo, a adição de uma nova variáve] tem custos e benefícios. Por um lado, a omissão da variável poderia
resultar em unia viés de omissão de variáveis. Por outro, a inclusão da variável quando ela não pertence à regressão

(isto é, quando seu coeficiente de regressão da população é igual a zero) reduz a precisão dos estimadores dos
outros coeâciéntes da regressão. Em outras palavras, a decisão de incluir ou não uma variável envolve um dilema
entre viés e variância dos coeficientes de interesse. Na prática, há quatro passos que podem qudá-lo a decidir se
você deve ou não incluir uma variável ou um conjunto de variáveis em uma regressão.

O primeiro passo é identificar os principais coeâcientes de interesse cm sua regressão. Nas regressões de pon
[uação nos exames, trata se do coeficiente da razão aluno professor, uma vez que a questão colocada original
mente refere-se ao efeito de uma redução nessa razão sobre a pontuação nos exames.

O segundo passo ê perguntar-se: Quais são as fontes mais prováveis de um importante viés de omissão de
variáveis nessa regressão? A resposta requer a aplicação da teoria económica e um conhecimento profundo, e
deveria ocorrer antes de você estimar quaisquer regressões; con-lo isso é deito antes da análise dos dados, é chamado
de raciocínio a prior ("antes do fato"). No exemplo da pontuação nos exames, esse passo envolve a identificação
dos determinantes da pontuação nos exames que, se ignorados, poderiam tornar viesado nosso estimados do efeito do
tamanho da turma. O resultado desse passo é uma especiâcação de regressão base, o ponto de partida para sua
análise de regressão empírica, e uma lista com variáveis "questionáveis" adicionais que podem ajudar a diminuir
o possível viés de oi-missão de variáveis.

O terceiro passo é ampliar sua especificação de base com as variáveis questionáveis adicionais identiâcadas
no segundo passo e testar as hipóteses de que seus coeficientes são iguais a zero. Se os coeficientes das variáveis
adicionais forem estatisticamente significantes ou se os coeficientes de interesse estimados mudarem considera
velmente quando as variáveis adicionais porem incluídas, então elas deverão permanecer na especificação e você
deverá modiâcar sua regressão básica. Caso contrário, essas variáveis poderão ser excluídas da regressão.

O quarto passo é apresentar um resumo preciso de seus resultados na forma tabular. Isso oferece ''total
transparência" a um cénico potencial, que pode então tirar suas próprias conclusões. As tabelas 5.2 e 6.2 são exem-
plos dessa estratégia. Por exemplo, na Tabela 6.2 poderíamos ter apresentado apenas a regressão na coluna (7),
uma vez que ela resume os efeitos e as não-linearidades relevantes das outras regressões da tabela. A apresentação

das outras regressões, contudo, pernoite ao leitor cénico tirar suas próprias conclusões.
Esses passos estão resumidos no Conceito Chave 7.2

Como ava/íar a va/;Jade externa de um estudo. A validade externa deve ser considerada utilizando o co-
nhecnnento especí6co de populações e cenários estudados e de populações e cenários de interesse. Diferenças
importantes entre ambos lançarão dúvidas sobre a validade externa do estudo.

As vezes há dois ou mais estudos sobre populações diferentes, mas relacionadas. Se eor esse o caso, a validade

externa desses estudos pode ser verificada pela comparação de seus resultados. Por exemplo, na Seção 7.3, ana
lisamos os dados sobre pontuação nos exames e tamanho da turma para o ensino fundamental nas diretorias
regionais de ensino de Massachusetts e comparamos esses resultados com os da Caliíórnia Em geral, resultados
semelhantes em dois ou mais estudos sustentam o direito à validade externa, ao passo que diferenças nos resulta-

dos lançam dúvidas sobre sua validade externa.'

Como desenhar um estudo vá/;do externamente. Como as ameaças à validade externa originam-se de
uma faca de comparabilidade de populações e cenários, essas ameaças são.minimizadas da melhor forma nos esta

gins iniciais de um estudo, antes de os dados serem coletados. O desenho de um estudo foge ao escopo deste
livro; o leitor interessado pode consultar Shadish, Cook e Campbe]] (2002)

7.2 Ameaças à Validade Interna na
Análise de Regressão Múltipla

Estudos baseados na análise de regressão são válidos internamente se os coeficientes da regressão estimada
são não viesados e consistentes e se os seus erros padrão produzem intervalos de conâança ao nível de confiança

desejado. Nesta seção, pesquisamos cinco motivos pelos quais o estimador de MQO dos coeficientes da regressão
múltipla podem ser viesados, mesmo em amostras grandes: variáveis omitidas, erro de especificação da forma fim
cional da função de regressão, medida imprecisa das variáveis independentes ("erros nas variáveis"), seleçao da
,n)ostra e causalidade simultânea. Todas as contes de viês surgem porque o regressor está correlacionado com o

Soluções para o viés de omissão de variáveis quando a vcirióvel omitida não é observada. h adição
de uma variável omitida a uma regressão não é uma opção se você não dispõe de dados sobre aquela variável.
Ainda assim, há três outros modos de resolver o problema do viés de omissão de variáveis. Cada uma dessas três
soluções contorna esse viés por meio da utilização de tipos diferentes de dados.

A primeira solução é utilizar dados em que a mesma unidade de observação é analisada em pontos diferentes
no tempo. Por exemplo, a pontuação nos exames e os dados a ela relacionados podem ser coletados para as mes-
mas diretorias em 1995 e novamente em 2000. Os dados nessa forma são chai-nados de dados de painel. Clon-

6orme explicado no Capítulo 8, os dados de painel tornam possível o controle de variáveis omitidas não
observadas, desde que elas não variem ao longo do tempo-

A segunda solução é utilizar a regressão de variáveis instrumentais. Esse método se apoia em uma nova va
riável, chamada de variável instrumental. A regressão de variáveis instrumentais será discutida no Capítulo lO.
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Devo Incluir Mais Variáveis em Minha Regressão?
Para verificar que o viés de erros nas variáveis resulta em uma correlação entre o regressos e o termo de erro,

tenha que haja um único regressor X. (por exemplo, a renda e6etiva), mas que soja medido de forma impre-
cisa por X (a estimativa da renda do entrevistado) Como a variável observada é .XI, e não XP a equação da

ressão eâetivamente estimada é aquela baseada em .XI. A equação de regressão da população Y - /3o + /3tXí +

uí, escrita em termos da variável medida de forma imprecisa .XI, é

X = P. + /j:X + [/j:(.x] -- -x]) + u.] ,. .~
= /3o + /3íX + "i

be voce inclui outra vmiável em sua regressão múltipla, elimina a possibilidade de viés de omis-
são de variáveis resultante da exclusão daquela variável, porém a variância do est:amador dos
npGripnfeç de iTlteresse pode aumentar. Seguem-se algumas diretrizes que podem aguda-lo a

Conceito. decidir se deve incluir unam variável adicional:

Chave l
2

Seja específico com relação aos(s) coe6ciente(s) de interesse.
Use um raciocínio a priori para identificar as contes potenciais mais importantes de viés
de omissão de variáveis, que leve a uma especificação de base e a algumas variáveis

"questionáveis
Teste se as variáveis questionáveis adicionais têm coeficientes diferentes de zero

Forneça tabulações representativas "totalmente transparentes" de seus resultados de
modo que outros voam o efeito da inclusão das variáveis questionáveis sobre o(s) coe-
ficiente(s) de interesse. Seus resultados n:mudarão se você incluir uma variável ques-
tionãvelr

)

onde t'í - /3i(Xi -- XI) + uí. Portanto, a equação de regressão da população escrita em termos de X- possui um
termo de erro que contém a diferença entre X. e .XI. Se essa diferença âor correlacionada com o valor medido Xí,
então o regressor X.. será correlacionado com o termo de erro e /31 será viesado e inconsistente.

O tamanho preciso e a direção do viés em /3i dependem da correlação entre .X. e (X.- X). Essa correlação,
oor sua vez, depende da natureza específica do erro de medida

Por exemplo, suponha que o entrevistado na pesquisa forneça seu melhor palpite ou lembrança do valor eÉe-

tivo da variável independente Xí. Uma forma conveniente de representar isso matematicamente ê supor que o
valor medido de X.. sda igual ao valor e6etivo, não medido, somado a um componente puramente aleatório, w..
Portanto, o valor medido da variável, representado por .X, é X.. = Xí + w... Como o erro é puramente aleatório,

podemos supor que w.. tem média zero e variância cg e é não-correlacionado com X.. e com o erro da regressão
#Í. Sob essa hipótese, um pouco de álgebra2 mostra que PI tem o limite de probabilidade

7.2

3

4

A terceira solução é utilizar um prometo de estudo no qual o efeito de interesse (por exemplo, o efeito da
redução do tamanho da turma sobre os resultados do aluno) é estudado por meio da utilização de um experi-
mento controlado aleatório. Esses experilnentos serão discutidos no Capítulo ll. Õ:

9

-:/[P (7.2)

Erro de Especificação da Forma
Funcional da Função de Regressão

Isto é, se o efeito da imprecisão de medida consiste simplesmente na adição de um elemento aleatório ao

valor eâetivo da variável independente, então /it é inconsistente. Como a razão ;li-i ? é menor do que um, /it será
viesado em direção a zero, mesmo em amostras grandes. No caso extremo em (IÍbe o"erro de medida é tão grande

que essencialmente nenhuma informação sobre Xí permanece, a razão entre as variâncias na expressão final da

Equação (7.2) é zero e /it converge em probabilidade para zero. No outro extremo, quando não há erro de medida,
d logo D: --b P:.

Embora o resultado na Equação (7.2) sda específico para esse tipo particular de erro de medida, ele ilustra
a proposição mais geral de que, se a variável independente é medida de forma imprecisa, então o estimador de
MQO é viesado, mesmo em amostras grandes. O Conceito-Chave 7.3 resume o viés de erros nas variáveis.

Se a verdadeira função de regressão da população üor não-linear, mas a regressão estio-fada 6or linear, então
esse erro de especificação da forma funcional torna o estimador de MQO viesado. Esse viés é um tipo de
viés de omissão de variáveis, em que as variáveis omitidas são os termos que reíletem os aspectos não-lineares

ausentes da íiinção de regressão. Por exemplo, se a fiinção de regressão da população 6or um polinâmio quadrático,
então uma regressão que omita o quadrado da variável independente terá viés de omissão de variáveis.

So/rações para o erro de espec{/ilação da forma junc;ona/.(.quando a variável depe.ndente é contínua
(como a pontuação nos exames), esse problema da não-linearidade potencial pode ser resolvido com a utilização
dos métodos do Capítulo 6. Se, contudo, essa variável é discreta ou binária (por exemplo, X.õ igual a um se a
í-ésima pessoa tem curso superior e igual a zero nos demais casos), as coisas tornam-se mais complicadas. A
regressão com urna variável dependente discreta será discutida no Capítulo 9.

So/rações para o viés de erros nas var;áve;s. A melhor forma de resolver o problema de erros nas variáveis
ê obter uma medida precisa de X. Se âor impossível, contudo, há métodos econométricos que podem ser uti
lizados para diminuir o viés de erros nas variáveis.

Um desses métodos é a regressão de variáveis instrumentais. Isso depende de haver outra variável (a variável
''instrumental") correlacionada ao valor eâetivo X., mas não-correlacionada ao erro de medida. Esse método será

estudado no Capítulo lO.
Um segundo método é o desenvolvimento de um modelo matemático do erro de medida e, se possível, a

utilização das formulam resultantes para custar as estimativas. Por exemplo, se uma pesquisadora acredita que
a variável medida é, na verdade, a soma do valor eâetivo e de um termo de erro de medida aleatório e se ela

conhece ou pode estimar a razão (e/(# , então pode utilizar a Equação (7.2) para calcular um estimador de /it
que corrijo o viés para baixo. Como esse enfoque requer conhecimento especializado sobre a natureza do erro
de medida, os detalhes normalmente são especí6cos para dada base de dados e seus problemas de medida e não

prosseguiremos com esse enfoque.

Erros nas Variáveis

Suponha que em nossa regressão de pontuação nos exames contra a razão aluno-professor tenhamos con-
fundido sem querer nossos dados, de modo que acabamos regredindo a pontuação nos exames para alunos da 5;
serie sobre a razão aluno-professor para alunos da 8: série naquela diretoria. Embora as razões aluno-professor
para alunos do ensino fundamental 'e para alunos da 8: série possam ser correlacionadas, elas não são iguais, de

modo que essa confusão levaria a um viés no coeâciente estin-Lado. Esse é um exemplo de viés de erros nas
variáveis porque sua conte é uin erro na medida da variável independente. Esse viés persiste mesmo em amostras
muito grandes, de modo que o estimador de MQO é inconsistente se há erro de medida.

Há muitas pontes possíveis de erro de medida. Se os dados são coletados por meio de uma pesquisa, um entre-
vistado pode dar a resposta errada. Por exemplo, uma pergunta do Current Population Survey envolve o salário
do ano anterior. Um entrevistado pode não saber o seu salário exato ou pode informar um valor errado por qual-

quer outro motivo. Se, por outro lado, os dados são obtidos de registros administrativos computadorizados, pode
ter havido erros de digitação quando eles entraram no sistema pela primeira vez.

2 Sob essa hipótese de erro de medida, ví - PI(X. -- XI) + u. = --/jlw. + H;, cov(4, th) ' 0 e cov(X,u'í) :Cov(Xí +:u'í,w.) ' q:, logo
cov(X, p.) = --/3icov(&, u'.) + cov(XI, uí) - --/i.q?. Portanto, a partir da Equação (5.1), Pi - !'' /3, -- /j.q: /($ . Agora ($ - (8 + ol:, então
Ó. -L/3,/3.aw2/((d+ ol:) -]d/(d+ aw2)]/ii
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Viés de Erros nas Variáveis Viés de Seleção da Amostra

O viés de erros nas variáveis no estimador de MQO surge quando uma variável independente
é medida de üornla imprecisa. Esse viés depende da natureza do erro de medida e persiste
mesmo que o tamanho da amostra seja grande. Se a variável medida é igual à variável eGetiva

mais um termo de erro de medida independentemente distribuído com média zero, então o
estimador de MQO em uma regressão com uma única variável do lado direito é viesado ein
direção a zero e seu limite de probabilidade é dado na Equação (7.2).

O viés de seleção da amostra surge quando um processo de seleção influencia a disponibili-
dade de dados e tal processo está relacionado com a variável dependente. A seleção da amostra
induz a uma correlação entre um ou mais regressores e o termo de erro, o que leva a um viés
e à inconsistência do estimador de MQO.Conceito- Conceito-

Chave

7.4

Seleção da Amostra
Por exemplo, nosso estudo sobre pontuação nos exames se concentrou no efeito da redução da razão aluno-

pro6essor sobre a pontuação, de modo que se presume que a causalidade deva ir da razão aluno professor para a
pontuaçãos. Suponha, contudo, que uma iniciativa governamental tenha subsidiado a contratação de professores
em diretorias regionais dc ensino com baixa pontuação nos exames. Se posse esse o caso, a causalidade iria para
ambos os sentidos: pelos motivos pedagógicos usuais, as razões aluno professor baixas provavelmente levam a uma

alta pontuação nos exames; porém, ein razão do programa do governo, a baixa pontuação nos exames levaria a
razões aluno professor baixas.

A causalidade simultânea leva a uma correlação entre o regressor e o termo de erro. No exemplo da pontua

ção nos exames, suponha que h4a uin favor omitido que leve a uma baixa pontuação; em virtude do programa
do governo, esse favor que gera baixa pontuação resulta, por sua vez, em uma razão aluno professor baixa. Por
tanto, um termo de erro negativo na regressão da população da pontuação nos exames sobre a razão aluno pro-
fessor diminui a pontuação, mas, em virtude do programa do governo, leva também a uma redução da razão
aluno-professor. Em outras palavras, a razão é positivamente correlacionada com o termo de erro na regressão

populacional. Isso, por sua vez, leva a un] viés de causalidade simultânea e à inconsistência do estimados de M(20.
Essa correlação entre o termo de erro e o regressar pode ser expressa matematicamente pela introdução de

uma equação adicional que descreva a ligação causal inversa. Por conveniência, considere apenas as duas variáveis
X e y e ignore outros possíveis regressores. Dessa forma, há duas equações, uma em que X causa Y e outra el-n
que ycausa X:

O viés de seleção da amostra ocorre quando a disponibilidade dos dados é influenciada por um processo
de seleção relacionado ao valor da variável dependente. Esse processo pode introduzir uma correlação entre o
termo de erro e o regressor, o que leva a um viés no estimador de MQO.

A seleção da amostra que não está relacionada ao valor da variável dependente não introduz viés. Por exem-

plo, se os dados são coletados de uma população por amostragem-n aleatória simples, o método de amostragem (a
população ao acaso) não tem relação nenhuma com o valor da variável dependente. TH amostragem não intro

O viés pode ser introduzido quando o método de amostragem está relacionado ao valor da variável depen
dente. Um exemplo de viés de seleção da amostra em votações âoi dado no quadro do Capítulo 2. Naquele exem-
plo, o método de seleção da amostra (números de telefone de proprietários de automóveis selecionados

aleatoriamente) estava relacionado com a variável dependente (quem o indivíduo apoiava na eleição para presi-
dente dos Estados Unidos em 1936), uma vez que em 1936 os proprietários de automóveis que possuíam dele
cone eram muito provavelmente republicanos.

Un-t exemplo de seleção da amostra em economia surge da utilização de unia regressão de salários sobre
instrução para estimar o efeito de um ano adicional de instrução sobre os salários. Por definição, somente os indi

víduos que possuem um emprego têm salário. Os fatores (observáveis e não observáveis) que determinam o fato
de uma pessoa ter um emprego instrução, experiência, domicílio, capacidade, sorte e assim por diante são
semelhantes aos Êatores que determinam o quanto essa pessoa recebe quando está empregada. Assim, o fato de
alguém ter um emprego sugere, mantendo tudo o mais constante, que o termo de erro na equação de salário
para aquela pessoa é positivo. Dito de outra forma, o fato de alguém ter uin emprego ou não é em parte deter-
minado pelas variáveis omitidas no termo de erro da regressão de salário. Portanto, o simples fato de alguém ter

um emprego -- e assim aparece na base de dados fornece informações de que o termo de erro na regressão
é positivo, ao menos na média, e que poderia ser correlacionado com os regressores. Isso também pode levar a
um viés no estimador de MQO.

O Conceito Chave 7.4 resume o viés de seleção da amostra.

duz viés

}Ç = /3. + /3tXí + u.- e (7.3)

Xí = Xo + 7] }Ç + t,. (7.4)

A Equação (7.3) é aquela familiar em que /3t é o efeito de uma variação em X sobre Y. onde z{ representa
outros favores. A Equação (7.4) representa o efeito causal inverso de y sobre X. No problema da pontuação nos
exames, a Equação (7.3) representa o efeito pedagógico do tamanho da turma sobre a pontuação nos exames, ao
passo que a Equação (7.4) representa o efeito causal inverso da pontuação nos exames sobre o tamanho da turma
induzido pelo programa do governo

A causalidade simultânea leva a uma correlação entre X.. e o termo de erro tJí na Equação (7.3). Para visua-
lizar isso, imagine que 24.. seja negativo, o que diminui Y... Contudo, o valor menor de X a6eta o valor de X.. por
meio da segunda dessas equações e, se 71 âor positivo, um valor baixo de X levará a um valor baixo de Xí Por-
tanto, se yt 6or positivo, .X. e tJí serão positivamente correlacionados.j

Como isso pode ser expresso matematicamente utilizando se um sistema de duas equações simultâneas, o
viés de causalidade simultânea às vezes é chamado de viés de equações simultâneas. O viês de causalidade
simultânea está resumido no Conceito-Chave 7.5.

So/rações para o v;és de se/eção. Os métodos que discutimos até o momento não eliminam o viés de seleção
da amostra. Os métodos para a estimação de modelos com seleção da amostra fogem ao escopo deste livro. Esses
métodos baseiam-se nas técnicas que serão apresentadas no Capítulo 9, ocasião em que serão fornecidas referên-
cias adicionais.

Causalidade Simultânea

Até agora, supusemoÉ que a causalidade vai dos regressores para a variável dependente (X causa }'). E se a
causalidade também vai da variável dependente para um ou mais regressores (y causa X)? Se âor esse o caso, a
causalidade vai para trás e para a dente, isto é, há causalidade simultânea. Se ela existe, uma regressão de MQO
capta ambos os efeitos, de modo que o estimador de MQO é viesado e inconsistente.

3 Para mostrar isso matematicamente, observe que a Equação (7.4) implica que cov(X., u.) = cov(Xo + 7t }Ç + p., u.) - 7icov(X, !ç) + cov(v, u)
Supondo que cov(t,., u.) = 0, pela Equação (7.3), isso implica que cov(X., uí) = 7icov(X, ní) - 7lcov(/io + /ijXí + u., zl.) - 7lPjcov(X., u.)

+ 7:au2. Resolvendo cov(X., [l..), chegamos ao resultado cov(X., 14.) = r.d/(l 7i/ii).
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CAPÍTULO 7

7.3 Exemplo: Pontuação nos Exames e Tamanho da Turma
A estrutura de validade interna e validade externa nos buda a fazer um exame crítico do que aprendemos

-- e do que não aprendemos -- em nossa análise dos dados da Cali66rnia sobre pontuação nos exames.

Viés de Causal;dade Simultânea

Validade Externa

O fato de a análise da Claliíórnia poder ser generalizada -- isto ê, se ela é válida externamente depende

da população e do cenário para o qual a generalização é deita. Aqui, consideramos se os resultados podem ser
generalizados para o desempenho em outros exames padronizados e para o ensino público fundamental em bu-

das sobre a validade interna ou externa de pelo menos um dos estudos.

m=Kl===Hn;lT'==B=#;=='$=

subsidiado são muito maiores na Caliü6rnia do que em Massachusetts.

Conceito-

Chave

rimentos serão discutidos no Capítulo ll

Fontesdelnconsistência dos
Erros Padrão de MQO

Erros padrão inconsistentes representam uma ameaça diferente à validade interna. Mesmo
que o estimador

de MQO sda consistente e a amostra sqa grande, erros padrão inconsistentes produzem testes de hipótese com
tamanho que difere do nível de significância desejado e intervalos de conâança de "95 por cento"que deixam de
incluir o valor verdadeiro em 95 por cento das amostras repetidas. . . .,

Há dois motivos principais pelos quais os erros padrão são inconsistentes: tratamento inadequado da he-
teroscedasticidade e correlação do termo de erro entre observações

/'leferoscedasf;c;Jade. Conforme discutido na Seção 4.9, por motivos históricos, alguns pacotes de regressão

relatam erros padrão somente homoscedásticos. Se, contudo, o erro da regressão é heteroscedástico, aqueles erros

padrão não constituem uma base confiável para testes de hipótese e intervalos de coníiançal A solução para esse
Problema é utilizar erros padrão robustos quanto à heteroscedasticidade e construir estatísticas

F utilizando um

estimador de variância robusto quanto à heteroscedasticidade. Erros padrão desse tipo são fornecidos como uma

opção em pacotes modernos.

Corre/anão (Jo termo de erro entre observações. Em alguns cenários, o terá-HO de erro da população pode
estar correlacionado ao longo das observações. Isso não acontecerá se os dados forem obtidos por amostragem

ao acaso da população porque a aleatoriedade do processo de amostragem assegura que os erros sejam indepen-
dentemente distribuídos de uma observação para a seguinte. As vezes, contudo, a amostragem é apenas parcial-
mente aleatória. A circunstância mais comum ocorre quando os dados são observações repetidas da mesma

entidade ao longo do tempo, por exemplo, a mesma diretoria regional de ensino para diversos anos. Se as va
dáveis omitidas que 6ormain o erro da regressão são persistentes (como a demografia da diretoria), isso induz a
uma conelação "serial'' desse erro ao longo do tempo Outro exen-tplo.é aquele em que uma amostragem baseia-
se em uma unidade geográfica Se há variáveis emitidas que reflitam influências geográficas, essas variáveis podem
resultar na correlação dos erros de regressão para observações a(Üacentes.

A correlação do erro de regressão entre observações não torna o estimador de MQO. viesado ou inconsis-
e, mas viola a segunda hipótese de mínimos quadrados do Conceito-Chave 5.4. A partir disso ingerimos que

os erros padrão de MQO -- somente os homoscedásticos e os robustos quanto à heteroscedasticidade -- são
mcorretos no sentido de que não produzem intervalos de conâança com o nível de con6ança desqado.

Em muitos casos, esse problema pode ser consertado pela utilização de uma fórmula alternativa para erros
padrão. Fornecemos tal íórnaula para o cálculo de erros padrão.robustos quanto à heteroscedasticidade e quanto à
corre[ação seria] na discussão sobre regressão com dados de sêries temporais no Capítulo 12.

TABELA 7.1 Estatísticas-Resumo para as Bases de Dados da Pontuação nos
Exames da Califórnia e de !tts

Califórnia Massachuselts

Pontuação nos exames

Razão aluno-professor
% aprendendo inglês

% com direito a almoço subsidiado

Renda média na diretoria (US$)

654,1

19,6

15,8%

44,7%

15.317

19,1

1,9
18,3%

27,1%

7.226

709,8
17,3

1,1%

15,3%

18.747

Número de observações
220

1998
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J)onfuação nos exames e renda méd;a na d;redor;a. Para economizar espaço, não apresentamos gráficos
de dispersão para todos os dados de Massachusetts. Como üoi observado no Capítulo 6, contudo, é interessante

examinar a relação entre pontuação nos exames e renda média na diretoria em Massachusetts. A Figura 7. 1 mostra
o gráfico de dispersão dessa relação. O padrão geral desse grá6co é semelhante àquele da Figura 6.2 para os dados
da Caliâ6rnia: a relação entre renda e pontuação nos exames pa'ece muito inclinada para valores baixos de renda
e pouco inclinada para valores altos. Evidentemente, a regressão linear mostrada na âgura não revela essa aparente
não-linearidade. A Figura 7. 1 também mostra as funções de regressão cúbica e logarítmica. A íünção de regressão
cúbica possui um R2 ligeiramente maior do que a especificação logarítmica (0,486 perszls 0,455). A comparação
das figuras 6.7 e 7.1 mostra que o padrão geral de não-linearidade encontrado nos dados de renda e pontuação nos
exames da Caliíórnia também está presente nos dados de Massachusetts. Contudo, as formas funcionais precisas

que melhor descrevem essa não-linearidade diferem uma da outra, com a especificação cúbica ajustando-se me-
lhor para Massachusetts e a especificação linear-log ajustando-se melhor para a Calií6rnia.

aprendendo inglês em relação àquelas que têm poucos (a estatística f de .414/fa X RdP na regressão (5) é 0,80/0,56
= 1,43). Finalmente, a regressão (6) mostra que o coeficiente estin-Lado da razão aluno professor não muda subs-
tanciali-neste quando a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês (que é insignificante na regressão (3»
é excluída. Em suína, os resultados da regressão (3) não são sensíveis a mudanças na forma funcional e na especi-

Resu/fados da regressão mú/t;p/a. A Tabela 7.2 apresenta os resultados da regressão para os dados de Mas-

sachusetts. A primeira regressão, presente na coluna (1) da tabela, possui apenas a razão aluno-professor como
regressar. A declividade é negativa (--1,72), e a hipótese de que o coeõciente é zero pode ser rejeitada ao nível
de signiâcância de l por cento (f - --1,72/0,50 - --3,44).

As colunas restantes apresentam os resultados da inclusão de variáveis adicionais que controlam característi-
cas dos alunos e da introdução de não-linearidades na função de regressão estimada. O controle da porcentagem
de alunos que está aprendendo inglês, da porcentagem de alunos com direito a almoço subsidiado e da renda mé-
dia na diretoria reduz o coeficiente estimado sobre a razão aluno-professor em 60 por cento, de --1,72 na regressão

(1) para --0,69 na regressão (2) e --0,64 na regressão (3).

A comparação dos R2 nas regressões (2) e (3) indica que a especificação cúbica (3) fornece um n-Ladeia me
Ihor para a relação entre pontuação nos exames e renda do que a especificação logarítmica (2), mesmo que a razão
aluno-professor seja mantida constante. Não há evidência estatisticamente significante de uma relação não-linear
entre pontuação nos exames e razão aluno-professor: a estatística F na regressão (4) que testa se os coeficientes
da população' de R 4P2 e R 4P3 são iguais a zero tem um valor p de 0,641. Da mesma forma, não há evidência
de que uma redução na razão aluno-professor tenha um efeito diferente em diretorias que têm muitos alunos

FIGURA 7.1
Exames da Califórnia e de Massachusetts

A hnçõo de regressão linear
estimada nõo capta a relação
não-linear entre renda e

pontuação nos exames para os
dados de Massachusetts.

As funções estimadas linear-log

e cúbica são semelhantes para

rendas na cliretoria entre

US$ 13.000 e US$ 30.000,

a região que contém a maior
parte das observações.

Pontuação nos exames
780

Regressãolinear

760

740

720

700

680

660

640

620
0 10 20 30 40 50

Renda na diretoria
(milhares de dólares)

Essas regressões coram estimadas utilizando dados sobre o ensino fundamental em diretorias regionais de ensino de Massachusetts descritos
no Apêndice 7.1. Os erros padrão estão entre parênteses abaixo dos coeâcientes; os valores p estão entre parênteses abaixo da estatística
F. Os coeficientes individuais são estatisticamente significantes ao nível de H'5 por censo ou ao nível de 'K+l por cei)to

TABELA 7.2 Estimativas de Regressões Múltiplas da Razão Aluno-Professor e Pontuação nos Exames:
Dados de Massachuseb

Variável Dependente: Média da Pontuação Combinada nos Exames de Inglês, Matemática e Ciências na
Diretoria Regional de Ensino; Quarta Série; 220 0bsewações.

Regressar (1) (2) (3) (4) (5) (6)

Razãoaluno-professor --1,72'k# 0,69+ 0,64'K 12,4 1,02#+ 0,67#
(K.'l8(0,SO)(0,27)(0,27)(t4,0)(0,37)(0,27)
R,4P2 1 0.680

(0,737)

(0,013)

%aprendendoinglês 0,411 --0,437 0,434
(0,306) (0,303) (0,300)

% aprendendo inglês > 12,6
Enediana(Binária, H1.41fa)(9,8)
.41.'lira x RIJO 0.80

(0,56)

%comdireitoaalmoço 0,521## --0,582++ 0,5878# --0,709#+ 0,653+#
subsidiado(0,077)(0,097)(0,104)(0,091)(0,72)
Renda na diretoria 16.53##
jlogaritjllo) (3 ,15)

Rendanadiretoria --3,07 3,38 --3,87'K 3,22
(2,35) (2,49) (2,49) (2,31)

Rendanadiretoria2 0,164 0,174 0,184H' 0,165
lo,08s) (o,089) (o,090) (o,085)

Rendana diretoria3 --0,0022# 0,0023'K 0,00234' --0,0022*
(o,0010)(o,0010)(o,0010)(o,0010)

Intercepta 739,6## 682,4#+ 744,0+# 665,5'k# 759,9+# 747,4+#
(8,6)(11,5)(21,3)(81,3)(23,2)(20,3)

Estatísticas F e Valores p Testando a Exclusão de Grupos de Variálreis

Todas as variáveis R.4P e 2.86 4.01
as incerações - 0(0,038)(0,020)
R,4P2. R.4P3 = 0 0.45

(0,641)

Renal/,Rendam 7.74 7.75 5,85 6,55

(<0,001)(<0,001)(0,003)(0,002)
.41d/fcz. .4 /,4 /fa x R.4P 1 .58

(0,208)

EPR 14,64 8.69 8.61 8,63 8,62 8,64

R2 0,063 0,670 0,676 0,675 0,675 0,674
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ficação consideradas nas regressões (4)-(6) da Tabela 7.2. Portanto, adotainos a regressão (3) como nossa estima-
tiva de base do efeito de uma variação na razão aluno-professor sobre a pontuação nos exames com base nos dados
de Massachusetts.

Comparação entre os resultados de Massachusetts e da Catifórnia.
liíórnia, constatamos que:

Com relação aos dados da Ca-

a. A adição de variáveis que controlam características da situação do aluno reduziu o coeficiente da razão
aluno-professor de --2,28 (veja a Tabela 5.2, regressão (l» para -0,73 (vQa a Tabela 6.2, regressão (2»,

uma redução de 68 por cento.

b. A hipótese de que o verdadeiro coeficiente sobre a razão aluno professor seja igual a zero 6oi rejeitada ao
nível de significância de l por cento, mesmo após a adição de variáveis que controlam a situação do aluno
e as características económicas da diretoria.

c. O efeito de um corte na razão aluno-professor não dependeu de maneira signl6cativa da porcentagem de

alunos que está aprendendo inglês na diretoria.

d. Há alguma evidência de que a relação entre pontuação nos exames e razão aluno-professor seja não-linear.

Constatamos o mesmo para Massachusetts? Para os itens (a), (b) e (c), a resposta é sina. A inclusão de va-
riáveis adicionais de controle reduziu o coeficiente da razão aluno-professor de --1 ,72 (Tabela 7.2, regressão (l»
para --0,69 (Tabela 7.2, regressão (2», uma redução de 60 por cento. Os coeâlcientes da razão aluno professor
permanecem signiâcantes após a adição de variáveis de controle. Nos dados de Massachusetts, esses coeâcientes
são significantes apenas ao nível de 5 por cento, ao passo que, nos dados da Caliíórnia, eles são significantes
ao nível de l por cento. Contudo, o número de observações para os dados da Caliâórnia é praticamente o dobro,
de modo que não é surpreendente que as estimativas para esse Estado soam mais precisas. Assim como nos dados
da Caliíórnia, não há evidência estatisticamente signiâcante nos dados de Massachusetts de uma interação entre

a razão aluno professor e a variável binária que indica uma alta porcentagem de alunos aprendendo inglês na

A constatação (d), entretanto, não ê válida para os dados de Massachusetts: a hipótese de que a relação entre
a razão aluno professor e a pontuação nos exames é linear não pode ser rejeitada ao nível de significância de 5
por cento quando testada contra uma especi6cação cúbica.

Como os dois exames padronizados são diferentes, não é possível comparar os coe6cientes diretamente: um
ponto no exame de Massachusetts não é igual a um ponto no exame da Cali6órnia. Se, contudo, as pontuações
nos exames forem expressas na mesma unidade, será possível comparar os efeitos estimados do tamanho da turma.
Uma maneira de fazer isso é transformar as pontuações nos exames por meio de uma padronização: subtrair a
média da amostra e dividir pelo desvio padrão de modo que elas tenham uma média igual a zero e uma variân-
cia igual a um. Os coeficientes de declividade na regressão com a pontuação nos exames transâonnada são iguais
aos coe6cientes de declividade na regressão original, divididos pelo desvio padrão da pontuação. Portanto, o coe

ficiente da razão aluno professor, dividido pelo desvio padrão da pontuação nos exames, pode ser comparado nos
doisconjuntos de dados.

A Tabela 7.3 apresenta essa comparação. A primeira coluna apresenta a estimativa de MQO do coe6i
ciente da razão aluno professor em uma regressão com a porcentagem de alunos que está aprendendo inglês,
a percentagem de alunos que tem direito a almoço subsidiado e a renda média na diretoria incluídas como
variáveis de controle. A segunda coluna apresenta o desvio padrão da pontuação nos exames entre as direto-
rias. As duas últimas colunas apresentam o efeito estimado de uma redução da razão aluno-professor em dois
alunos por professor (a proposta de nossa superintendente) sobre a pontuação nos exames -- a primeira em
unidades de pontuação e a segunda em unidades de desvio padrão. Na especinlcação linear, o coe6lciente de
MoO estimado utilizando os dados da Cali6órnia é --0,73, de modo que se estima que o corte da razão alunop-
ro6essor em dois aumente a pontuação nos exames na diretoria em 0,73 x (--2) - 1,46 ponto. Como o
desvio padrão da pontuação nos exames ê 19,1 pontos, isso corresponde a ] ,46/19,1 - 0,076 desvios padrão
da distribuição da pontuação nos exames entre as diretorias. O erro padrão dessa estimativa é 0,26 x 2/19,1
= 0,027. Os efeitos estimados para os modelos não-lineares e seus erros padrão coram calculados pelo método
'lAPnP;+n n- ç..xn Á l
iç ii v iia J yav v.JL

diretnriae

Os erros padrão estão entre parênteses

Com base no modelo linear utilizando dados da Cahâórnia, estima-se que uma redução de dois alunos por
professor aumente a pontuação nos exames em 0,076 unidade de desvio padrão, com uin erro padrão de 0,027
Os modelos não-lineares para os dados da Caliíórnia sugerem um efeito um pouco maior; o efeito específico
depende da razão aluno-professor inicial. Com base nos dados de Massachusetts, esse efeito estimado é de 0,085

unidade de desvio padrão, com um erro padrão de 0,036.
Essas estimativas são essencialmente as mesmas. Ê previsto que o corte da razão aluno professor aumente a

pontuação nos exames, porém a melhoria prevista é pequena. Nos dados da Cali6órnia, por exemplo, a (ü6erença
da pontuação nos exames entre a diretoria mediana e a diretoria no 75e percentil é de 12,2 pontos no exame
(vela a Tabela 4.1), ou 0,64 (- 12,2/19,1) desvios padrão. O efeito estimado pelo modelo linear é pouco mais
de um dêcimo disso; em outras palavras, de acordo com essa estimativa, o corte da razão aluno professor em dois

daria com que uma diretoria movesse somente um décimo do caminho da mediana para o 75e percentil da (hs-
tribuição da pontuação nos exames entre as diretorias. A redução da razão aluno-professor em dois é uma mudança

grande para uma diretoria, mas os benefícios estimados mostrados na Tabela 7.3, apesar de não serem nulos, são
pequenos.

A análise dos dados de Massachusetts sugere que os resultados da Caliãórnia são.válidos externamente, pelo

menos quando generalizados para o ensino fundamental ein diretorias regionais de ensino de outras partes dos
Estados Unidos.

Validade Interna

A semelhança entre os resultados para a Caliâ6rnia e para Massachusetts não garante sua validade ínferfzcz.

Na Seção 7.2, enumerámos cinco ameaças possíveis para a validade interna que poderiam induzir um viés no
efeito estimado do tamanho da turma sobre a pontuação nos exames. Consideramos agora cada uma dessas
ameaças.

Uar;áveís om;f;das. As regressões múltiplas apresentadas neste capítulo e nos anteriores controlam uma ca-
racterística do aluno (percentagem aprendendo inglês), uma característica económica familiar (porcentagem
de alunos com direito a almoço subsidiado) e uma medida mais ampla da riqueza na diretoria (renda média na
diretoria)

 
r ;...r- T, pl. K 9r9\

Linear:Tabela6.2(2) (0,73) 19,1 r&4g) 0.076(õiiz) '''' l (ói ) (uiu :i)
Cúbica:Tabelq6.:(7) . 19,1 l ,2,93. l .0,153

:"; "*';'';';;« :; ll'l 'll(e(rzlzlr lç./li' ae zu para ló

c=;:lllB:3A2m.:o ''' l pi:8) ol03q

l(eauzir lçzli' ae zu para lõ

Massachusettsll

Linear:Tabela7.2(3) --0,64. 15,1 l .1,28. l 0,085ig:g;, ';'' .À:iã, .g:slil
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Variáveis possíveis omitidas, tais como outras características da escola e do aluno, continuam omitidos e isso

pode provocar um viés de variável omitida. Por exemplo, se a razão aluno-professor estiver correlacionada com
a quali6cação do professor (talvez porque os melhores professores são atraídos para escolas com razões aluno-pro-
fessor menores) e a qualidade do professor a6etar a pontuação nos exames, a omissão da qualidade do professor
poderá tornar o coeficiente da razão aluno-professor viesado. Da mesma forma, diretorias com uma razão aluno-
proÊessor baixa também podem oferecer várias oportunidades de aprendizado extracurricular. Além disso, as dire-
r''''"'om uma razão aluno-professor baixa podem atrair famílias mais comprometidas com a melhora do
aprendizado de seus 61hos em casa. Esses fatores omitidos podem levar a um viés de variável omitida.

' Uma 6omaa de eliminar o viés de omissão de variáveis -- pelo menos na teoria -- é conduzir um experi-
mento. Por exemplo, alunos poderiam ser designados aleatoriamente para turmas de tamanhos diferentes e seu
desempenho posterior em exames padronizados poderia ser comparado. TH estudo 6oi na verdade conduzido no
Estado do Tennessee; vamos examina-lo no Capítulo ll

l:brmajunc;ona/. A análise deita aqui e no Capítulo 6 explorou diversas formas funcionais. Observamos que

algumas das possíveis não-linearidades investigadas não eram estatisticamente significantes, ao passo que aquelas
que eram não alteravam substancialmente o efeito estimado de uma redução na razão aluno-professor. Embora
seja possível conduzir análises adicionais de forma funcional, isso sugere que os principais resultados desses estu-
dos provavelmente não são sensíveis a especificações diferentes de regressão não-linear

Erros nas var;áve;s. A razão aluno-professor média na diretoria é uma medida ampla e potencialmente impre-
cisa do tamanho da turma. Por exemplo, como os alunos trocam continuamente de diretoria, pode.ser que a
razão aluno-professor não represente com precisão os tamanhos eÉetivos de turma experimentados pelos alunos

que se submetem ao exame, o que por sua vez poderia levar o efeito estimado do tamanho da turma a um viés

úü$hli ÍH : n
medida imprecisa da verdadeira renda média na diretoria.

Se/eção. Os dados da CaliEórnia e de Massachusetts cobrem todo o ensino público fiindamental nas diretorias
reg onais de ensino do Estado que satisfazem a restrições de tamanho mínimo, de modo que não há motivo para
acreditar que a seleção da amostra sqa um problema nesse caso.

Casca/;Jade s;mu/fânea. A casualidade simultânea surgiria se o desempenho nos exames padronizados a6e-

tasse a razão aluno-professor. Isso poderia ocorrer, por exemplo, s.e houvesse um mecanismo burocrático ou
político para aumentar a alocação ie fundos para diretorias ou escolas com desempenho caco, que por STa vez
resultaria na contratação de anais professores. Em Massachusetts não havia tal mecanismo para equalização da alo-

caçao de íilndos a escolas na época desses exames. Na California, uma série de ações legais levou a alguma equa-
hzação da alocução de fundos, porém essa redistribuição.de fundos não se baseou no desempenho dos alunos.
Portanto, a casualidade simultânea não parece ser um problema nem em Massachusetts nem na Caliíórnia.

/{eferoscedasf;cidade e corre/anão do termo de erro entre observações. Todos os resultados relatados

aqui e nos capítulos anteriores utilizam erros padrão robustos quanto à heteroscedasticidade, de modo que a he-
teroscedasticidade não ameaça a validade interna. A correlação do termo de erro entre as observações, contudo,

poderia ameaçar a consistência dos erros padrão, uma vez que não Éoi utilizada uma amostragem aleatória sim-
ples(a amostra consiste de todo o ensino fundamental nas diretorias regionais de ensino do Estado) Embora h4a
r'rmulas alternativas de erro padrão que poderiam ser aplicadas a essa situação, os detalhes são complicados e

especializados e por isso sua discussão será deixada para textos mais avançados

Algumas das principais ameaças potenciais à validade interna coram atacadas pelo controle da situação do
o da situação económica familiar e da riqueza na diretoria por. meto da procura por não-linearidades na

função de regressão. Mesmo assim, algumas ameaças potenciais à validade interna persistem. O principal can-
didato é o viés de omissão de variáveis, que talvez surja pelo fato de as variáveis de controle não captarem outras
características das diretorias regionais de ensino ou as oportunidades de aprendizado extracurricular.

Tomando como base os dados da California e de Massachusetts, estamos capacitados para responder à per-

gunta deita pela superintendente no Capítulo 4.1: após controlar a situação económica da família, as característi-
cas do aluno e a riqueza na diretoria e modelar as não-linearidades na 6unçao de regressão, preve'se que o corte

beneHicios.

7.4 Conclusão

Os conceitos de validade interna e validade externa fornecem uma estrutura p'ra avaliar o que aprendemos

blemas pode ser resolvido pelo cálculo apropriado dos desvios padrão
Um estudo que utiliza a análise de regressão, assim como qualquer estudo estatístico, é válido externamente

balizados.

Ü
lização desses dados na estimativa dos chamados efeitos causais dinâmicos, que variam ao longo do tempo

Discussão e Implicações

A semelhança entre os resultados para a Caliü6rnia e para Massachusetts sugere que esses estudos são válidos
externamente. no sentido de que os principais resultados podem ser generalizados para o desempenho em exames

padronizados no ensino fundamental em outras diretorias regionais de ensino dos Estados Unidos.

4 Se você estiver interessado em aprender mais sobre a relação entre tamanho da turma e pontuação nos exames, vda as resenhas de Ehren-

berg, Brewer, Gamoran e Willms (2001a, 2001b)
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Resumo Exercícios

l Estudos estatísticos são avaliados verificando-se se a análise é válida interna e externamente. Um estudo
é válido internamente se as inferências estatísticas sobre os efeitos causais são válidas para a população
estudada. Um estudo ê válido externamente se as suas inferências e conclusões podem ser generalizadas

com base na população e no cenário estudados para outras populações e cenários.

Na análise de regressão, há duas ameaças principais à validade interna. Em primeiro lugar, os estimadores

de MQO são inconsistentes se os regressores e os termos de erro são correlacionadas. Em segundo lugar,
intervalos de confiança e testes de hipótese não são válidos quando os erros padrão são incorretos.

Os regressores e os termos de erro podem ser correlacionados quando há variáveis omitidos, uma forma
filncional incorrera, um ou mais regressores medidos com erro, a amostra escolhida de forma não aleatória
com base na população ou causalidade simultânea entre regressores e variáveis dependentes.

Os erros padrão são incorretos quando os erros são heteroscedásticos e o pacote econométrico utiliza os
erros padrão somente homoscedásticos, ou quando o termo de erro é correlacionado ao longo de diver-
sas observações.

87.1 Suponha que você tenha acabado de ler um estudo estatístico minucioso do efeito da publicidade sobre
a demanda por cigarros. Utilizando dados de Nova York durante a década de 1970, o estudo concluiu

que a publicidade nos ânibus e no metro era mais eficiente do que a publicidade nos veículos impres-
sos. Utilize o conceito de validade externa para determinar se esses resultados podem ser aplicados a
Boston na década de 1 970, a Los Ange]es na década de ] 970 e a Nova York em 2002.

Considere o modelo de regressão com uma variável: }Ç = /3o + /iiX.- + lí.-, e suponha que ele satisfaça a

hipótese no Conceito-Chave 4.3. Suponha que Y. seja medido com erro, de modo que os dados sejam
X = X + wí, onde w.. é o erro de medida que é i.i.d. e independente de Y e .X.. Considere a regressão
da população X = Po + /3lX.. + t/.., onde p.. é o erro da regressão utilizando a variável dependente com
erro de medida Y

2.

3

4

7.2

a. À4ostre que p; = u; + w:

b. Mostre que a regressão X = /io + /3tX.- + p. satisfaz as hipóteses do Conceito-Chave 4.3. (Suponha

que wí seja independente de X. e XI. para todos os valores de í e J e possua um quarto n-fomento
finito.)

c. Os esticadores de M(.20 são consistentes?

d. É possível construir intervalos de confiança da forma habitual?

e. Avalie a afirmação: ''Erro de medida em X é um problen-ta sério. Erro de medida em Y. não

Pesquisadores da área de economia do trabalho estudaram os determinantes do salário das mulheres e

descobriram um quebra cabeça empírico intrigante. Utilizando mulheres empregadas selecionadas
aleatoriamente, eles regrediram o salário sobre o número de 6llhos das mulheres e um conjunto de
variáveis de controle (idade, instrução, ocupação etc.). Eles descobriram que mulheres com mais fi-
lhos tinham salários maiores, mantendo o controle dos outros estores. Explique como a seleção da
amostra pode ser a causa desse resultado (Dica: Observe que a amostra inclui apenas mulheres que estão

trabalhando.) (Esse quebra cabeça empírico motivou a pesquisa de James Heckman sobre seleção da
amostra que Ihe conferiu o Prêmio Nobel de Economia em 2000.)

Termos-chave
população estudada (164)

população de interesse (]64)

validade interna (165)

validade externa (165)

erro de especificação da forma funcional (168)

viés de erros nas variáveis (168)
viés de seleção da amostra (170)
viés de causalidade simultânea (170)

viés de equações simultâneas (171)

7.3

Revisão dos Conceitos

7.1

7.2

Qual é a diferença entre validade interna e externa? E entre população estudada e população de interesse?

O Conceito Chave 7.2 descreve o problema de seleção de variáveis em termos de um dilema entre viés e
variância. Em que consiste esse dilema? Por que a inclusão de um regressor adicional poderia diminuir o
viés? E aumentar a variância?

APÊNDICE Dados de Exames no Ensino Fundamental
7.1 de Massachusetts

7.3

7.4

Variáveis económicas Êeqüentemente são medidas com erro. Isso significa que a análise de regressão não é

conÊável? Explique.

Suponha que um Estado ofereça exames padronizados voluntários a todos os alunos da terceira série e que

os dados sejam utilizados em um estudo do efeito do tamanho da turma sobre o desempenho dos alunos.

Explique como o viés de seleção da amostra pode invalidar os resultados.

Um pesquisador estima o efeito de gastos com polícia sobre a taxa de criminalidade utilizando dados a nível

municipal. Explique como a causalidade simultânea pode invalidar os resultados.

Um pesquisador estima uma regressão utilizando dois pacotes economêtricos diferentes. O primeiro uti-
liza a íórl-nula para erros padrão somente homoscedásticos. O segundo utiliza a fórmula robusta quanto à
heteroscedasticidade. Os erros padrão são muito diferentes. Qual deles você deve utilizar? Por quê?

Os dados de Massachusetts para o ensino público fundamental en] direcorias regionais de ensino são médias de direto

rias em ] 998. A pontuação nos exames é extraída do Massachusetts Comprehensive Assessment System (MCAS), um exame

aplicado a todos os alunos da quarta série das escolas públicas de Massachusects no segundo bimestre de 1 988. O exame é
patrocinado pela Secretaria de Educação de Massachusetes e é obrigatório para todas as escolas públicas. Os dados analisa-
dos aqui são a pontuação total global, que é a soma das pontuações nas disciplinas de inglês, matemática e ciências que com-

poem o exame

Os dados sobre a razão aluno-professor, a porcencagem de alunos cona direito a almoço subsidiado e a porcentagem de

alunos que ainda está aprendendo inglês são médias para o ensino fundamental em cada diretoria regional de ensino durante
o ano escolar 1997-1998 e 6oranl obtidos da Secretaria de Educação de Massachusetts. Os dados sobre a renda n)adia na
diretoria coram obtidos do censo dos Estados Unidos de 1990.

7.5

7.6


