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capituto 4 Regressao Linear
com um Regressor

m estado implementa novas puni¢des severas para motoristas bébados; qual é o efeito disso sobre os aci-

dentes fatais nas estradas? Uma diretoria regional de ensino reduz o tamanho de suas turmas do ensino fun-
damental; qual é o efeito disso sobre as pontuag¢des dos alunos nos exames nacionais? Vocé conclui com sucesso
mais um ano de estudos na universidade; qual é o efeito disso sobre seu salario futuro?

As trés perguntas dizem respeito ao efeito desconhecido da varia¢do de uma variavel, X — seja X as puni¢des
severas por dirigir embriagado, o tamanho da turma ou os anos de instru¢gdo — sobre outra varidvel, Y —seja Y
as mortes nas estradas, a pontuacio dos alunos nos exames ou o salario.

Este capitulo apresenta o modelo de regressio linear que relaciona uma variavel, X, a outra, Y. Esse modelo
postula uma relagio linear entre X e Y; a declividade da reta que relaciona X e Y ¢ o efeito da variagio de uma
unidade em X sobre Y. Assim como a média de Y é uma caracteristica desconhecida da distribui¢io da po-
pulagio de Y, a declividade da reta que relaciona X e Y é uma caracteristica desconhecida da distribuigio con-
junta da populagio de X e Y. O problema econométrico é estimar essa declividade — isto &, estimar o efeito de
uma variagio de uma unidade em X sobre Y — utilizando uma amostra de dados para essas duas varidveis.

O capitulo descreve métodos para realizar inferéncias estatisticas sobre esse modelo de regressdo utilizando
uma amostra aleatéria de dados para X e Y. Por exemplo, utilizando dados sobre tamanhos de turma e pontua-
¢i0 nos exames de diferentes diretorias regionais de ensino, mostramos como estimar o efeito esperado da redugio
dos tamanhos de turma em, digamos, um aluno por turma, sobre a pontuagio nos exames. A declividade e o
intercepto da reta que relaciona X e Y podem ser estimados por um método chamado de minimos quadrados
ordinirios (MQO). Além disso, o estimador de MQO pode ser utilizado para testar hip6teses sobre o valor da
populacio da declividade — por exemplo, testar a hipétese de que a redugio no tamanho da turma nio tem
nenhum efeito sobre a pontuagio nos exames — e para criar intervalos de confianga para a declividade.

4.1 Modelo de Regressao Linear

A superintendente de uma diretoria de ensino fundamental nos Estados Unidos precisa decidir se deve con-
tratar mais professores e quer sua ajuda. Se contratar os professores, reduzira o nimero de alunos por professor (a
razio aluno-professor) em dois. Ela esti diante de um dilema. Os pais querem turmas mernores para que seus fi-
lhos possam receber uma atencio mais individualizada. Porém, contratar mais professores significa gastar mais
dinheiro, o que nio agrada queles que pagam a conta! Entio ela pergunta: se reduzir o tamanho das turmas, qual
serd o efeito dessa redugio sobre o desempenho dos alunos?

_ Em muitas diretorias de ensino, o desempenho dos alunos é medido por exames nacionais e a situagio profis-
sional ou o saldrio de alguns diretores podem depender em parte do sucesso dos alunos nesses exames. Portanto,
Vamos tornar a pergunta da superintendente mais especifica: se ela reduzir o tamanho médio das turmas em dois
alunos, qual ser4 o efeito dessa redugio sobre a pontuagio nos exames nacionais em sua diretoria?

Uma resposta precisa para essa pergunta reqgder uma afirmagdo quantitativa sobre variagGes. Se a superin-
eénte mudasse o tamanho das turmas em déterminado montante, que variagdo ela esperaria na pontuagio
0§ exames nacionais? Podemos escrever isso como uma relacio matematica utilizando a letra grega beta,

'd'fj"ﬂf-m.‘:: em que o subscrito “TamTurma” separa o efeito da variagio no tamanho da turma dos demais
efeitos.

tend
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Portanto,

variagio na pontuagdo na prova _
variacio no tamanho da turma

APontExame
ATamTurma

ﬂTam'E«rma (41)
onde a letra grega A (delta) significa “yariacio em”. Isto &, B, gme € 3 Variagdo na pontuagio da prova resultante
da varia¢io no tamanho da turma dividida pela variagio no tamanho da turma.

Se vocé tivesse sorte suficiente para saber o valor de B fme Seria capaz de dizer a superintendente que a
diminui¢io do tamanho da turma em um aluno mudaria a pontuagio nos exames por toda a diretoria regional
em B, e VOcé também poderia responder 3 verdadeira pergunta da superintendente, que diz respeito a varia-
¢io de dois alunos por turma no tamanho da turma. Para fazer isso, reorganize a Equagio (4.1) de modo que

APontExame = Brptiwma X NTamTurma. 4.2)

Suponha que Sy fume = —0,6- Assim, uma reducio de dois alunos por turma no tamanho da turma resul-
taria em uma variacio prevista na pontuagio nos exames de (-0,6) X (=2) = 1,2; isto &, sua previsio & de que a
pontuagio nos exames aumentaria em 1,2 ponto como resultado da redugdo de dois alunos por turma nos tama-
nhos de turma.

A Equagio (4.1) é a defini¢do da declividade de uma linha reta que relaciona pontuagio nos exames e

tamanho da turma. Essa linha reta pode ser expressa como

PontExame = Bo + BamTma X 1am Titrma, (4.3)

onde f, é o intercepto dessa linha reta €, cOmo antes, Bz Tima € @ declividade. Segundo a Equagao (4.3), se voce

conhecesse By € B furme NA0 SOMENLE SET1a CApaz de determinar, em uma diretoria, a variagdo na pontuagao nos
exames associada a uma varidgdo no tamanho da turma, mas também seria capaz de prever a pontuagio média nos exa-
mes para um dado tamanho de turma.

Quando vocé propde a Equagio (4.3) para a superintendente, ela lhe diz que ha algo errado com essa for-
mula. Ela ressalta que o tamanho da turma € apenas um dos varios aspectos do ensino fundamental e que duas dire-
torias com o mesmo tamanho de turma registram pontuagdes diferentes nos exames por muitas razdes. Uma
diretoria pode ter professores melhores ou adotar livros didticos melhores. Duas diretorias com tamanhos de
turma, professores € livros compativeis ainda podem ter populacdes de alunos muito diferentes; pode ser que uma
diretoria tenha mais alunos imigrantes (e portanto menos alunos que tenham o inglés como lingua materna) ou
alunos provenientes de familias mais ricas. Finalmente, ela ressalta que, mesmo que duas diretorias sejam iguais
sob todos esses aspectos, elas podem registrar pontuagdes diferentes nos exames por razdes essencialmente
aleatorias que dizem respeito ao desempenho de cada aluno no dia do exame. Ela estd certa, obviamente; por
todas essas razdes, a Equagio (4.3) nio serd vilida com exatidio para todas as diretorias. Em vez disso, deve set
vista como uma afirmagio sobre uma relagio valida em média para a populagio de diretorias.

Uma versio dessa relacio linear que vale para cada diretoria deve incluir esses outros fatores que influencian
a pontuagio nos exames, incluindo as caracteristicas exclusivas de cada diretoria (qualidade de seus professores,
situagio econdmica de seus alunos, o fator sorte dos alunos no dia do exame etc.). Um enfoque seria enumerar
os fatores mais importantes e introduzi-los explicitamente na Equagio (4.3) (retornaremos a essa idéia no Capi-
tulo 5). Por ora, entretanto, simplesmente agrupaimos esses “outros fatores”’e escrevemos a relacao para dada dire-
toria como

PontExame = P + PramTurma X 1mTitrma + outros fatores. (4.4)

Assim, a pontuagdo nos exames para a diretoria é escrita em termos de um componente S, + B Turma >
Tam Tirma, que representa o efeito médio do tamanho da turma sobre as pontuagdes na populacio de diretorias
regionais de ensino, ¢ um segundo componente que representa todos os outros fatores.

Embora esta discussio tenha se concentrado na pontuagio nos exames € no tamanho da turma, a idéid
expressa na Equagio (4.4) € muito mais geral, portanto é til introduzir uma notagao mais geral. Suponha queé

r
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vocé tenha uma amostra de n diretorias. Seja Y; a pontuagio média nos exames da i-ésima diretoria seja X. o

=T, . .oy p o . - . ’ :
ramanho médio da turma na i-ésima diretoria e seja u; os outros fatores que influenciam a pontuacio nos exan;es
da i-¢sima diretoria. Desse modo, a Equagao (4.4) pode ser escrita de forma mais geral como

Y, =Py + B X+ u; (4.5)

para cada diretoria, isto é, i = 1, ..., n, onde f3; é o intercepto dessa reta e ; € a declividade. (A notacio geral

“B7é utilizada pars declividade na Equacio (4.5) no lugar de “Boufime . POIqUeE €ssa equagdo esti escrita em ter-
mos de 1ma varidvel geral X))

A Equagio (4.5) € o modelo de regressio linear com um Gnico regressor, em que Y & a variavel
dependente ¢ X é a variavel independente, ou regressor.

A primeira parte da Equagio (4.5), f; + X, € a reta de regressdo da populac¢io ou fungio de
regressao da populagdo. Essa ¢ a relagio vilida entre Y e X em média ao longo da populagio. Portanto, se
vocé conhece o valor de X, de acordo com essa reta de regressio da populagio, preve que o valor da varié,vel
dcpcndt‘ritt‘. Y, é ﬁo + ,B1X~

O intercepto 3 e a declividade f; sio os coeficientes da reta de regressio da populagio, também co-
nhecidos como pardmetros da reta de regressio da populagio. A declividade f3; € a variagio em, Y associada a
ama variacio unitiria em X. O intercepto é o valor da reta de regressio da populagio quando X = 0; é o ponto
em que a reta de regressdo da populagio cruza o eixo Y. Em algumas aplica¢des econométricas cc;mo a apli-
cacio da Se¢do 4.7, o intercepto tem uma interpretagdo econdmica significativa. Em outras apli,cag(")es enfre—
tanto, 0 intercepto nio tem nenhum significado em termos do mundo real; por exemplo, quando X é o ta,manho
da furma, a rigor o intercepto é o valor previsto da pontuagio nos exames quando nio ha nenhum aluno na
turma! {_Quandn o intercepto nio tem nenhum significado em termos do mundo real, é melhor considera-lo
matematicamente como o coeficiente que determina o nivel da reta de regressao.

. O termo u, na Equagio (4.5) é o termo de erro. Este termo incorpora todos os fatores responsaveis pela
diferenca entre a pontuagio média nos exames da i-ésima diretoria e o valor previsto pela reta de regressio da po-
pulacio. Esse termo de erro contém todos os outros fatores além de X que determinam o valor da variavel dep};n—
dente, Y, Pf‘“ uma observagio especifica, i. No exemplo do tamanho da turma, esses outros fatores incluem todas
as calmctn:nsricas exclusivas da i-ésima diretoria que afetam o desempenho de seus alunos no exame, incluindo a
gualidade dos professores, a situagio econdmica dos alunos, a sorte e até mesmo os erros na corregi:) da prova

© modelo de regressio linear e sua terminologia estio resumidos no Conceito-Chave 4.1. e

FIGURA 4.1 Grdfico de Disperséo da Pontuagéio nos Exames versus Razdo Aluno-Professor (Dados Hipotéticos)
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Terminologia para o Modelo de Regressao
Linear com um Unico Regressor

O modelo de regressio linear é:
— Y, =By + B X + uy,
Conceito- .
Chave

4.1 Y, é a varidvel dependente, o regressando, ou simplesmente a varidvel do lado esquerdo;

o subscrito i representa o niimero de observagdes, i = 1, ..., #;

X, & a varidvel independente, o regressor, ou simplesmente a variavel do lado direito;
By + X & a teta de regressdo da populagio ou fungdo de regressdo da populagdo;

By é o intercepto da reta de regressio da populagio;

B, é a declividade da reta de regressio da populagio e

u; € o termo de erro.

A Figura 4.1 resume o modelo de regressio linear com um Gnico regressor para sete observagdes hipotéticas
de pontuagio nos exames (Y) e tamanho de turma (X). A reta de regressio da populagio é fi; + ;. X. A reta de
regressio da populagio tem declividade para baixo, isto &, §; < 0, o que significa que diretorias com uma razio
aluno-professor mais baixa (turmas menores) tendem a obter pontuagdes mais altas nos exames. O intercepto [J;
possui um significado matemitico como o valor em que o eixo Y cruza a reta de regressio da populagio, mas,
como mencionado anteriormente, nio tem neste exemplo nenhum significado em termos do mundo real.

Como os outros fatores que determinam o desempenho nos exames, as observagdes hipotéticas da Figura
4.1 nio estio exatamente sobre a reta de regressio da populagio. Por exemplo, o valor de Y para a diretoria n*
1, Y}, estd acima da reta de regressio da populagio. Isso significa que a pontuagio nos exames da diretoria n® 1
foi melhor do que o previsto pela reta de regressio da populagio, de modo que o termo de erro para essa dire-
toria, uy, é positivo. A Y,, por sua vez, esti abaixo da reta de regressio da populagio, de modo que pontuagao
nos exames dessa diretoria foi pior do que o previsto, com u, < 0.

Agora volte a seu problema como consultor da superintendente: Qual € o efeito esperado da reducio da
razio aluno-professor em dois alunos por professor sobre a pontuagio nos exames? A resposta é facil: a variagdo
esperada é (—2) X B girme Mas qual é o valor de B fyme’

4.2 Estimando os Coeficientes do
Modelo de Regressao Linear

Em uma situagio pratica, tal como a aplicagio para o tamanho da turma e a pontuagio nos exames, o inter-
cepto fiy e a declividade f; da reta de regressio da populagdo sdo desconhecidos. Portanto, devemos utilizar dados
para estima-los.

Esse problema de estimagio ¢ semelhante a outros que vocé enfrentou em estatistica. Por exemplo, suponha
que vocé queira comparar os salarios médios de homens e mulheres recém-formados. Embora os saldrios médios
da populagio sejam desconhecidos, podemos estimar as médias da populagio utilizando uma amostra aleatdria
de homens e mulheres com curso superior. Assim, o estimador natural dos salarios médios da populagio desco-
nhecidos para as mulheres é o salirio médio das mulheres com curso superior da amostra.

A mesma idéia se estende para o modelo de regressio linear. Nio sabemos o valor da populagio de 3,7
a declividade da reta de regressio da populagio desconhecida que relaciona X (tamanho da turma) e Y (pontua-
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¢io nos exames). Mas, assim como foi possivel conhecer a média da populagio utilizando uma amostra de dados
selecionados dessa populagio, também & possivel conhecer a declividade da populagdo S, gm, utilizando uma
mostra de dados.

Os dados que analisamos aqui consistem da pontuagio nos exames e do tamanho das turmas em 1998 de
420 diretorias regionais de ensino da Califérnia, que cuidam da pré-escola i oitava série. Em cada diretoria, a
pontuagio nos exames consiste na média das pontua¢des em leitura e matematica dos alunos da quinta série. O
tamanho da turma pode ser medido de virias formas. A medida utilizada aqui, uma das mais abrangentes, é o
ntmero de alunos na diretoria dividido pelo nimero de professores, isto €, a razdo aluno-professor na diretoria.
Esses dados estdo descritos de maneira mais detalhada no Apéndice 4.1.

A Tabela 4.1 resume as distribui¢des da pontuagio nos exames e do tamanho das turmas nessa amostra. A
razio aluno-professor média é de 19,6 alunos por professor e o desvio padrio é de 1,9 aluno por professor. O
102 percentil da distribui¢io da razio aluno-professor é 17,3 (isto €, apenas 10 por cento das diretorias tém
razdes aluno-professor inferiores a 17,3), ao passo que a diretoria do 90 percentil tem uma razio aluno-pro-
fessor de 21,9.

A Figura 4.2 mostra um grafico de dispersio dessas 420 observacdes sobre pontuagio nos exames e razio
aluno-professor. A correlagio da amostra é de —0,23, o que indica uma relagio negativa fraca entre as duas va-
ridveis. Embora turmas maiores dessa amostra tendam a apresentar pontuagdes menores nos exames, existem ou-
tros determinantes da pontuacio que impedem que as observagdes estejam perfeitamente sobre uma reta.

A despeito da correlagio pequena, se fosse possivel desenhar uma linha reta ao longo desses dados, entio a
declividade dessa reta seria uma estimativa de ., e COM base nesses dados. Uma forma de desenhar a reta seria
pegar um lapis e uma régua e encontrar a melhor reta possivel usando o “golpe de vista”. Embora esse método
seja facil, ele ndo € cientifico e pessoas diferentes podem criar retas estimadas diferentes.

Como, entio, vocé pode escolher entre as virias retas possiveis? A forma mais comum ¢, de longe, escolher
a reta que produz o ajuste de “minimos quadrados” a esses dados, isto é, utilizar o estimador de minimos quadra-

dos ordinirios (MQO).”

O Estimador de Minimos Quadrados Ordinarios

O estimador de MQO escolhe os coeficientes de regressio de modo que a reta de regressio estimada seja a
mais proxima possivel dos dados observados, em que a proximidade é medida pela soma dos quadrados dos erros
de previsio de Y dado X.

Conforme discutido na Se¢do 3.1, a média da amostra, Y, é o estimador de minimos quadrados da média
da populagio E(Y); isto é, Y minimiza o t6tal dos quadrados dos erros de estimagio >,(Y; — m)? entre todos os
estimadores m possiveis (veja a Expressiof (3.2)). -

TABELA 4.1 Resumo da Distribuicdo da Razdo Aluno-Professor e Pontuagéo nos Exames da 59 Série
para 420 Diretorias K-8 na Califérnia em 1998
Percentil
Média Desvio 10% 25% 40% 50% 60% 75% 90%
padréo (mediana)
Razio aluno-professor 19,6 1,9 17,3 18,6 19,3 19,7 20,1 20,9 21,9 |
Pontuacio nos exames 654,2 19,1 630,4 640,0 649,1 654,5 659,4  666,7 6791

-
.
O termo “minimos quadrados ordinirios” é muito utilizado em economometria. A tradugio mais correta seria “minimos quadrados
i -~ ~ - pooa - ~
Comuns™, que ndo traz a conotagio negativa que o termo “ordinirio” possui em portugués (N. do R.T.).
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FIGURA 4.2 Gréfico de Dispersdo da Pontuagéio nos Exames versus Razéio Aluno-Professor
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O estimador de MQO estende essa idéia para o modelo de regressio linear. Sejam by e by alguns estimadores
de B, e B;. A reta de regressio baseada nesses estimadores é b, + b, X, de modo que o valor de Y; previsto
utilizando essa reta & b, + b, X;. Portanto, o erro feito na previsio da i-ésima observagio € Y, — (by T 5 X) =
Y, — by — b,X). A soma dos quadrados dos erros de previsio para todas as n observagdes &

"
DY, = by — by X)% (4.6)

i=1
A soma dos quadrados dos erros para o modelo de regressio linear na Expressio (4.6) € a extensao da soma
dos quadrados dos erros para o problema de se estimar a média na Expressio (3.2). Na verdade, se nio hd ne-
nhum regressor, b, nio entra na Expressio (4.6) e os dois problemas sdo idénticos, exceto pela notagio diferente
(m na Expressio (3.2), byna Expressio (4.6)). Assim como ha um Gnico estimador, Y, que minimiza a Expressio

(3.2), ha um tinico par de estimadores de ) e 8; que minimizam a Expressio (4.6).

Os estimadores do intercepto e da declividade que minimizam a soma dos quadrados dos erros na expressio:

(4.6) sio chamados de estimadores de minimos quadrados ordinarios (MQO) de 3, e 3.

MQO possui sua prépria notagio e terminologia especial. O estimador de MQO de f3, € representado por:
Bo e o estimador de MQO de f; é representado por f3;. A reta de regressdo de MQO ¢a linha reta construidi

utilizando os estimadores de MQO, isto é, B, + f;X. O valor previsto de Y; dado X, com base na reta de

A A A , 3 ~ . .
regressio de MQO, é ¥, = i, + B,X;. O residuo para a i-ésima observagio ¢ a diferenca entre Y, e seu valor pre-

visto, isto &, o residuo & o, = Y, — Y.
Vocé poderia calcular os estimadores de MQO, 3, e f3;, experimentando diferentes valores de b, € b repeti-

damente até encontrar aqueles que minimizam o total dos quadrados dos erros na Expressdo (4.6); eles sio as esti=

mativas de minimos quadrados. Esse método, contudo, seria bastante cansativo. Felizmente, hi formulas, derivadas
pela minimizagio da Expressio (4.6) utilizando cilculo, que agilizam o cilculo dos estimadores de MQO.
As formulas de MQO e a terminologia estdo reunidas no Conceito-Chave 4.2. Essas formulas sio implemen-

tadas em praticamente todos os programas estatisticos e de planilha. Essas formulas sdo derivadas no Apéndice 4.2
I

Estimativas de MQO da Relagao entre Pontuagao nos
Exames e Razao Aluno-Professor

Quando MQO ¢ utilizado para estimar uma reta que relaciona a razio aluno-professor a pontuagao 10
exames utilizando as 420 observacbes da Figura 4.2, a declividade estimada é de —2,28 e o intercepto estimado &
de 698,9. Assim, a reta de regressio de MQO para essas 420 observagdes é

_'_.-—._‘-_-_\_ , -y’
PontExame = 0698,9 — 228 X RAP, 4.7)
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Estimador de MQO, Valores Previstos e Residuos
()5 estimadores de MQO da declividade f3; e do intercepto B, sdo: I ‘

El(xi-iw -Y)

g ==l — zis?;_Y 48 Conceito-
2}()({ -X)? o Chave
Bo=Y -BX. (4.9) 4.2

A
- b4 A ~
O valores previstos de MQO Y; e os residuos #; sio:

V=B +BX,i=1,..n (4.10)
n=Y-V,i=1.,n (4.11)

() intercepto estimado (ﬁo), a declividade (,/31) e o residuo (i) sio calculados a partir de uma
amostra de n observagdes de X; e Y;, i = 1, ..., n. Essas sdo estimativas dos verdadeiros
¢ desconhecidos intercepto da populagio S, da declividade 3, e do termo de erro ; verdadei-
ros desconhecidos.

em que PontExame é a pontua¢io média nos exames na diretoria e RAP € a razdo aluno-professor. O simbolo *
sobre PontExame na Equagio (4.7) indica que esse é o valor previsto com base na reta de regressio de MQO. A
Figura 4.3 mostra a reta de regressio de MQO superposta ao grafico de dispersio dos dados mostrados anterior-
mente na Figura 4.2,

A declividade de —2 28 significa que um aumento de um aluno por turma na razio aluno-professor esta, em
média, associado a uma queda de 2,28 pontos na pontuagio nos exames da diretoria como um todo. Uma redugio
de dois alunos por turma na razio aluno-professor estd, em média, associada a um aumento de 4,56 pontos
(= =2 X (-2,28)). A declividade negativa indica que uma quantidade maior de alunos por professor (turmas
maiores) estd associada a um desempenho pior nos exames.

(Agora & possivel prever a pontuagio nos exames da diretorfa como um todo para dado valor da razio aluno-
professor. Por exemplo, para uma diretoria com 20 alunos por professor, a pontuagio prevista nos exames é de 698,9
~ 2,28 X 20 = 653,3. E 6bvio que essa previsio nio estari correta com exatidio em virtude de outros fatores que
determinam o desempenho de uma diretoria. Mas a reta de regressio fornece uma previsio (a previsio de MQO)
de '-luais_ seriam as pontuagdes nos exames para essa diretoria com base em sua razio aluno-professor, excluidos os
demais fatores. Essa estimativa da declividade é grande ou pequena? Para responder a essa questio, voltemos ao proble-
ma da superintendente. Lembre-se de que ela esta considerando a contratagio de um nimero suficiente de profes-
SOIES que reduza a razio aluno-professor em 2. Suponha que sua diretoria esteja na mediana das diretorias da Ca-
Iif6rnia. Na Tabela 4.1, a razio mediana aluno-professor é de 19,7 e a pontuagio mediana nos exames € de 654,5.
g;‘:::ik:;o del dois alunos por turn}a,.de 19,7 para 17,7, .mczveria a rat..zzio~ aluno—.professor de sua di'retc?ria do

: para um ponto muito préximo do 102 percentil. E uma variagio considerdvel, e ela precisaria con-
HAtar muitos professores novos. Como isso afetaria a pontuagio nos exames?

| Com base na Equagio (4.7), a previsio é de que uma reducio de 2 alunos por turma aumente a pontua¢ao
nos €Xames em aproximadamente 4,6 pontos; se a pontuagio nos exames da diretoria da superintendente estd na
;;‘“d‘am‘ 654,5, ela deve aumentar para 659,1. Essa melhora é grande ou pequena? Segundo a Tabela 4.1, a me-
t::l?:;ﬁ?ﬁ;lmu sga diretoria c.la medi?na para um ponto préximo do 602 percentil. Assim, uma redugéo no

> da turma que colocaria sua diretoria préxima dos 10 por cento com as menores turmas deslocaria sua

Pl“”“'a';m‘nm exames do 502 para o 602 percentil. De acordo com essas estimativas, 20 menos, diminuir a razio

Z:T:l’a‘i::zf:'iol em um rtlc?ntante gfande '(2 alunos por 'professor) ajudaria e poderia valer a pena, dependendo
HHHACAO orcamentaria, mas nao seria urma panacela.
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‘ FIGURA 4.3 Reta de Regressdo Estimada para os Dados

du_Culiférnia |

‘ A refa de regressdo Pontuag¢io nos exarmes

e —
. PontExame = 698,9 — 2,28 x RAP
\

720 -
‘ estimada mostra uma ]
relacdo negativa entre 700 -
‘ pontuagdo nos exames e a 1
razéo aluno-professor. 680 -
‘ Se o tamanho das turmas
‘ for reduzido em um aluno, 660
a regressdo estimada 640 -
‘ prevé que a pontuagdo
nos exames aumentard 620
‘ em 2,28 pontos. 60010

R A N
20 25 30
Razio aluno-professor

E se a superintendente estivesse considerando uma variagio bem mais radical, tal como reduzir a razio aluno-
professor de 20 alunos por professor para 5? Infelizmente, as estimativas da Equagio (4.7) nio seriam muito Gteis

para ela. Essa regressdo foi estimada utilizando os dado
aluno-professor nesses dados & 14. Esses dados nio cont

s da Figura 4.2 e, como a figura mostra, a menor razio
ém nenhuma informagio sobre o comportamento das

diretorias com turmas extremamente pequenas, de modo que somente esses dados nio sio uma base confidvel
para prever o efeito de uma variagao radical para uma razio aluno-professor extremamente pequena.

O “Beta” de uma Acao

ma idéia fundamental das finangas modernas & a de que
‘ um investidor precisa de incentivo financeiro para
assurnir um risco. Dito de outra forma, o retorno esperado1
de um investimento com tisco, R, deve exceder o retorno de
um investimento segurd,-ou sem risco, Rf Portanto, o excesso
de retorno esperado, R — Ry, de um investimento com risco,
como a posse de agdes de uma empresa, deve ser positivo.

A principio pode parecer que 0 risco de uma agio deve
ser medido por sua varidncia. Entretanto, muito desse risco
pode ser reduzido mantendo-se outras agdes em uma car—
teira, isto &, diversificando seus ativos financeiros. Isso sig-
nifica que a forma certa de medir o risco de uma agdo ndo &
por sua varidncia, mas sim por sua co-varidncia com o mercado.

O Modelo de Precificagio de Ativos de Capital (Ca-
pital Asset Pricing Model — CAPM ) formaliza essa idéia.
Segundo o0 CAPM, o excesso de retorno esperado de um ati-
vo & proporcional ao excesso de retorno esperado de uma
carteira com todos os ativos disponiveis (a “carteira do mer-
cado”). Isto é, o CAPM diz que

| R-R;=B(R,~R),
onde R,, ¢ o retorno esperado da carteira do mercado e f3
& o coeficiente da regressio da populagio de R — R;sobre
R,,~ R; Na pritica, o retorno sem risco € freqiientemente
considerado a taxa de juros da divida de curto prazo do
governo dos Estados Unidos. De acordo com o CAPM,
uma acio com f3 < 1 oferece menos risco do que a carteira
do mercado e, portanto, possui um excesso de retorno
esperado mais baixo do que a carteira do mercado. Uma
acio com 3> 1, por sua vez, oferece mais risco do que a

(4.12)

carteira do mercado e dessa forma exige um excesso de
retorno esperado mais alto.

O “beta”de uma acio tornou-se o carro-chefe da indis-
tria de investimentos e vocé pode obter a estimativa do 3 de
centenas de a¢des em sites de empresas de investimentos.
Esses fs sio normalmente estimados por regressao de MQO
do excesso de retorno efetivo da agio contra o excesso de
retorno efetivo de um indice de mercado abrangente.

A tabela abaixo fornece os 35 estimados para seis agoes
norte-americanas. Empresas que fabricam bens de consumo
de baixo risco como a Kellogg tém fs baixos; agoes de alta
tecnologia com risco como a Microsoft tém Bs altos.

Companhia B Estimado
Kellogg (cereal matinal) 0,24
Waste Management (coleta de lixo) 0,38
Sprint (operadora telefonica de longa distincia) 0,59
Walmart (varejista de descontos) 0,89
Barnes and Noble (rede de livrarias) 1,03

1,80
1,83

Best Buy (varejista de equipamentos eletrénicos)
Microsoft (software)

Fonte: Yahoo.com

1 O retorno sobre um investimento ¢ a variagio em seu prege
acrescida de qualquer dividendo do investimento como Uma

porcentagem de seu pre¢o inicial. Por exemplo, uma agio com-
prada em 12 de janeiro por US$ 100, que pagou um dividendo
de US$ 2,50 durante o ano e foi vendida em 31 de dezembro
por US$ 105, tem um retorno de R = [(US$ 105 — 100) + USH
2,50] / US$ 100 = 7,5 por cento. J
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pPor que Utilizar o Estimador de MQO?

Existem tanto motivos_ Préticos quanto tedricos para utilizar os estimadores de MQO f, e §,. Como MQO
& o método dominante utilizado na pritica, ele tornou-se a linguagem comum para a anéj)ise clle re i >
economia, finangas (veja o quadro na p. 70) e ciéncias sociais em geral. Apresentar resultados utﬂjzaigessi/(l) eg
(ou suas variantes, que serdo discutidas mais adiante neste livro) indica que vocé esta “falando a mesm ol' 2 »
de outros cn:n'n.mruisms e estatisticos. As formulas de MQO estio incorporadas em praticamente todoesl ouslgua
gramas estatisticos e planilhas eletrénicas para computador, o que facilita o uso do MQO. P

Os ﬁrinmdcu-c«; de MQO também possuem propriedades tedricas desejiveis. Por exemplo, a média d
amostra Y é um estimador nio viesado da média E(Y), isto &, E(?) =Uy; Y é um estimador consi;tente d ) ‘“:
¢ para amostras gmnfic‘ﬂ a distribui¢io amostral de Y é aproximadamente normal (veja a Secdo 3 1). O ) .LI¥,
madores Ele 1~V1QO By ¢ By também possuem essas propriedades. Sob um conjunto geral de hipétes.es .(espseecsiz:
cadas 'nu Se¢io 4.3),. B, e B, sio estimadores nio viesados e consistentes de f3, e 3; e sua distribuicio amostral é
;1}11’0xuu;uianwmcr normal. Esses resultados sio discutidos na Sec¢io 4.4.

Qutra propriedade tedrica desejavel de Y é que ele seja eficiente entre os estimadores que sio fungdes li
neares de Yy, ..., Y, ele apresenta a menor variancia de todos os estimadores que sio médias ponderadas d: YS "
Y, (veja a Se¢do 3.1). Um resultado similar também é verdadeiro para o estimador de MQO, mas esse resullt,aci;

requer uma hipotese adicional além daquelas especificadas na Segdo 4.3, de modo que adiamos sua discussio para
a Secio 4.9.

4.3 Hipéteses de Minimos Quadrados

Nesta se¢io, apresentamos um conjunto de trés hipdteses para o modelo de regressio linear e o esquema de

;31110;1:(.15{:'111 en que MSO fornece um estimador apropriado dos coeficientes de regressio desconhecidos f3; e
.. Inicialmente, essas hipoteses po i 3 i

i p podem parecer abstratas. Entretanto, elas possuem interpreta¢des naturais e

AR i , ” .
entenc € las & essencial para saber quando o MQO fornecerd — ou ndo — estimativas fteis dos coeficientes de
regressio.

Hipétese n° I: a Distribuigdo Condicional de u; Dado X
Possui uma Média Igual a Zero

A primeira hing ;. ’ T »
- Ep n}:ielr,a hlp?tese dos minimos quadrados é que a distribui¢io condicional de 4; dado X, possui média
] . Essa ;f)Otese ¢ uma declaragio matematica formal sobre os “outros fatores” contidos em u; ¢ afirma que
sses outros fatores nio tém relaci I l
¢io com X, no sentido de que, dado um valor de X|, a médi istribui¢a
_ ! ; édia da
desses outros fatores é zero. ’ " SR
Isso estd 1 i 3 30 é
T 4 ilustrado na Figura 4.4. A regressio da populagio é a relagio valida em média entre o tamanho da
maeqa 3 3
o pontuagio nos exames na populacio e o termo de erro #; representa os outros fatores que levam a pon-
. . : ey -
e exames em dada diretoria a diferir da previsdo baseada na reta de regressio da populagio. Conforme
strado na R i .
i 11 Figura 4.4, em dado valor de tamanho de turma, digamos 20 alunos por turma, algumas vezes ou-
s fatores i
. evam 2 um, desempenho melhor do que o previsto (4; > 0) e outras vezes a um desempenho pior
<0) ma ~ - ;
5 dim,‘b s, na meédia, ao longo da populagio, a previsio estd correta. Em outras palavras, dado X; = 20, a média
4 QISrIducs & & c Sy ! ’
- i t,c:jo de u; ‘e zero. Isso é mostrado na Figura 4.4 como a distribuigdo de u; centrada em torno da reta
gressiao da popuiacao = i 6 i
| Vi éJ pul ‘(;\. em X, = 20, e, de modo mais geral, em outros valores x de X; também. Dito de outra
' ribui¢io de u;, ¢ ici = i édi g i
B[ X = 1 3 ¢ . ond1c~10nal a X, x, possui uma média zero; expressando matematicamente,
l(“: ' ) = 0 ou, em uma notagio mais simples, E(u,| X;) = 0.
-onforme mostrado na Fi ipd i
=4 _ aR 5 -
Beresso ds popely ¢ . dlgu ad 4? a hipétese de que E(u;| X;) = 0 é equivalente 3 suposi¢io de que a reta de
S oéam i atica di 4 ici
pulag édia condicional de Y;dado X; (uma prova matemitica disso estd no Exercicio 4.3).

Corre"a a y g . .
oem 3 i
. \mrii\-e‘. al ef:‘:_a condicional. TLembre-se da Secio 2.3, em que vocé viu que, se a média condicional de
1 aleatéria dada a outra & zero, as duas vari4veis aleatdrias possuem co-varidncia zero e desse modo sio
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‘ FIGURA 4.4 Distribuicdes de Probabilidade Condicional e Reta de Regresséo da Populagéo

Pontuagdo nos exames
720
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A figura mosira a probabilidade condicional da pontuagdo nos exames para diretorias com tamanho de turma de 15, 20 e
25 alunos. A média da distribuicdo condicional da pontuagdio nos exames, dada a razdo aluno-professor, E{Y| X), é a reta
de regresséo da populagdo B, + B X. Para dado valor de X, Y ¢ distribuida em torno da reta de regresséo, e o erro,
u=Y-{Bo+ fX), possui média condicional zero para todos os valores de X.

nio-correlacionadas (veja a Equagio (2.25)). Portanto, a hipdtese de média condicional E(y,| X)) = 0 implica que

X; e u; sio nio-correlacionados, ou corr(X;, u) = 0. Como a correlagio é uma medida de associagio linear, esu
implicacio nio é valida no sentido inverso. Mesmo que X; e u; sejam nio-correlacionados, a média condicional

de u;dado X; pode ser diferente de zero. Entretanto, se X; e u; sdo correlacionados, entio E(u;| X)) deve ser dife-

ndicional em

295 .
adin o 1
13 conaicional em

rente de zero. Portanto, com freqiiéncia é conveniente discutir a hipotese de méd
sivel correlacio entre X; e ;. Se X; e u; sio correlacionados, a hipétese de média condicional é violada.

termos da pos-

Hipétese n® 2: (X,Y,), i =1, ..., n Sdo Independente
e Identicamente Distribuidas

A segunda hipétese dos minimos quadrados é de que (X,,Y}), i = 1, ..., n sdo independente e identicamente
distribuidas (i.i.d.) ao longo das observag¢des. Conforme discutido na Segdo 2.5 (veja o Conceito-Chave 2.5).
essa ¢ uma declaracio sobre a sele¢io de uma amostra. Se as observagdes sao selecionadas por amostragem aleatOriy
simples de uma Gnica populagdo grande, entdo (X,Y)), i =1, ..., nsio i.i.d. Por exemplo, seja X a idade de um
trabalhador e seja Y seu saldrio; imagine a selegdo aleatéria de uma pessoa da populagio de trabalhadores. A pes-
soa selecionada aleatoriamente terd uma idade e um salario dados (isto é, X e Y aceitario alguns valores). Se umi
amostra de # trabalhadores for selecionada dessa populagio, entio (X,Y)), i = 1, ..., n, terdo necessariamente 4
mesma distribuicio e, se forem selecionadas ao acaso, elas também serio independentemente distribuidas de ums
observagio para a proxima, isto é, serdo i.i.d.

A hipbtese i.i.d. é razoivel para muitos esquemas de coleta de dados. Por exemplo, em geral, dados de
pesquisa de um subconjunto da populagio escolhido aleatoriamente podem ser tratados como i.i.d.

Entretanto, nem todos os esquemas de amostragem geram observagdes i.i.d. sobre (X, Y;). Um exemplo
disso ocorre quando os valores de X nio sio selecionados de uma amostra aleatéria da populagdo, mas sl
definidos pelo pesquisador como parte de um experimento. Por exemplo, suponha que uma horticultora queirs
estudar os efeitos de diferentes métodos de eliminag¢io orginica de ervas daninhas (X) sobre a produgio de tomates
(Y); para isso, ela planta diferentes lotes de tomates utilizando técnicas diferentes de eliminagio orginica de erva
daninhas. Se ela seleciona a técnica (o nivel de X) a ser utilizada no i-ésimo lote e aplica a mesma técnica a0
i-ésimo lote em todas as repeti¢des do experimento, o valor de X; nio muda de uma amostra para a seguinté
Portanto, X, é nio aleatéria (embora o resultado Y] seja aleatério), de modo que o esquema de amostragem nad
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ii.d. Os resultados apresentados ne?te_capi'tulo desenvcﬂvidos para regressores ,i.i.d. também sio vilidos se os
repressores so nao aleatérios (isso serd dlscutlldo com mais profundidade no Capltulo 1?). O caso de um regres-
,m:- nio aleatorio é, contudo, bastante espec?al. Por exemplq, .protocolos experimentais modernos fariam com
que a horticultora atribuisse o nivel de X a dl'f,erentef lotes ut1hza¥1do um gerador cgmpgtadorlzado de ntimeros
aleatorios, eliminando desse modo qualquer viés possivel pela horticultora (ela poderia aplicar seu método favorito
de eliminagio de ervas daninhas dos tomates no lote mais ensolarado). Quando esse protocolo experimental mo-
derno é utilizado, o nivel de X & aleatério e (X, Y) € i.i.d.

Outro exemplo de amostragem nio i.i.d. sdo observagdes que se referem 4 mesma unidade de observagio
20 longo do tempo. Por exemplo, podemos ter dados sobre niveis de estoque (Y) de uma empresa e sobre a
taxa de juros pela qual a empresa pode tomar um empréstimo (X ), em que os dados sdo coletados ao longo
do tempo de uma empresa especifica; por exemplo, os dados podem ser registrados quatro vezes por ano
(erimestralmente) durante 30 anos. Esse é um exemplo de séries temporais de dados e uma caracteristica impor-
cante dos dados de séries temporais é que observagdes muito proximas no tempo nio sio independentes, mas
tendem a ser correlacionadas; se as taxas de juros estiverem baixas agora, provavelmente continuario baixas no
proximo trimestre. Esse padrio de correlagdo viola a “independéncia” da hipétese i.i.d. Dados de séries tem-
porais introduzem um conjunto de complicagdes que sio melhores de lidar depois do desenvolvimento das
ferramentas bisicas da anilise de regressio, de modo que adiamos as discussdes adicionais sobre analise de séries

g

temporais para a Parte 4.

Hipétese n° 3: X; e u; Tém Quatro Momentos

A terceira hipétese dos minimos quadrados é que os quartos momentos de X; e #; sio diferentes de zero e
finitos (0 < E(X*) <o e 0 < E(4}) <o) ou, de forma equivalente, que os quatro momentos de X; e Y;sdo dife-
rentes de zero e finitos. Essa hipotese limita a probabilidade de que seja selecionada uma observagio com valores
extremamente grandes de X; ou u;. Se fossemos selecionar uma observagio com X; ou Y, extremamente grande
— isto é, com X; ou Y, bastante fora do intervalo normal dos dados —, essa observagio receberia gran-
de importincia em uma regressio de MQO e tornaria os resultados da regressio enganosos.

A hipétese dos quartos momentos finitos é utilizada na matematica que justifica as aproximagdes de amostras
grandes para as distribui¢des da estatistica do teste de MQO. Encontramos essa hipotese no Capitulo 3 quando
discutimos a consisténcia da varidncia da amostra. Especificamente, a Equagio (3.8) declara que a varidncia da
amostra s2 é um estimador consistente da variAncia da populagio o2 (isto é, que 53 N 0d). Se Y, ..., Y, sio
i.i.d. e o quarto momento de Y, finito, a lei dos grandes niimeros no Conceito-Chave 2.6 se aplica 2 média ];i
(¥, — 1), um passo importante na prova do Apéndice 3.3 a0 mostrar que s; é consistente. O papel da hipéteiszfl:
dos quartos momentos na teoria matematica da regressio de MQO ¢ discutido mais adiante na Se¢do 15.3.

E possivel argumentar que essa hipotese é uma particularidade técnica que normalniente vale na pratica. O
tamanho da turma esta limitado pela capacidade fisica de uma sala de aula; o melhor que vocé pode fazer em um
exame nacional € acertar todas as questdes e o pior é errar todas. Como o tamanho da turma e a pontuagio nos exa-
mes t.ém um intervalo finito, eles necessariamente tém quartos momentos finitos. De forma mais geral, as dis-
tribuicdes mais comumente utilizadas, como a normal, tém quatro momentos. Ainda assim, sob o aspecto
matemitico, algumas distribuices possuem quartos momentos infinitos; essa hipétese descarta essas distribuigdes.

Se essa hiporese é vilida, é improvavel que inferéncias estatisticas que utilizam MQO sejam controladas por algu-
mas poucas observagoes.

Uso das Hipé6teses de Minimos Quadrados

1 A s b .. - . ~ . .
As trés hipéteses de minimos quadrados para o modelo de regressio linear estio resumidas no Conceito-

Chay s hipé ini ) i
€ 4.3. As hipéteses de minimos quadrados desempenham papéis duplos; voltaremos a eles varias vezes ao
longo deste livro,

(6] pl‘imeim pa Pd

€ matematico: se essas hipéteses sio vilidas, entio, como é mostrado na proéxima se¢ao,
Para amostras grandes,

5 os estimadores de MQO possuem distribui¢des amostrais que sdo normais. Por sua vez,
essa distribuici i é ip¢ .
: : b ibuicio normal de amostra grande permite desenvolver métodos para teste de hipétese e construgio de
ntérvalos de il i N

05 de confianga utilizando os estimadores de MQO.
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| T =
imos Quadrados
Y, =8, +5; X +u,i=1, .., n onde:

. 1. o termo de erro tem média condicional zero dado X, ou seja, E(y;| X;) = 0;
Conceito- 2. (X,Y),i=1, ..., nsio selecdes independente e identicamente distribuidas (i.i.d.) de sua
Chave dlstrlbulgao conjunta; e
4.3 3. (X,u;) tém quartos momentos finitos diferentes de zero.

—

O segundo papel é organizar as circunstincias que colocam dificuldades para a regressio de MQO. Comg
veremos, a primeira hipotese dos minimos quadrados é a mais importante para se considerar na pratica. Umyg
razio pela qual a primeira hipétese dos minimos quadrados pode nio ser valida na pritica & discutida na Secig
4.10 e no Capitulo 5; razdes adicionais serdo discutidas na Secio 7.2.

E importante também considerar se a segunda hipotese € valida em uma aplicagio. Embora seja plausivel sug
aplicacio em muitos conjuntos de dados de corte, a segunda hipotese ndo é apropriada para dados de séries tems
porais. Por isso, a hipétese i.i.d. sera substituida por uma hipétese mais apropriada quando discutirmos regressig
com dados de séries temporais na Parte 4.

Consideramos a terceira hipotese uma condigio técnica que é comumente valida na pritica, desse modo nig.

nos estenderemos mais sobre ela.

4.4 Distribuicgio Amostral dos Estimadores de MQO

Como os estimadores de MQO ﬁo e By sio calculados a partir de uma amostra selecionada aleatoriamente,
os proprios estimadores sio varidveis aleatorias com uma distribui¢io de probabilidade — a distribuiio amostral}

— que descreve os valores que eles poderiam assumir em amostras aleatorias possiveis. Essas distribuicdes amostrais
serio apresentadas nesta se¢io. Em amostras pequenas, essas distribuigdes sio complexas, mas, em amostras

grandes, sio aproximadamente normais em razio do teorema central do limite.

Distribuigio Amostral dos Estimadores de MQO

Revisdo da distribui¢do amostral de Y. Lembre-se da discussio nas segdes 2.5 e 2.6 sobre a distribuicio
amostral da média de amostra Y, um estimador da média da 1 populagio desconhecida de Y, tty. Como Y é cal-
culado utilizando uma amostra selecionada aleatoriamente, Y & uma variavel aleatéria que assume valores dife-
rentes de uma amostra para a seguinte; a probabilidade de que esses valores sejam diferentes est resumida em sua
distribuigio amostral. Embora a distribui¢do amostral de Y possa ser complexa quando o tamanho da amostr

for pequeno, determinadas afirmagdes sobre ela sio vélidas para todo n. Em particular, a média da dlstrlbuu,aul

amostral é |1y, isto &, E(Y) = Uy, entio Y & um estimador nio viesado de Uy Se n é grande, & possivel dizer maiy
sobre a distribui¢io amostral. Em particular, o teorema central do limite (veja a Se¢io 2.6) afirma que essa dis-
tribui¢io é aproximadamente normal.

Distribui¢do amostral de ﬁo e ﬁl . Essas idéias podem ser estendidas aos estimadores de MQO f, e /3, de
intercepto desconhecido f e da declividade desconhecida f3; da reta de regressio da populagio. Como os esti=
madores de MQO sio calculados utilizando uma amostra aleatéria, ﬁo e ﬂl 530 variaveis aleatOrias que assument
valores diferentes de uma amostra para a seguinte; a probabilidade de que esses valores sejam diferentes esta resu-
mida em suas distribui¢des amostrais.

Embora a distribuicio amostral de Bo e [§l possa ser complexa quando o tamanho da amostra for pequend;
determinadas afirmagdes sobre ela sio vilidas para todo #. Em particular, a média das distribui¢des amostrais
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de fi e p, sdo Boe ﬁg_. Em outras palavras, sob as hipéteses de minimos quadrados do Conceito-Chave 4.3,

temos

E(By) = By e E(B) = B (4.13)

S0 e e f, sio estimadores nio viesados de 3, e ;. A prova de que B, & nio viesado é dada no Apéndice 4.3
g a prova de que ,Hj ¢ nio viesado é deixada como o Exercicio 4.4.

Se a amostra for suficientemente grande, pelo teorema central do limite, a distribui¢do amostral de BO e ﬁ1
tem uma boa 3prm:mm¢ao pela distribui¢do normal bivariada (veja a Segdo 2.4). Isso implica que as distribuicdes
inarginais de ﬂo e f3; sdo normais para amostras grandes.

Esse argumento inyoca o teorema central do limite. Tecnicamente, o teorema central do limite diz respeito
5 distribui¢io de médias (como Y). Se vocé examinar o numerador da Equagio (4.8) para /31, verd que ele tam-
bém ¢ um tipo de média — nio uma média simples, como Y, mas uma média do produto, (¥, — Y)(X, — X).
Conforme discutido no Apéndice 4.3, o teorema central do limite se aplica a essa média de modo que, assim
como a média mais simples Y, ela possua distribuigio normal para amostras grandes.

A aproximag¢io normal para a distribuigdo dos estimadores de MQO para amostras grandes estd resumida no
Conceito-Chave 4.4. (O Apéndice 4.3 resume a derivagio dessas formulas.) Uma questdo relevante na pratica é:
quio grande n deve ser para que essas aproximagdes sejam c confidveis? Na Secio 2.6, sugerimos que # = 100
¢ suficientemente grande para que a distribuigdo amostral de Y tenha uma boa aproximagio por uma distribuicio
normal; algumas vezes, um # menor ja é suficiente. Esse critério se estende para as médias mais complicadas que
aparecem na anilise de regressdo. Em praticamente todas as aplicagdes modernas da econometria, n > 100, de
modo que trataremos as aproximagdes normais para as distribui¢des dos estimadores de MQO como confidveis,
4 menos que haja bons motivos para pensar o contrario.

Os resultados no Conceito-Chave 4.4 indicam que os estimadores de MQO sio consistentes, isto €, quando
o tamanho da amostra é grande, f, e B, sio préximos dos verdadeiros coeficientes da populagio 3, e 8, com pro-
babilidade elevada. Isso porque as variincias GE‘O e o7 dos estimadores tendem a zero i medida que n aumenta
(n aparece no denominador das formulas para as varidncias), de modo que a distribui¢io dos estimadores de MQO
estard fortemente concentrada em torno de suas médias, B e f3;, quando # for grande.

Qutra implicacio das distribuig:ées do Conceito-Chave 4.4 é que, em geral, quanto maior é a variincia de
X, menor é a varifincia crA de i } Em termos matematicos, isso ocorre porque a varidncia de ﬁ1 na Equagio (4.14)
€ inversamente pmporc:o:m! ao quadrado da variincia de X;: quanto maior € a var(X)), maior € o denominador
da Equagio (4.14), de modo que menor & Gﬁz' Para entender melhor por que isso ocorre, veja a Figura 4.5, que

FIGURA 4.5 Variéncia de f; e Varigncia de X
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. mh'ihulqﬁesdeﬁo e i, para Amostras Grandes
=

Se as hipéteses de minimos quadrados do Conceito-Chave 4.3 sdo validas, entdo, para amostrag
| grandes, f}, € B, possuem uma distribui¢io amostral normal conjunta. A distribuigdo normal

_—_— . de ,31 para amostras grandes é N(By, O'ﬁ%), onde a variancia distribuicio, obz], é
Conceito-

1 var[(X; — ux)u;]
Chave Of =37 e (4.14)

7 [var(X)]?

4.4

A distribuicio normal de ,30 para amostras grandes € N(S, O'ﬁzo), onde

ndeH,.=1—( 5

, 1 var(Hu)
E(X,?))X"'

%" [EHDP

(4.15)

apresenta um grifico de dispersio com 150 observagdes artificiais sobre X e Y. As observagdes indicadas por pons
tos acinzentados sio as 75 observacdes mais proximas de X. Suponha que Ihe pecam para desenhar a reta maj
precisa possivel com pontos coloridos ou pretos — qual vocé escolheria? Seria mais ficil desenhar uma reta pre
cisa com pontos pretos, que possuem uma varidncia maior do que os pontos coloridos. Da mesma forma, quanty
maior a variincia de X, mais preciso & B,

A aproximagio normal para a distribuigio amostral de f, e f; é uma ferramenta poderosa. Com essa apros
ximag¢io em mios, seremos capazes de desenvolver métodos para fazer inferéncias sobre os verdadeiros valores dt
populagio dos coeficientes de regressao utilizando apenas uma amostra de dados.

4.5 Testando Hipdteses sobre um dos

Coeficientes de Regressao

Sua cliente, a superintendente, liga para vocé com um problema. Um contribuinte irritado que estd em sul
sala afirma que a redugio do tamanho das turmas nio melhorari a pontuagio nos exames, de modo que e
reducio adicional seria um desperdicio de dinheiro. O tamanho das turmas, alega o contribuinte, nio tem nes
nhum efeito sobre a pontuagio nos exames.

A alegagio do contribuinte pode ser reformulada na linguagem da analise de regressio. Como o efeito de
uma variacio unitiria no tamanho da turma sobre a pontuagio nos exames € B, Fyma o contribuinte estd afie
mando que a reta de regressio da populagio é horizontal, isto &, que a declividade ﬁﬁmmma' da reta de regressil
da populagio é zero. Serd que existe evidéncia, pergunta a superintendente, de que essa declividade seja difereii
te de zero em sua amostra de 420 observagdes das secretarias de ensino da Califérnia? Vocé pode rejeitar a hipotesd
do contribuinte de que B, gme = 0 Ou deve aceiti-la pelo menos de forma experimental na falta de novd
evidéncias adicionais?

Nesta secio, discutimos testes de hipoteses sobre a declividade 1 ou o intercepto f§; da reta de regressao d
populagio. Comecamos discutindo em detalhe os testes bicaudais da declividade 3, para entdo passarmos para &
testes monocaudais e para os testes de hip6teses relativas ao intercepto Bo-

Hipéteses Bicaudais Relativas a 3,

O enfoque geral para o teste de hipdteses sobre esses coeficientes é 0 mesmo que para o teste de 11ipbtt‘sﬂli-'
sobre a média da populagio, de modo que comegamos com uma breve revisio.

Teste de hipdteses sobre a média da populagdo. Na Se¢io 3.2, vocé viu que a hipétese nula de que a médi
de Y é um valor especifico [y, pode ser escrita como Hy: E(Y) = Uy, e a alternativa bicaudal & H,: E(Y) # Uy
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e =S N : ===
Férmula Geral da Estatisica ¢
Em geml, 1 estatistica ¢ possui a forma I ‘
estimador — valor hipotético
= - 4.16) Conceito-

erro padrio do estimador

Chave
4.5

O teste da hipotese nula Hj contra a alternativa bicaudal segue os trés passos resumidos no Conceito-Chave
3.6, O primeiro passo co_gsiste em calcular o erro padrio de Y, EP(?), que é um estimador do desvio padrio da
distribuicio amostral de Y. O segundo passo consiste em 1 calcular a estatistica f, que possui a forma geral dada no
(snceito-Chave 4.5; aplicada aqui, a estatistica t é t = (Y — Uyo)/ EP(Y).

O terceiro passo consiste em calcular o valor p, que é o menor nivel de significincia em que a hipdtese nula
pode ser rejeitada, baseada na estatistica de teste efetivamente observada; de modo equivalente, o valor p é a pro-
babilidade de que seja obtida uma estatistica por variagio de amostragem aleatéria no minimo tio diferente do
valor da hipétese nula quanto a estatistica efetivamente observada, supondo que a hipétese nula esteja correta (veja
o Conceito-Chave 3.5). Como a estatistica f possui uma distribui¢io normal padrio para amostras grandes sob a
hipétese nula, o valor p para um teste de hiptese bicaudal ¢ 2¢( —|t9]), onde # & o valor da estatistica  efetiva-
mente calculado e @ é a distribui¢io acumulada normal padrio tabulada na Tabela 1 do Apéndice. De maneira
Alternativa, o terceiro passo pode ser substituido pela simples comparagio da estatistica ¢ com o valor critico apro-
priado para o teste com o nivel de significincia desejado; por exemplo, um teste bicaudal com nivel de significancia
de 5 por cento rejeitaria a hipdtese nula se |#| > 1,96. Nesse caso, diz-se que a média da populagio &, em ter-
mos estatisticos, significativamente diferente do valor hipotético ao nivel de significincia de 5 por cento.

Testando hipdteses sobre a declividade 8;. Teoricamente, a caracteristica critica que justifica o procedi-
mento de teste a seguir para a média de populagio é que, para amostras grandes, a distribui¢io amostral de Yé
aproximadamente normal. Como f3; também possui distribuigio amostral normal para amostras grandes, hipote-
ses sobre o valor verdadeiro da declividade 8; podem ser testadas utilizando o mesmo enfoque geral.

. As hipdteses nula e alternativa devem ser expressas com precisio antes de serem testadas. A hipdtese do con-
tribuinte irritado é de que By, 5, = 0- De modo mais geral, sob a hipétese nula, a verdadeira declividade da
populacio B, assume algum valor especifico, B, . Sob a alternativa bicaudal, 8, ndo é igual a f; . Isto €, a hipotese
nula e 2 hipStese alternativa bicaudal sio ,

Hy: By = By versus Hy: B # By 5 (hipotese alternativa bicaudal). (4.17)

Para Festar a hipétese nula H,, seguimos os trés passos utilizados para a média da populagio.
2 O pr;me?ru passo consiste em calcular o erro padrido de B, EP(S;). O erro padrio de ﬁ1 é um estimador
€ g, o desvio padrio da distribui¢io amostral de f3;. Especificamente,

EP(B) = V&3 , (4.18)
onde
1 < sl
) 1 n—221(Xi_X)2“i2
G =y X . i (4.19)

O estimador da variincia na Equagio (4.19) é discutido no Apéndice 4.4. Embora a férmula para 6521 seja

complicads ; ~ ~ . N . . S,
= pi.}r. 3, em aplicagdes o erro padrio é calculado por programas de regressio, de modo que é facil utiliza-lo
1Ca.
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O segundo passo consiste em calcular a estatistica &

t= M : (4.20)¢
EP(py)

O terceiro passo consiste em calcular o valor p, isto é, a probabilidade de se observar um valor de f3; ng
minimo tio diferente de f3; ; quanto a estimativa efetivamente calculada (Bff), supondo que a hipotese nula estejy
correta. Expressando matematicamente,

valor p = Py, [|ﬁ1_51,0|>|[§ff = Biol]

_ PHO[ B, - Bio ‘ Bff— Bio

EP(y)
onde Py, representa a probabilidade calculada sob a hipdtese nula, a segunda igualdade segue-se pela divisio por

—

NN
(2%
Ty
—

] = o
EP(By) ” Proll1e1>1#1)

EP(B) e £ é o valor da estatistica ¢ efetivamente calculado. Como f, tem distribuigio aproximadamente normga
1 1 §a0 af
para amostras grandes, sob a hipdtese nula, a estatistica ¢ € distribuida aproximadamente como uma variavel

aleatéria normal padrio, de modo que, para amostras grandes, temos

valor p = P(| Z| > | t4]) = 2@ (—|¥)). 4.22)

Um valor pequeno do valor p, digamos menos de 5 por cento, fornece evidéncia contra a hipétese nula ng
sentido de que a probabilidade de se obter um valor de B, por variacio aleatéria pura de uma amostra para g
seguinte é menor do que 5 por cento se a hipdtese nula estiver de fato correta. Se for esse o caso, a hip6tese nuly
é rejeitada ao nivel de significincia de 5 por cento.

Alternativamente, a hipdtese pode ser testada ao nivel de significAncia de 5 por cento simplesmente pela]
comparagio do valor da estatistica £ com 1,96, o valor critico para um teste bicaudal, e pela rejeigio da hipotese:

nula a0 nivel de 5 por cento se |#/]| > 1,96.
Esses passos estio resumidos no Conceito-Chave 4.6.

Aplicacdo & pontuagéo nos exames. O estimador de MQO do coeficiente da declividade, estimado uti-
lizando-se as 420 observacdes da Figura 4.2 e expresso na Equagio (4.7), é — 2,28. Seu erro padrio & 0,52, isto
&, EP(3)) = 0,52. Assim, para testar a hipétese nula de que B, g = 0, construimos a estatistica ¢ utilizando
Equagio (4.20); portanto, = (-2,28 — 0)/0,52 = —4,38.

A estatistica ¢ excede 2,58, o valor critico bicaudal de 1 por cento, de modo que a hipdtese nula é rejeitads
em favor da alternativa bicaudal ao nivel de significincia de 1 por cento. Alternativamente, podemos calcular @

valor p associado a t = —4,38. Essa probabilidade € a irea nas caudas da distribui¢io normal padrio, como mostradal

na Figura 4.6, e é bastante pequena, aproximadamente 0,00001 ou 0,001 por cento. Isto ¢, se a hipotese nuld

B"Ezm'ﬁlrma

improvével, é razoavel concluir que a hipdtese nula € falsa.

Hipéteses Monocaudais Relativas a f3;

A discussio até o momento concentrou-se em testar a hipétese de que f; = f; ; contra a hipétese de que
By # By Esse é um teste de hipdtese bicaudal, uma vez que, sob a alternativa, f3; pode ser ou maior ou menor
do que f, ;. Algumas vezes, entretanto, & apropriado utilizar um teste de hip6tese monocaudal. Por exemplo, nd
problema da pontuagio nos exames e da razio aluno-professor, muitas pessoas acreditam que tu rmas menores
proporcionam um ambiente de aprendizado melhor. Sob essa hipotese, 3; € negativo: turmas menores levam #
notas maiores. Pode fazer sentido, portanto, testar a hipdtese nula de que f8; = 0 (nenhum efeito) contra a alter=
nativa monocaudal de que 8, <0.

Para um teste monocaudal, a hipétese nula e a hipétese alternativa monocaudal sio:

Hy: B; = By versus Hy: By < B, (alternativa monocaudal) (4.23)

= 0 é verdadeira, a probabilidade de se obter um valor de f; tio distante da hipdtese nula quanto o valor
efetivamente obtido é muito pequena, menor do que 0,001 por cento. Como esse acontecimento € bastante
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L ol

3 Calcule o valor p (veja a Equagio (4.22)). Rejeite a hipotese ao nivel de significincia de Conceito-
5 <& o valor p for menor do que 0,05 ou, de forma equivalente, se | > 1,96.
5 se P q q | ] Chave

O erro padrio e (em geral) a estatistica £ e o valor p que testam se §; = 0 s3o calculados auto- 4.6
maticamente pelo programa de regressio.

Testando a Hipétese 8 =, o contra
a Altefn“imﬁl #ﬁl'u

{ Calcule o erro padrio de B1, EP(ﬁ]) (veja a Equagio (4.18)).
Calcule a estatistica t (veja a Equagio (4.20)).

1o

FIGURA 4.6 Calculando o Valor p de um Teste Bicaudal Quando t = 4,38

© valor p de um feste bicaudal é a
probabilidade de que | Z] 2| ],
onde Z é uma varidvel aleatéria
normal padrdo e 9 6 o valor da
estatistica t calculada a partir

da amesira. Quando #f = -4,38,
o valor p é de apenas 0,00001.

0 valor p é a drea

a esquerda de —4,38
+

a area a direita de +4,38.

onde f3; , € o valor de f3; sob a hipétese nula (0 no exemplo da razio aluno-professor) e 3; é menor do que 3, ,
sob a f\lipéresr: alternativa. Se a alternativa & que f3; € maior que f3, , a designaldade na Equa9§6 (4.23) é invertida.

Como a hipdtese nula é a mesma para um teste de hipétese monocaudal e um teste de hipétese bicaudal,
a construcio da estatistica ¢ é a mesma. A Gnica diferenca entre um teste de hipdtese monocaudal e um bicaudal é
0:modo como vocé interpreta a estatistica ¢. Para a alternativa monocaudal em (4.23), a hipétese nula é rejeitada
contra a alternativa monocaudal para valores da estatistica ¢ negativos e grandes, mas nio para positivos e gran-
ifei fll“b:t;?! de ser rejeitada se || > 1,96, a hipotese é rejeitada ao nivel de significincia de 5 por cento se

O valor P para um teste monocaudal é obtido de uma distribui¢io acumulada normal padrio como

valor p = P(Z < ) = @(t¥) (valor p, teste monocaudal i esquerda) (4.24)

e S_e a hipétese alternativa é de que B, é maior do que By 0. as desigualdades nas equagdes (4.23) e (4.24) sdo
ertidas, de modo que o valor p é a probabilidade correspondente a cauda direita, P(Z > t).

g:‘::;hd;:r (t: teil.non.ocaudal deye ser utilizado? Na pritica, as hipéteses alternativas monocaudais devem
tiva, Esse m‘oti]v e t:icxl_ste (el clAarg para f3; estar em deteirr.mnado l:ado do valor nulo f3; ; sob a alterna-
P principiuo Po ‘e Yll' da teoria e'conomlca, da} evidéncia empmca anter1~or oude amba.s. Entretanto, mesm’o

DIO pare¢a que a alternativa relevante é monocaudal, isso pode nio ser necessariamente verdade apos
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alguma reflexio. Um medicamento de nova geragio submetido a testes clinicos pode mostrar-se na realidade
perigoso em virtude dos efeitos colaterais previamente desconhecidos. No exemplo do tamanho das turmas, lem-
bramo-nos da piada segundo a qual o segredo do sucesso de uma universidade é admitir alunos talentosos e depois
assegurar que-os professores os deixem em paz e provoquem o minimo de perturbagdo possivel. Na pratica, essa
ambigiiidade freqiientemente leva os econometristas a utilizar testes de hipotese bicaudais.

Aplicagdo a pontuagdo nos exames. A estatistica t para o teste de hipotese de que o tamanho da turma nio
tem efeito sobre a pontuagio nos exames (de modo que ;o = 0 na Equagio (4.23)) & = —4,38. Isso é menos
de —2,33 (o valor critico para um teste monocaudal a um nivel de significincia de 1 por cento), de modo que a
hipbtese nula é rejeitada contra a alternativa monocaudal a0 nivel de 1 por cento. Na verdade, o valor p € menor
do que 0,0006 por cento. Com base nesses dados, vocé pode rejeitar a alegagio do contribuinte irritado de que
a estimativa negativa da declividade teve origem simplesmente na variagdo de amostragem aleatoria ao nivel de
significancia de 1 por cento.

Testando Hipéteses sobre o Intercepto S

Essa discussio se concentrou no teste de hipoteses sobre a declividade ;. Ocasionalmente, contudo, a
hipétese diz respeito ao intercepto, B, As hipdteses nulas relativas ao intercepto e 2 alternativa bicaudal sio

Hy: By = By versus Hy: By # By (alternativa bicaudal). (4.25)

O enfoque geral para o teste dessa hipdtese nula consiste nos trés passos do Conceito-Chave 4.6 aplicados
a 3, (a formula para o erro padrio de B, é dada no Apéndice 4.4). Se a alternativa é monocaudal, o enfoque é
modificado conforme discutido na subsecio anterior relativa a hipbteses sobre a declividade.

Testes de hipotese sio tteis quando vocé tem uma hipétese nula especifica em mente (assim como o con-
tribuinte irritado). Poder aceitar ou rejeitar essa hip6tese nula com base na evidéncia estatistica fornece uma fer-
ramenta poderosa para lidar com a incerteza inerente de utilizar uma amostra para aprender sobre uma populagio.
Entretanto, muitas vezes nio existe somente uma hipétese sobre um coeficiente de regressio que seja dominante
e, em vez disso, o que se deseja conhecer € um intervalo de valores do coeficiente consistentes com os dados.
Isso requer a construgio de um intervalo de confianca.

4.6 Intervalos de Confianga para um
Coeficiente de Regressao

Como qualquer estimativa estatistica da declividade f§; possui necessariamente incerteza com relagdo 4
amostragem, nio podemos determinar exatamente o valor verdadeiro de j3; a partir dos dados da amostra. Mas
podemos utilizar o estimador de MQO e seu erro padrio para construir um intervalo de confianga para a declivi-
dade f3; ou para o intercepto f3.

Intervalo de confianga para f3,. Lembre-se de que um intervalo de confianga de 95 por cento para f;
possui duas defini¢des equivalentes: (1) é o conjunto de valores que nio podem ser rejeitados utilizando-se um
teste de hipétese bicaudal a um nivel de significancia de 5 por cento; (2) ¢ um intervalo que possui 95 por cento
de probabilidade de conter o valor verdadeiro de f3;; isto €, em 95 por cento das amostras possiveis que possam ser
selecionadas, o intervalo de confianga ird conter o valor verdadeiro de 8;. Como esse intervalo contém o valor
verdadeiro em 95 por cento de todas as amostras, diz-se que ele possui um nivel de confianga de 95 por cento.

O motivo pelo qual essas duas defini¢des sio equivalentes é descrito a seguir. Um teste de hipotese a um
nivel de significncia de 5 por cento ir4, por defini¢io, rejeitar o valor verdadeiro de 8; em apenas 5 por cento
de todas as amostras possiveis, isto é, em 95 por cento de todas as amostras possiveis o valor verdadeiro de 8y nao
sera rejeitado. Como o intervalo de confianga de 95 por cento (conforme a primeira defini¢do) & o conjunto de
todos os valores de ; que ndo sio rejeitados ao nivel de significincia de 5 por cento, segue-se que o valor ver-
dadeiro de f3; estara contido no intervalo de confianga em 95 por cento de todas as amostras possiveis.
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Intervalos de Confianga para f3,

walor verdadeiro de 8; com uma probabilidade de 95 por cento, isto &, contém o valor ver-
dadeiro de [3; em 95 por cento de todas as amostras possiveis selecionadas aleatoriamente. De .
modo equivalente, ele é também o conjunto de todos os valores de §; que ndo podem ser Conceito-
rejeitados por um teste de hipotese bicaudal ao nivel de significancia de 5 por cento. Quando Chave
o tamanho da amostra é grande, o intervalo de confianga é construido como: 4.7

.

(i intervalo de confianga bicaudal de 95 por cento para f§; € um intervalo que contém o l J

intervalo de confianga de 95 por cento para 8; = (ﬁl == 1,96EP(B1), Bl + 1,96EP([§1)). (4.26)

—_— —

Como no caso de um intervalo de confianga para a média da populagio (veja a Se¢io 3.3), em principio um
intervalo de confianca de 95 por cento pode ser calculado testando-se todos os valores possiveis de 3; (isto é, tes-
tando a hipdtese nula f3; = B, ; para todos os valores de f3; ;) ao nivel de significincia de 5 por cento utilizando
4 estatistica ¢. O intervalo de confianga de 95 por cento € entio a colegio de todos os valores de f#; que nio sio
rejeitados. Porém, construir a estatistica ¢ para todos os valores de f3; levaria uma eternidade.

Uma forma mais facil de construir o intervalo de confianga é observar que a estatistica ¢ ira rejeitar o valor
hipotético B o quando f3; o estiver fora do intervalo B, £1,96 EP()). Isto é, o intervalo de confianga de 95 por
cento para 3, € o intervalo (8, — 1,96 EP@), B, +1,96 EP(ﬁl)). Esse argumento é equivalente ao argumento uti-
lizado para desenvolver um intervalo de confianga para a média da populagio.

A construgdo de um intervalo de confianga para 3, é resumida no Conceito-Chave 4.7.

Intervalo de confranca para 8;.  Um intervalo de confianga de 95 por cento para 3, é construido conforme
descrito no Conceito-Chave 4.7, com f; e EP(f) substituindo Bl e EP(BO-

Aplicagdo a pontuacdo nos exames. A regressio de MQO da pontuagio nos exames contra a razio aluno-
proa‘l*ssm;. descrita na eqiag:io (4.7), resultou em Bo = 698,7 e ,é] = —2,28. Os erros padrio para essas estimativas
sio EP(f,) = 10,4 e EP(B)) = 0,52.

Em virtude da importincia dos erros padrio, de agora em diante iremos inclui-los entre parénteses abaixo
dos coeficientes estimados quando descrevermos as retas de regressio de MQO:

e
PontExame = 698,9 — 2,28 X RAP. (4.27)
(10,4) (0,52)

O intervalo de confianga bicaudal de 95 por cento para f; é {-2,28 £ 1,96 X 0,52}, isto ¢, -3,30 < f§; <
—-1,26. O valor 8; = 0 nio estd nesse intervalo de confianca; desse modo (como ji sabiamos da Segio 4.5) a
hipdtese 3, = 0 pode ser rejeitada ao nivel de significincia de 5 por cento.

Intervalos de confianca para efeitos previstos de variagées em X. O intervalo de confianca de 95
por cento para 3, pode ser utilizado para construir um intervalo de confianga de 95 por cento para o efeito pre-
visto de uma variagio global em X.

Considere uma variagio em X de determinado montante, Ax. A variagdo prevista em Y associada a essa
variagio em X é §;Ax. A declividade da populacio f3, é desconhecida, mas, como podemos construir um inter-
valo de confianga para f3;, podemos construir um intervalo de confianga para o efeito previsto f;Ax. Como
um dos extremos de um intervalo de confianca de 95 por cento para B, é i, — 1,96EP(B)), o efeito previsto da
Variacio Ax utilizando essa estimativa de B, & (5, — 1,96 EP(3,)) X Ax. O outro extremo do intervalo de con-
fianca ¢ B, + 1,96EP(L§1); o efeito previsto da variagdo que utiliza essa estimativa é (ﬁ] + 1,96EP(,[§1)) x Ax. Por-

tanto, um intervalo de confianga de 95 por cento para o efeito de mudar x no montante Ax pode ser expresso
Como
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intervalo de confianga de 95 por cento §;Ax =

.

(BAx — 1,96ED(B) X Ax, Bix + 1,96EP(B)) X Ax). g

Por exemplo, nossa superintendente hipotética esti considerando a redugio da razio aluno-professor em 2,

Como o intervalo de confianca de 95 por cento para f3 € (3,30, —1,26), o efeito da redugdo da razdo aluno-

professor em 2 pode ser tao grande quanto —3,30 X (=2) = 6,60, ou tio pequeno quanto —1,26 X (-2) = 2,52,

Portanto, pode-se prever que a diminui¢io da razio aluno-professor em 2 deve aumentar a pontuagao nos exame;
entre 2,52 e 6,60 pontos, com um nivel de confianca de 95 por cento.

4.7 Regressao Quando X E uma Variavel Binaria

A discussio até o momento COncentrou-se no caso €m que o0 regressor ¢ uma variavel continua. A andlise
de regressio também pode ser utilizada quando o regressor € binario, isto é, quando assume apenas dois valores,
0 ou 1. Por exemplo, X pode ser o sexo de um trabalhador (= 1 se feminino, = 0 se masculino), se uma direto-
ria regional de ensino & urbana ou rural (= 1 se urbana, = 0 se rural) ou se o tamanho da turma da diretoria ¢
pequeno ou grande (= 1 se pequeno, = 0 se grande). Uma variavel biniria também & chamada de variavel indi-
cador ou algumas vezes de variavel dummy.

Interpretagio dos Coeficientes de Regressao

O mecanismo da regressio com um regressor bindrio é 0 mesmo que seria se a varidvel fosse continua. A
interpretagio de f;, entretanto, & diferente; disso conclui-se que a regressio com uma varidvel binaria é equi-
valente a fazer uma anilise da diferenca entre médias, conforme descrito na Segio 3.4.

Para visualizar isso, suponha que vocé tenha uma variavel D; que seja igual a 0 ou a 1, dependendo de a razio
aluno-professor ser menor do que 20:

D.= { 1 se a razio aluno-professor na i-ésima diretoria < 20 (4.29)
i~ 1 0 se a razio aluno-professor na i-ésima diretoria 2 20. L

O modelo de regressio da populagio com D; como regressor ¢
|

Y, =By + BD; + u, i = 1, .., n (4.30) 8

Esse modelo é igual ao modelo de regressdo com o regressor continuo X, exceto pelo fato de que agorad
regressor é a varidvel biniria D;. Como D nio é continua, nio & Gtil pensar em f3; como uma declividade; de:
fato, como D, pode assumir somente dois valores, nio existe uma “reta”, de modo que ndo faz sentido falar el
declividade. Portanto, nio iremos nos referir a f; como a declividade na Equagio (4.30); em vez disso, nos
referiremos a f3; simplesmente como o coeficiente que multiplica D nessa regressio ou, de forma mais sucint,

o coeficiente de D;.

Se 8, da Equagio (4.30) nio € uma declividade, entio o que é? A melhor forma de interpretar f§; e By e
uma regressio COm um regressor binario é considerar, um de cada vez, os dois casos possiveis, D; = OeD;=L
Se a razio aluno-professor € alta, entdo D; = 0 e a Equagio (4.30) torna-se

Y, =By +u; (D;=0). 4.31)

Como E(u;| D;) = 0, a expectativa condicional de Y, quando D; = 0 ¢ E(Y;| D; = 0) = f, isto &, By e
valor da média da populagio no que tange d pontuagio nos exames quando a razdo aluno-professor ¢ alta. Do
mesmo modo, quando D; =1,

Y, =B+ B +uw (D=1). (4.32)

Assim, quando D; =1, E(Y;| D;=1) =By + By; isto é, By + B, é o valor da média da popula¢io no que tang®
i pontuagio nos exames quando a razio aluno-professor & baixa.

r
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Como fi; + By € a média da populagio de Y, quando D; = 1 e 3, é a média da populagio de Y, quando
D;=0.2 diferenca (B, + By) — By = B, é a diferenca entre essas duas médias. Em outras palavras, ’é a dife-
renga entre a expectativa condicional de Y, quando D; =1 ¢ quando D, = 0, ou f; = E(Y,| D, = 1) — v 1D,
= (). No exemplo da pontuagio nos exames, 3, ¢ a diferenca entre a pontuagio média nos exames nas Ciire_l
torias com razio aluno-professor baixa e a pontuagio média nos exames nas diretorias com razio aluno-
professor alta.

Como f3, & a diferenca entre as médias da populagio, faz sentido pensar que o estimador de MQO f§; seja a
diferenca entre as médias da amostra de Y; nos dois grupos, e de fato esse é o caso. .

Testes de hipdtese e intervalos de confianga. Se as duas médias da populagio sio iguais, $; da Equagio
(4.30) € zero. Portanto, a hipétese nula de que as duas médias da populagio sio iguais pode ser testada contra a
hipétese alternativa de que elas diferem por meio do teste da hipotese nula 3; = O contra a alternativa §; # 0.
Essa hipétese pode ser testada com o procedimento esbogado na Se¢io 4.5. Especificamente, a hipotese nula pode
ser rejeitada a um nivel de 5 por cento contra a alternativa bicaudal quando a estatistica t de MQO t = f,/ EP(,)
excedeﬂ1,96 em valoAr absoluto. Do mesmo modo, um intervalo de confianga de 95 por cento para 3, construido
como f, £ 1,96EP(S) conforme descrito na Secio 4.6, fornece um intervalo de confianga de 95 por cento para
4 diferenca entre as duas médias da populagio.

Aplicagéo a pontuagdo nos exames. Como exemplo, uma regressio da pontuagio nos exames contra a va-
risvel binaria razio aluno-professor D definida na Equagio (4.29), estimada por MQO utilizando as 420 obser-
vacoes da Figura 4.2, gera

e
PontBxame = 650,0 + 7,4D

(1,3) (1,8) (4.33)

c_Tnde 08 €rros padrio das estimativas de MQO dos coeficientes ; e 8, estdo entre parénteses abaixo das estima-
tivas de MQO. Desse modo, a pontuacio média nos exames para a subamostra com razdes aluno-professor maiores
B on . - ity A Y P
ouiiguais a 20 (isto &, para D = 0) é 650,0 e a pontuagio média nos exames para a subamostra com razdes aluno-
prc‘)(tjc?ssur menores do que 20 (de modo que D = 1) é 650,0 + 7,4 = 657,4. Assim, a diferenca entre a pontuagio
Higdia nos exames da amostra para os dois grupos é 7,4. Essa é a estimativa de MQO de f3, o coeficiente da
variavel bindria razio aluno-professor D.
’Se.m que a diferenca entre as pontuagdes médias nos exames da popula¢do dos dois grupos €, em termos
estatistHeos 3 S A ekl . ’ :
taLlsti.a.us. significativamente diferente de zero ao nivel de 5 por cento? Para descobrir essa resposta, construa a
estatistica  para = = Dot
. p ’ ?1 st =7,4/1,8 = 4,04. Isso excede 1,96 em valor absoluto, de modo que a hipdtese de que
¢ 4640 média nos exames da populagio nas diretorias com razdes aluno-professor alta e baixa ¢ a mesma
POde ser rejeitada ao nivel de significincia de 5 por cento.
O estimador de 3 ili i !
o dor de MQO e seu erro padrio podem ser utilizados para construir um intervalo de confianga de
JOT Cento par: i i édi é
i o para a diferenca verdadeira entre as médias. Este é 7,4 = 1,96 X 1,8 = (3,9, 10,9). Esse intervalo de

confianca exclui 8, = : i Ip¢
i ¢ e,x?lu{ {f] 0, de modo que (como sabemos do paragrafo anterior) a hiptese 8, = 0 pode ser rejeitada
0 nivel de significincia de 5 por cento.

4.8 R?e o0 Erro Padrao
da Regressao

O R? e N
_ o o5 . - .
o O 1 ) padrio da regressio sio duas medidas do quanto a reta de regressio de MQO se ajusta a0s
; - N —_— : L
e aria entre zero e um € mede a fragio da varidncia de Y, explicada pela variagio em X;. O erro
Tgressa jo di 2 ;
gressio mede quio distante Y, estd, em geral, de seu valor previsto.
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R2

O R%*da regressdo é a fragdo da variancia da amostra de Y, explicada por (ou prevista por) X.. As definigg
do valor previsto e do residuo (veja o Conceito-Chave 4.2) nos permitem escrever a variivel dependente Y, con
a soma do valor previsto Y], mais o residuo u;:

Y, =Y + 4, (4.34)

Nessa notagio, o R? é a razio entre a varidncia da amostra de ¥, e a varidncia da amostra de Y,
Matematicamente, o R? pode ser escrito como a razio entre a soma dos quadrados explicada e a soma d
quadrados total. A soma dos quadrados explicada, ou SQE, é a soma dos quadrados dos desvios dos valors
previstos de Y, ¥/, em relagio a sua média, e a soma dos quadrados total, ou SQT, é a soma dos quadradg
dos desvios de Y; em relagio a sua média:

SQE=X(¥ -Y)*e (4.59
i=1 '

SQT = XY, - Y), (4.36)
=1

onde a Equacio (4.35) utiliza o fato de que Y & igual ao valor previsto da média da amostra de MQO (provad
no Apéndice 4.3).
O R? é a razio entre a soma dos quadrados explicada e a soma dos quadrados total:
SQE
_ D (4.37)
SQT
Alternativamente, o R? pode ser escrito em termos da fragio da varidncia de Y, ndo explicada por X,. A so
dos quadrados dos residuos, ou SQR, ¢é a soma dos quadrados dos residuos de MQO:

SQR =3 2.
=1

RZ

(4.38)

O Apéndice 4.3 mostra que SQT = SQE + SQR. Portanto, o R? também pode ser expresso como ul
menos a razdo entre a soma dos quadrados dos residuos e a soma dos quadrados total:

SQR
SQT

Finalmente, o R? da regressio de Y sobre o Gnico regressor X ¢ o quadrado do coeficiente de correlaci
entre Ye X

O RZ situa-se entre zero € um. Se ,31 = 0, entdo X; ndo explica nenhuma varia¢io de Y; ¢ o valor previsi
de Y; baseado na regressio & apenas a média da amostra de Y;. Nesse caso, a soma dos quadrados explicada é zetd
e a soma dos quadrados dos residuos é igual 4 soma dos quadrados total; assim, R? é zero. Se, em vez disso,
explica toda variacio de Y, entio Y, = ¥, para todo i e cada residuo & igual a zero (isto &, 4, = 0), de modo qu
SQE = SQT e R? = 1. Em geral, o R? nio assume os valores extremos zero ou um, mas situa-se entre eles. Ut
R? préximo de um indica que o regressor é bom na previsio de Y, ao passo que um R? proximo de zero indi

que o regressor nio é muito bom na previsio de Y.

Erro Padrao da Regressao

O erro padrdo da regressdao, ou EPR, é um estimador do desvio padrio do erro da regressio u,. Comt
os erros da regressdo uy, ..., #, ndo sio observados, o EPR ¢ calculado utilizando seus correspondentes da amostr
os residuos de MQO 4, ..., #,. A férmula para o EPR é

= ?_Ln Az_SQR
EPR—s&,ondesu—n_zgu‘. =~

(4.44

onde a formula para 57 utiliza o fato (provado no Apéndice 4.3) de que a média da amostra dos residuos de MQE

é zero.
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A férmula para o EPR na Equagio (4.40) € igual d formula para o (}CSViO p a,drio da amostra de Y dado na
Equagio (3.7) da Secio 3.2, exceto.p’elo fato de que nessa equagio Yl —~Y é Sub.StZ.ItULdO por 4, eo divisor na Equa-
30 (3.7) én— 1, a0 passo que aqui € 1 — 2.0s motl‘vgs paraa utlhzag:ac-)’ do d1v1so.r n - 2 aqui '(em vez de n) e do
¢ + — 1 na Equagio (3.7) sdo os mesmos: COITIigir um pequeno Vies para baixo introduzido pela estimagio
de dois coeficientes de regressio. Isso se chama corregio de “graus de liberdade”; como foram estimados dois
coeficientes (B, € By), dois “graus de liberdade” dos dados foram perdidos, de modo que o divisor nesse fator &
n — 2. (A matemitica por tras disso é discutida na Se¢io 15.4.) Quando n é grande, a diferenga entre a divisio
n— 1 ou n— 2 é desprezivel.

divisor !

por i,

4.9 Heteroscedasticidade e Homoscedasticidade

Nossa finica hipotese sobre a distribui¢io de ; condicional a X; € que ela possui uma média igual a zero (a
primeira hipotese dos minimos quadrados). Se, além disso, a varidncia dessa distribui¢do condicional ndo depende
de X, 0s erros sao chamados de homoscedasticos. Nesta secio, discutimos a homoscedasticidade, suas implicagdes
teoricas, as formulas simplificadas para os erros padrio dos estimadores de MQO que surgem quando os erros
i homoscedisticos e os riscos que vocé corre ao utilizar essas formulas simplificadas na pratica.

O Que Sao Heteroscedasticidade e Homoscedasticidade?

Definicées de Heteroscedasticidade e Homoscedasticidade. O termo de erro 4, ¢ homoscedastico se
a variancia da distribuicio condicional de u; dado X; é constante para i = 1, ..., n e em particular nio depende
de X. Caso contririo, o termo de erro € heteroscedastico.

Para fins ilustrativos, volte A Figura 4.4. A distribui¢io dos erros u; € mostrada para varios valores de x. Como
essa distribuicio se aplica especificamente ao valor indicado de x, essa é a distribui¢do condicional de u; dado
X = x. Conforme desenhado na figura, todas essas distribui¢des condicionais possuem a mesma dispersdo; de
modo mais preciso, a varidncia dessas distribui¢des é a mesma para os diversos valores de x. Isto ¢, na Figura 4.4,
a variagio condicional de i, dado X; = x nio depende de x, de modo que os erros ilustrados nessa figura sdo
homoscedasticos.

A Figura 4.7, por sua vez, ilustra um caso em que a distribui¢io condicional de u; tem dispersio maior a
medida que x aumenta. Para valores pequenos de x, a distribuigdo possui uma dispersdo pequena, mas, para va-
lores grandes de x, a dispersdo é maior. Assim, na Figura 4.7, a variincia de #; dado X; = x aumenta com x, de
modo que os erros nessa figura sio heteroscedisticos.

O Conceito-Chave 4.8 apresenta as defini¢des de heteroscedasticidade e homoscedasticidade.

FIGURA 4.7  Um Exemplo de Heteroscedasticidade

Assim como a Figura 4.4,

Pontuagio nos exames
esla mosira a distribuicéio

s 720 -
condicional da pontuacdo -
nos exames para Irés 700 L Distribuicdio de ¥ quando X = 15
i Distribuicdo de ¥ quando X = 20
?;:mh}:: d: furma - / Distribuic3o de ¥ quando X = 25
tierentes. Ao contrdrio 680 |-
da Figura 4.4, essas -
distribuicdes tornam-se 660 -
Wiﬁ dispersas (possuem "
Uma varianeia maior) para 640 |-
hfﬂnrlhos de turmas r Bo +B:X
maiores. Como o varidhcia 620 -
da distribuicgo de u dado i
; va 600 — — L
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Heteroscedasticidade e Homoscedasticidade

O termo de erro #; é homoscedastico se a varidncia da distribui¢io condicional de ; dado X
var(u;| X; = x), é constante parai = 1, ..., n e em particular nio depende de x; caso contririg,
- o termo de erro & heteroscedastico.

Conceito-
Chave
4.8

Exemplo. Esses termos sio verdadeiros palavrSes e suas definigdes podem parecer abstratas. Para esclarecé-log
com um exemplo, deixemos de lado o problema da pontuagio nos exames e da razdo aluno-professor e volte-
mos ao exemplo dos salarios dos homens com curso superior versus mulheres com curso superior, discutido ny;
Se¢io 3.5. Seja HOMEM, uma variavel binaria igual a 1 para homens com curso superior e igual a 0 para mu-
lheres com curso superior. O modelo de regressio com variavel biniria que relaciona o salirio de uma pessoa s
seu sexo €

Saldrio; = By, + B{HOMEM, + u, (4.41)

parai =1, ..., n. Como o regressor ¢ binirio, f3; é a diferenga entre as médias da populagio dos dois grupos; nesse
caso, a diferenca entre o salirio médio dos homens e das mulheres com curso superior.

A defini¢io de homoscedasticidade afirma que a varidncia de u,; nio depende do regressor. Aqui o regressor
& HOMEM,, de modo que o que estd em questdo € se a variincia do termo de erro depende de HOMEM,. Em
outras palavras, serd que a variidncia do termo de erro ¢ igual para homens e mulheres? Se for esse o caso, o erro
é homoscedastico; caso contrario, é heteroscedastico.

Decidir se a variancia de u; depende de HOMEM, requer bastante reflexio sobre o que realmente é o termg
de erro. Para isso, é interessante escrever a Equagio (4.41) como duas equagdes separadas, uma para homens ¢
outra para mulheres:

Salario; = By + u; (mulheres) e (4.42)

Salario, = B, + B, + u; (homens). (4.43)

Portanto, para mulheres, u; é o desvio do salario da i-ésima mulher em relagdo ao salirio médio da popu-
lagio de mulheres (B;) e, para os homens, u; € o desvio do salirio do i~ésimo homem em relacio ao salirio médio
da populagio de homens (8, + ;). Segue-se que a afirmagio “a varidncia de u, nio depende de HOMEM ¢
equivalente a afirmacgio “a variancia do salario é a mesma para homens e mulheres”. Em outras palavras, nesse
exemplo, o termo de erro é homoscedastico quando a varidncia da distribuicdo da populagio de salarios € 4
mesma para homens e mulheres; quando essas variancias sio diferentes, o termo de erro é heteroscedistico.

Implicagées Matematicas da Homoscedasticidade

Os estimadores de MQO permanecem ndo viesados e assintoticamente normais. Como as hipoteses
de minimos quadrados no Conceito-Chave 4.3 nio impdem restri¢des d variincia condicional, elas se aplicam
tanto ao caso geral de heteroscedasticidade quanto ao caso especial de homoscedasticidade. Portanto, os esti-
madores de MQO permanecem nio viesados e consistentes mesmo que os erros sejam homoscedasticos. Além
disso, os estimadores de MQO tém distribuigdes amostrais que sio normais para amostras grandes mesmo que
os erros sejam homoscedisticos. Independentemente de os erros serem homoscedasticos ou heteroscedisticos, 0
estimador de MQO é nio viesado, consistente e assintoticamente normal.
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Eﬁcféﬂffa do estimador de MQO.  Se as hipdteses de minimos quadfadoAs do ConFeito—Chave 4.3 sio vali-
das e. alem disso, os erros sao homoscedasticos, os estimadores de MQO f e ; sdo eficientes entre todos os esti-
adores que s30 h'nearesA em Y,..Ye sio_ nio viesad~os, FOHdlClOH&ISfI le s X, Isto é, os estimadores de
MQO tém a menor variancia .de,todos 0s esflrpadores nio viesados que sdo médias por}df?‘radas de Yy .. Y. Em
s p-.11-.1\'£il-*- se, além das hlpoteises de rmm.mos quadzados', 0S erros sio homoscidastlcos, oS estlmgdores de
MQO By & By sio os melhores estlmzj\dores lineares ndo viesados, ou MELNYV. Esse resultado foi expresso
para 4 média da amostra Y no Conceito-Chave 3.3 e se estende para 0 MQO na presenca de homoscedastici-
Jadle. Esse resultado, conhecido como teorema de Gauss-Markov, é provado no Capitulo 15.

Se 05 erros sio heteroscedisticos, 0 MQO nio é mais MELNV. Em teoria, se os erros sio heteroscedasti-
- t possivel construir um estimador que tenha uma varidncia menor do que o estimador de MQO. Esse método
& chamado de minimos quadrados ponderados, em que as observagdes sio ponderadas pelo inverso da raiz
quadrada da varidncia condicional de u; dado X;. Em razdo dessa ponderagio, os erros dessa regressio ponderada
i homoscedisticos, de modo que o MQO, aplicado a essa regressio ponderada, € MELNV. Embora teorica-
mente excelente, o problema desse método na pratica € que vocé deve saber como a variincia condicional de u,
eletivamente depende de X, o que raramente se sabe nas aplicagSes. Como os minimos quadrados ponderados
tem principalmente interesse tedrico, adiamos discussdes adicionais para o Capitulo 15.

Férmula de varidncia somente homosceddstica. Se o termo de erro é homoscedastico, as férmulas para
“s variancias de f}; € B no Conceito-Chave 4.4 sio simplificadas. Conseqiientemente, se os erros sio homoscedés-
ficos, uma formula especial pode ser utilizada para os erros padrio de i, e . Essas formulas sio dadas no Apéndice
4 4. No caso especial em que X é uma varidvel binaria, o estimador da varidncia de [§1 na presen¢a de homoscedas-
ticidade (isto é, o quadrado do erro padrio de B, na presenga da homoscedasticidade) é a chamada férmula da
variincia agrupada para a diferenca entre as médias, discutida na nota de rodapé 1 da Segio 3.4.

Como essas formulas alternativas sio derivadas para o caso especial em que os erros sio homoscedasticos e
nio se aplicam quando os erros sio heteroscedasticos, elas serdo identificadas como férmulas “somente
homosceddsticas” para a varincia e para o erro padrio dos estimadores de MQO. Como o nome sugere, se 0s
erros sao heteroscedasticos, os erros padrio somente homoscedasticos nio sio apropriados. Especificamente,
se 08 erros sA0 heteroscedasticos, a estatistica ¢ calculada utilizando o erro padrio somente homoscedastico nio
possui uma distribui¢io normal padrio nem mesmo para amostras grandes. Na verdade, os valores criticos
corretos que sio utilizados para essa estatistica ¢t somente homoscedastica dependem da natureza precisa da he-
teroscedasticidade, de modo que esses valores criticos nio podem ser tabulados. Do mesmo modo, se os erros sio
heteroscedisticos, mas um intervalo de confianga é construido como £1,96 erros padrio somente homoscedas-
ticos, temos que em geral a probabilidade de que esse intervalo contenha o valor verdadeiro do coeficiente nio
€ de Y5 por cento, mesmo em amostras grandes.

Em vez disso, como a homoscedasticidade é um caso especial da heteroscedasticidade, os estimadores 6/;21 e
6'ﬁ20 das varidncias de f, e B, dados pelas equacdes (4.19) e (4.59) geram inferéncias estatisticas validas, sejam os
erros heteroscedisticos ou homoscedasticos. Desse modo, testes de hipétese e intervalos de confianga baseados
Hesses erros padrio serdo vilidos se os erros forem heterosceddsticos ou ndo. Como os erros padrio que utilizamos
até 0 momento (isto ¢, aqueles baseados nas equagdes (4.19) e (4.59)) levam a inferéncias estatisticas validas para
€115 heteroscedasticos ou nio, eles sio chamados de erros padrido robustos quanto a heteroscedasticidade.
Como essas formulas foram propostas por Eicker (1967), Huber (1967) e White (1980), também sio chamadas
de erros padrio de Eicker-Huber-White.

O que Isso Significa na Pratica?

Qual ¢ mais realista, a heteroscedasticidade ou a homoscedasticidade? A resposta para essa questdo
;19Pc11dc da aplicagio. Contudo, as questdes podem ser esclarecidas retornando-se ao exemplo da diferenca re-
atva 20 sexo entre salarios de individuos com curso superior. A familiaridade com a forma pela qual as pessoas

I

:
O original, best linear unbiased estimators, ou Blue. Em virtude do nome em inglés, um econometrista pode se referir a esse tipo de esti-
nac (1 . .
4dor como “esumador blue” ou “estimador azul” (N. do R.T)).
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sio pagas no mundo a0 nosso redor nos d4 algumas pistas sobre a hipotese que & mais sensata. Durante miuitos
anos — e atualmente em uma extensio menor — as mulheres ndo ocuparam 0s cargos mais bem remuneradog:
sempre houve homens com salarios baixos, mas raramente houve mulheres com salarios altos. Esse fato sugere
que a distribuicio de saldrios entre mulheres possui uma dispersio menor do que entre homens. Em outrag
palavras, € plausivel que a varidncia do termo de erro na Equagio (4.42) para as mulheres seja menor do que 3
varidncia do termo de erro na Equagio (4.43) para homens. Portanto, a presenga de um “telthado de vidic™ par
os cargos e os salarios das mulheres sugere que o termo de erro no modelo de regressio com varidvel biniria ng.
Equagio (4.41) & heteroscedastico. A menos que existam motivos convincentes para O contrario — € nao cons
seguimos pensar em nenhum —, faz sentido tratar o termo de erro desse exemplo como heteroscedastico.
Como esse exemplo de modelagem de salarios ilustra, a heteroscedasticidade aparece em muitas aplicagdes
econométricas. De modo geral, a teoria econdmica raramente oferece qualquer motivo para sé acreditar que og
erros sejam homoscedasticos. E, portanto, prudente supor que sejam heteroscedasticos, a menos que voce tenhy

motivos convincentes para pensar o contrario.

Implicagbes prdticas. A principal questio de relevincia pratica nesta discussio €: devemos utilizar erros padrig
robustos quanto a heteroscedasticidade ou somente homoscedasticos? Para responder a ela, € interessante imgs
ginar o cilculo de ambos para entio escolher um entre eles. Se o erro padrio somente homoscedastico € o erm
padrio robusto quanto a heteroscedasticidade sio iguais, nada se perde com o uso de erros padrio robustos quanto
3 heteroscedasticidade; se, entretanto, eles sio diferentes, vocé deve utilizar os mais confiiveis que permitam i
ocorréncia de heteroscedasticidade. O mais simples, entdo, é sempre utilizar os erros padrio robustos quantod
heteroscedasticidade. '

Por razdes historicas, muitos programas economeétricos utilizam os erros padrio somente homoscedasticos
em sua configuragio padrio, de modo que fica a critério do usuirio especificar a opgao erros padrio robustos
quanto a heteroscedasticidade. Os detalhes da implementagio dos erros padrio robustos quanto a heteroscedas=

ticidade dependem do programa econométrico que voce utiliza.

Todos os exemplos empiricos neste livio empregam erros padrio robustos quanto 3 heteroscedasticidadg

exceto quando declarado explicitamente de outra forma.?

4.10 Conclusao

Volte por um momento 20 problema da superintendente que esta considerando a contratacio de mais pros
fessores para diminuir a razao aluno-professor. De acordo com o que aprendemos, o que ela pode considerar tilf

Nossa anilise de regressio — com base em 420 observacdes da base de dados scbre pontuagdes nos exaniel
da Califérnia de 1998 — mostrou que hi uma relagio negativa entre a razio aluno-professor ¢ a5 po
exames: diretorias com turmas menores apresentam pontuagio maior NOs exames. O coeficiente ¢ relativamenté
grande, em termos praticos: diretorias com dois alunos a menos por professor tém, em média, pontuagoes No¥
exames maiores em 4,6 pontos. Isso & o mesmo que dizer que uma diretoria passou do 502 percentil da dis=
tribuicio de pontuagdo nos exames para o 602 percentil.

O coeficiente da razio aluno-professor &, em termos estatisticos, significativamente diferente de 0 ao nivé
de significincia de 5 por cento. O coeficiente da populagio poderia ser 0, e poderiamos simplesmente ter esis
mado nosso coeficiente negativo por variagio de amostragem aleatdria. Entretanto, a probabilidade de isso set
feito (e de se obter uma estatistica £ em j, tio grande quanto possivel) puramente por variagio aleatdria ao longt
de amostras potenciais é extremamente pequena, de aproximadamente 0,001 por cento. Um intervalo de o
fianca de 95 por cento para B, é-330<p < —1,26.

Fizemos um progresso consideravel rumo i resposta da questio da superintendente. Mesmo assim, ainda 1
resta uma preocupagio persistente. Estimamos uma relagio negativa entre a razao aluno-professor ¢ a pom;uac?-'fl

’

2 Caso este livro seja utilizado com outros textos, € interessante observar que alguns livros acrescentam i homoscedasticidade a rcl:s(.ﬁud
hipoteses de minimos quadrados. Como acabamos de discutir, entretanto, essa hipotese adicional nio € necessaria para a yalidade

andlise de regressio de MQO, desde que erros padrio robustos quanto i heteroscedasticidade sejam utilizados.
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108 exaimes, mas e§ta é r.wcessariamente a relacdo causal que a superintendente precisa para tomar sua decisio?
Constatamos que diretorias com razdes aluno-professor menores tém, em média, pontuagdes maiores .
Mas isso significa que a redugio da razio aluno-professor ird aumentar a pontuagio? I

{44. na verdade, motivos para duvidar de que isso ird acontecer. Contratar mais professores, afinal 1
aheiro, de modo que diretorias regionais de ensino mais ricas podem custear turmas menores. E o’s al o ‘;u“a -
las mais ricas tAm _outras vantagens em relacdo aos seus vizinhos mais pobres, incluindo instala:lgées lerlllos ) ;SCO—
mais novos e professores mais bem pagos. Além disso, alunos de escolas mais ricas geralmente s3o de £ r:ﬁrl?’ By
tadas ¢, portanto, dispoem de outras vantagens que ndo estdo diretamente associadas a sua escola Poél N alb 2
California tem uma grande comunidade de imigrantes; esses imigrantes tendem a ser mais pobres. d P W
lagio em geral e, em muitos casos, seus filhos nio falam inglés fluentemente. Assim, pode ser que aorglue~a e
tiva que estir‘l'l:lm(;z‘\ intre a Pontuac;io nos exames € a razio aluno-professor sejam conseqiiéncia da e;;;tzc;lgzg;;

4o menores aliada a muitos 3 i
:Ell “; .n n os outros fatores que sio, na verdade, a verdadeira causa de pontuagdes menores nos

- o s . .

Esses D].IIILOS Li[ﬂ:rt.i, ou “variaveis orr%mdas”, poderiam indicar que a anilise de MQO feita até o momento
14 verdade tem pouco valor para a superintendente. Ela poderia mesmo ser enganadora: mud. 3
aluno-professor nio alteraria esses outros fatores que determinam o desempenho de uma.crianar e o
tratar desse problema, precisamos de um método que nos permita isolar o efeito da variagio na‘izn~ : ‘:1(2013- o
fessor sobre a pontuagdo nos exames, mantendo esses outros fatores constantes. Esse método € a anéliszod L o
milipla, tema do Capitulo 5. T

Resumo

1. Aretade fegress;jlo da populagio, §; + 3, X, é a média de Y como uma fungio do valor de X. A declivi-
cia‘da ﬁ1,’e a variagio esperada em Y associada a uma variagio unitaria em X. O intercepto' By, deter-
mina o nivel (ou altura) da reta de regressio. O Conceito-Chave 4.1 resume a terminologi ’d " d
de regressio linear da populagio. e

2 A rcmftlfle regressio da populagio pode ser estimada utilizando observagdes da amostra (Y, X)), i = 1 f

por minimos quadrados ordinirios (MQO). Os estimadores de MQO do intercepto e d::dec,lividac,l g

representados por ,30 e /31. o

EKIS(E‘.‘IT:I l:rés hipéteses principais para o modelo de regressio linear: (1) os erros da regressio, u;, possuem

.ufm média igual a zero condicional aos regressores X;; (2) as observagdes da amostra sio sele(;:”)e: aleatorias

i.id. da populagio; e (3) as varidveis aleatérias possuem quatro momentos. Se essas hipoteses forem va-

lidas, os esti 3 3

S, m a a ] i

. adores de MQO [30 € ﬁl serio (1) ndo viesados, (2) consistentes e 3 rmalmente dis-
tribuidos quando a amostra é grande.

O ol 1e hind =

p“lt:‘;i:d:;:g):t;esee;tz:irios coeficientes de regressio anélo_go ao teste de hipdtese para a média da po-

B stica f para cal’cu'lar os valores ~p e acel‘tar ou rejeitar a hipétese nula. Assim como

.. anga p~ara,a média da populagao‘, um intervalo de confian¢a de 95 por cento pa-
: e regressio é calculado como o estimador 1,96 erros padrio.

Quando X ¢ binari
ina a ili i

o r1cf, © modelo de regressio pode ser utilizado para estimar e testar hipoteses sobre a

¢a entre as médias da populagio do grupo “X =0” e do grupo “X = 1"
OR%e '
- 0 erro padri 3 3 i
B p rio da regzressao (EPR) sio medidas de quanto os valores de Y] estio proximos da reta

gressao estimads 1 i
i : gn da. O R? situa-se entre zero e um; um valor maior indica que os Y; estdo mais prd
XImos da reta. i o & ' i _
- F erro padrio da regressio é um estimador do degvio padrio do erro da regressio
~Iin ger fe) A .
» 0 erro u; € heteroscedistico, isto é ianci
ico, is
B Um, ; , isto &, a varidncia de u; para um dado valor de X;, var(y;| X; = x)
N .d caso especial ocorre quando o erro é homoscedistico, isto &, var(y;| X; = x) é cons
i - 0S a ri . ~ . A 0 ,o . -

e, p{/ 10 somente homoscedasticos nio geram inferéncias estatisticas validas quando os erros

“Toscedastice A 3 ici

; sticos, mas erros padrio robustos quanto a heteroscedasticidade geram-nas.
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Termos-chave

modelo de regressio linear com um Gnico regressor
(65)

variavel dependente (65)

variavel independente (65)

regressor (65)

reta de regressio da populagio (65)

fungio de regressio da populagio (65)

intercepto e declividade da populagio (65)

coeficientes da populagio (65)

parametros (65)

termo de erro (65)

estimador de minimos quadrados ordinarios (MQO)
(68)

reta de regressio de MQO (68)

valor previsto (68)

residuo (68)

hipéteses de minimos quadrados (71)

erro padrio de ﬁl (77)

valor p (78)

intervalo de confianga para f3, (80)

nivel de confianca (80)

variavel indicador (82)

variavel dummy (82)

coeficiente que multiplica a varidvel D, (82)

coeficiente de D, (82)

R? da regressio (84)

soma dos quadrados explicada (SQE) (84)

soma dos quadrados total (SQT) (84)

soma dos quadrados dos residuos (SQR) (84)

erro padrio da regressio (EPR) (84)

heteroscedasticidade e homoscedasticidade (85)

melhor estimador linear nio viesado (MELNV) (87)

minimos quadrados ponderados (87)

erros padrio somente homoscedisticos (87)

erros padrio robustos quanto i
heteroscedasticidade (87)

estatistica ¢t (78)

Revisao dos Conceitos

4.1

4.2

4.3

4.4

Explique a diferenca entre f3; e f3;; entre o residuo #; e o erro da regressio u; e entre o valor previsto de
MQO ¥ e E(Y| X)).

Exponha os procedimentos para o cilculo do valor p de um teste bicaudal de Hy;: tiy = 0 utilizando um
conjunto de observagdes i.i.d. Y, i = 1, ..., n. Exponha os procedimentos para o cilculo do valor p de um

(Y, X),i=1, ..

, 1.

Explique como vocé poderia utilizar um modelo de regressio para estimar a diferenga relativa ao sexo entre
salarios por meio do uso de dados da Segdo 3.5. Quais sio as varidveis dependentes e as independentes?

Esboce um grafico de dispersio com dados hipotéticos para uma regressio estimada com R* = 0,9. Esboce:

um grifico de dispersio com dados hipotéticos para uma regressio com R? = 0,5.

Exercicios

As solugdes para os exercicios marcados com * podem ser encontradas, em inglés, no site relativo ao livro enil

www.aw.com/stock_br.

*4.1

nos exames de 100 turmas do terceiro ano, estime a regressio de MQQ,

PontExame = 520,4 — 5,82 x TT, R? = 0,08, EPR = 11,5.
(20,4) (2,21)

a. Uma turma tem 22 alunos. Qual é a previsio da regressio para a pontuacio média nos examés
dessa turma?

Suponha que um pesquisador, utilizando dados sobre o tamanho da turma (7T7) e a pentuagio médid

.

*4.3

4.4

4.5

4.6
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b. No ano passado uma turma tinha 19 alunos e neste ano tem 23. Qual & a previsio da regressio
para a variagdo na pontuagio média nos exames da turma?

¢c. Construa um intervalo de confianga de 95 por cento para f3;, o coeficiente de declividade da
regressao.

d. Calcule o valor p para o teste bicaudal da hipotese nula Hy: §; = 0. Vocé rejeita a hipétese nula ao
nivel de 5 por cento? E ao nivel de 1 por cento?

. e. A média da amostra do tamanho da turma entre as 100 turmas é 21,4. Qual é a média da amostra

da pontuagio nos exames entre as 100 turmas? (Dica: Faga uma revisao das férmulas para os esti-
madores de MQO.)

f. Qual é o desvio padrio da amostra da pontuagio nos exames para as 100 turmas? (Dica: Faga uma
revisio das férmulas para R? e EPR.)

Suponha que um pesquisador, utilizando dados sobre saldrios de 250 trabalhadores e 280 trabalhado-
ras selecionados aleatoriamente, estime a regressio de MQO,

Saldrio = 12,68 + 2,79 Homem, R> = 0,06, EPR = 3,10
(0,18) (0,84)

onde Saldrio é medido em US$/hora e Homem é uma variavel binaria igual a um se a pessoa for
do sexo masculino e 0 se a pessoa for do sexo feminino. Defina a diferenga relativa ao sexo entre
salarios como a diferenca entre o salirio médio de homens e de mulheres.

a. Qual é a diferenca relativa ao sexo estimada?

b. Seri que a diferenga relativa ao sexo estimada é significativamente diferente de zero? (Calcule o
valor p para o teste de hipdtese nula de que nio ha diferenga relativa ao sexo.)
Construa um intervalo de confianga de 95 por cento para a diferenga relativa ao sexo.

7 Na amostra, qual é o salirio médio das mulheres? E dos homens?

e. Outro pesquisador utiliza esses mesmos dados, mas regride Saldrio sobre Mulher, uma variavel igual
a 1 se a pessoa for do sexo feminino e O se a pessoa for do sexo masculino. Quais s3o as estimati-
vas da regressdo calculadas a partir dessa regressio?

Saldtio =+ Mulher, R = , EPR =

Mostre que a primeira hipotese dos minimos quadrados, E(y;| X)) = 0, implica que E(Y;| X)) =
Bo + BiX;. .

Mostre que f}, ¢ um estimador nio viesado de Bo- (Dica: Use o fato de que 31 é nio viesado, conforme
o Apéndice 4.3.)

Suponha que uma amostra aleatéria de 200 homens com 20 anos de idade seja selecionada de uma
populagio e sua altura e seu peso sejam registrados. Uma regressio de peso sobre altura resulta em:

Peso = —99,41 + 3,94 Altura, R® = 0,81, EPR = 10,2,
(2,15) (0,31)

onde Peso &€ medido em libras e Altura é medida em polegadas.

a. Qual & a previsio de peso da regressio para uma pessoa com 70 polegadas de altura? E com 65

polegadas? E com 74 polegadas?
Uma pessoa tem um surto tardio de crescimento e cresce 1,5 polegada ao longo de um ano. Qual
€ a previsio da regressio para o aumento de peso da pessoa?

b.

Construa um intervalo de confianga de 99 por cento para o aumento de peso em (b).
Suponha que, em vez de medir o peso em libras e a altura em polegadas, eles sejam medidos em
quilogramas e centimetros. Quais so as estimativas de regressio da nova regressio, quilograma-
centimetro? (D& todos os resultados, coeficientes estimados, erros padrio, R? e EPR.)

P? partir da Equacio (4.15), derive a varidncia de f}¢ na presenga da homoscedasticidade dada na
Equﬁacﬁo (4.61) do Apéndice 4.4.
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APENDICE | Base de Dados de Pontuagao nos

1 Exames da Califérnia

A base de dados California Standardized Testing and Reporting contém dados sobre o desempenho dos alunos nos
exames, as caracteristicas da escola e o historico demografico dos alunos. Os dados utilizados aqui sdo de todas as 420 dire-
torias K-6 e K-8 na Califérnia com dados disponiveis de 1998 ¢ 1999. A pontuagio nos exames ¢ a média da pontuacig
nos exames de leitura e matemitica do Stanford 9 Achievement Test, um exame nacional aplicado a alunos da quinta série,
As caracteristicas da escola (medidas como uma média na diretoria) incluem matricula, ndmero de professores (medido comg
“equivalentes em dedicagio integral”), ntimero de computadores por sala de aula e gastos por aluno. A razio aluno-profes-
sor utilizada aqui é o néimero equivalente de professores com dedicacio integral na diretoria dividido pelo néimero de alunos,
Variaveis demograficas relativas aos alunos cambém sio medidas como uma média na diretoria. As variaveis demograficy
incluem a porcentagem de alunos que estdo incluidos no programa publico de assisténcia CalWorks (anteriormente AFDC);
a porcentagem de alunos que tem direito a almogo subsidiado, a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés (isto &
alunos para os quais o inglés &€ o segundo idioma). Todos esses dados foram obtidos do Departamento de Educacio da Cas

liférnia (California Department of Education) (www.cde.ca.gov).

APENDICE
4.2 | Derivacdo dos Estimadores de MQO

Este apéndice utiliza célculo para derivar as formulas para os estimadores de MQO dados no Conceito-Chave 4.2. Pari.
minimizar a soma dos quadrados dos erros de previsio 2(Y;— by — b,X;)? (veja a Equagio (4.6)), em primeiro lugar tome i
=1

derivadas parciais com relagio a by € by:

0S¥y~ X = 2% by~ biX)) e (444

abO =1 i=1

g(?, S (Y= b= by X2 = =22(Y, — by~ X)X, (4.45)
1 =1 =1

O:s estimadores de MQO, ﬁo e f3;, sdo os valores de b, e b; que minimizam E(Y,— by — b;X;)? ou, de forma equivalentd
os valores de b, € by para os quais as derivadas das equacdes (4.44) e (4.45) sdo igu'?is a zero. Desse modo, fazer essas derivada

iguais a zero, agrupar Os termos € dividi-los por n mostra que os estimadores de MQO, f5, € B, devem satisfazer as dui

equagoes,

>

A

Y- 0_51E

>xx -
=1

Oe (4.46)

7:»
=
o
X |

0 1

2=

>x2=0. (4.47)
i=1

Reesolvendo esse par de equagdes para [ e B, temos

l 1 I
T2 XY -XY (X

== = - (4480
—21 X2 - (X

Bo=Y -5 X. (449

As equagdes (4.48) e (4.49) sdo as foérmulas para Boe B, dadas no Conceito-Chave 4.2; a formula B, = sxy/s% € obridl

10 se dividir o numerador e o denominador na Equagao (4.48) por n—1.
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APENDICE

4.3 | Distribuicdo Amostral do Estimador de MQO

e gpéndice, mostramos i A & nio vi
Neste apéndic que o estimador de MQO j; é nio viesado e que, para amostras grandes, tem uma dis-
tribuigio amostral normal dada no Conceito-Chave 4.4.

Representacgéo de 3, em Termos de Regressores e Erros

Comegamos ior_nccs.udo utna expressio para f§; em termos de TegIEsSOTes € erros. Como Y;=fy + B X;+ u, Y,— Y
= B(X; - X) + u;— 4, de modo que o numerador da formula para 8, na Equagio (4.48) é

§1<X,-—>_<><Y.-—?> = 3K~ By (K= X) + ()]

i=1

=ﬁ1§:«(X.-—P_<)2 + DX = X)(u; = ). (4.50)
i= i=1

" "

Agora FEI(X,.—X)(ui— u) = ;(X,— i)ui—Z(Xi - X)ii = _E:,(Xi—)—()ui, onde a igualdade final resulta da definigio de X,
que implica que ,Z'(Xi -X)u = [ZX,- - n}(_] # = 0. Substituindo i(X, - X)(u,—u) = 2”‘, (X, — X)u, na expressio final
i=1 = ! a t !

n

da Equagao (4.50), temos ;(Xi -X)Y,-Y) = Blﬁl(Xi - X)?+ Z(Xi — X)u, A substitui¢io dessa expressio, por sua vez,

na forniula para ﬁl na Equ:stg:io (4.48) gera

1< =
) Hi: (X=X
Br=5 + e (4.51)
X=X’
Prova de que f5; E Nao Viesado
A expectativa de f, & obtida tomando-se a expectativa dos dois lados da Equagio (4.51). Portanto,
1< =
E};(Xi — X))y,
EB)=p +E Tl_n
2%~ X)?
(4.52)

1 f —
S (X - X)E@W] Xy, . . ., X,)

=B +E = = =B,
HZI(X,'_)_()Z

& .

h’i::t ; :iﬁ:lz:tfnlimnl\dud.c d-a Equuq}ﬁm.‘-.(4.l52)’ re51'11ta do uso da lei de expectativas iteradas (veja a Segdo 2.3). Pela segunda

Qe E{u | X. };“"’_nglch ados, u; é dlS.trlb.llldO. n}dependentemente de X para todas as observagdes diferentes de i, de modo

ok do l;!ltir:':(;",a ) — (4] Xi): Pela prlr’nelra hipotese dos minin}os quadrados, no entanto, E(u;| X;) = 0. Assim, o numera-
termo na Equagio (4.52) é zero, de modo que E(B) = B, isto &, o estimador de MQO ¢é nio viesado.

Bt - . .
Istribuicdo Normal para Amostras Grandes do Estimador de MQO

A aproximacs

Aproximag3 al 1 ‘seribuicio lifi 3 ;

. ¢30 normal para amostras grandes da distribuigio lifnite de 3; (veja o Conceito-Chave 4.4) é obtida con-
€0 comportamento do Gltimo termo na Equagio (4.51).
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Em primeiro lugar, considere o numerador desse termo. Como X é consistente, se o tamanho da amostra for grande,
X seri aproximadamente igual a jty. Portanto, para uma boa aproximagio, o termo no numerador da Equagdo (4.51) ¢4

média de amostra 7, em que v; = (X, — 1ty )u;. Pela primeira hipotese dos minimos quadrados, v; tem uma média igual a zerg,

Pela segunda hipétese dos minimos quadrados, v; € 1.i.d. A varidncia de v, é 02 = var[(X; — t)u,], que, pela terceira hipotesg
dos minimos quadrados, é diferente de zero e finita. Assim, ¥ satisfaz todos os requisitos do teorema central do limite (vejs
o Conceito-Chave 2.7). Portanto, b/0; é, para amostras grandes, distribuido como N(0, 1), onde 62 = ¢?/n. Desse mody,
a distribuicio de 7 tem uma boa aproximagcio pela distribuigio N(O, o2/ n). [

A seguir, considere a expressio no denominador da Equagio (4.51); essa € a variéncia da amostra de X (exceto pely

divisio por n, e nio por n— 1, que nio trara conseqiiéncias se # for grande). Conforme discutido na Segiio 3.2 (veja a Equagia

(3.8)), a varidncia da amostra € um estimador consistente da varidncia da populagio, de modo que, para amostras grandes,
ela esti arbitrariamente préxima da varidncia da populagio de X.

Combinando esses dois resultados, temos que, para amostras grandes, 8, — 5, = v/var(X;), de modo que a distribuica

17 P i) q ¢an

amostral de f3; é, para amostras grandes, N(8;, crﬁzl), onde Okz' = var(7)/[var(X)]? = var[(X, — ux)u])/ {n[var(X)]*}, que ¢

expressio da Equagio (4.14).

Alguns Fatos Algébricos Adicionais sobre MQO

Os residuos e valores previstos de MQO satisfazem:

=

1 A T
Ebl u; = O, ll-l.S.J]
Y,
T X =Y, (4.54)

. =0es;x=0e (4.55)

SUiX
i=1

SQT = SQR + SQE. (4.56]
As equacdes (4.53) a (4.56) dizem que a média da amostra dos residuos de MQO é zero; a média da amostra dos vas
lores previstos de MQO & igual a Y; a co-variincia da amostra 5,5 entre os residuos de MQO e os regressores & zero; ¢ 4
soma dos quadrados total é a soma da soma dos quadrados dos residuos com a soma dos quadrados explicada (SQE, SC QTe
SQR sio definidas nas equagdes (4.35), (4.36) e (4.38)).
Para verificar a Equagio (4.53), observe que a definigio de ﬁo nos permite escrever os residuos de MQO como fi, =
- 30 - [%IX{ = (Y, - Y) - ﬁl(Xi — X); portanto,

" n

i= 3 (Y= Y) = 2 (X - X).

Porém, as definicdes de Y e X implicam que E(Y, -Y)=0e i(X,v - X) = 0, de modo que iﬁi =0.
=1 =1 =1

Para verificar a Equagio (4.54), observe que Y, = )A/,' + 1, de modo que in = E'{/, + iﬁi = ﬁ:f/l, onde a segund
i=1 i=1 =1 =1

igualdade é uma conseqiiéncia da Equagio (4.53).
Para verificar a Equagio (4.55), observe que iﬁi = 0 implica que iﬁiXi = E'ﬁi(Xi - X), de modo que
=1 i=1 =1
n . n — n N -
DX = 2 (%= Y) - BiX,— X)] (X~ X)
i1 i1 (.57
n "
= 2% -A2 (X-X)*=0,
i= i=1

onde a Gltima igualdade da Equagio (4.57) é obtida pelo uso da férmula para ﬁl da Equacio (4.48). Esse re
nado com os resultados anteriores, indica que s;x = 0.

sulta du LQI"l‘l

eStd por trs de &
s
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A Equagio (4.56) é deduzida dos resultados anteriores e de um pouco de ilgebra:
SQT = E Y,-Y)= E(Y, Y+ ¥ -Y)?
= E(Y. 02+ 28 -V +22(% - DY - V)
i=1 =1

= SQR + SQE + 2>,#¥; = SQR + SQE,

2 {4.58)
onde a dlima igualdade resulta de YuY, = 2 By + B, X)) =/30'§ﬁi + ﬂl;ﬁi}q = 0 pelos resultados anteriores.

i=1

APENDICE

4.4 | Férmulas para os Erros Padrao de MQO

Este apéndice discute as férmulas para os erros padrio de MQO. Estes sdo apresentados primeiramente sob as hipote-
<es de minimos quadrados do Conceito-Chave 4.3, que permite a heteroscedasticidade: sdo os erros padrio robustos quanto
3 heteroscedasticidade. As formulas para a varidncia dos estimadores de MQO e para os erros padrio associados sdo, entio,
fornecidas pira o caso especial de homoscedasticidade.

Erros Padrao Robustos Quanto a Heteroscedasticidade

O estimador u—’ definido na Equacio (4.19) é obtido substituindo-se as variincias da populagio na Equagio (4.14) pelas
wrl;:ncns da :|most1 a correspondentes, com uma modificacio. A varincia no numerador da Equagio (4.14) é estimada por
}_'1,(\ — X)2i?, onde o divisor # — 2 (em vez de ) incorpora um ajuste de graus de liberdade para o viés para baixo, de
ﬁ)rma an.ilng,i ao aJuste de graus de liberdade utilizado na definicio do EPR na Se¢io 4.8. A variincia no denominador é
estimada por ,;“(\ -X)2A substitui¢io de var[(X; — tix)y;] e var(X)) na Equacio (4.14) por esses dois estimadores produz

q" na Equagio (—1 19). A consisténcia dos erros padrio robustos quanto 3 heteroscedasticidade é discutida na Se¢io 15.3.
O estimador da variincia de f§, &

Vo 22H2 2
3

, (4.59)

onde H, =1 -
e H; =1 f\ /ni X7]X,. O erro padrio de B, & EP(B,) = \/‘2 O raciocinio por tris do estimador & 0' é 0 mesmo que

e resulta da substitui¢do das expectativas da popula(;ao por médias da amostra.
Variancias Somente Homoscedasticas

Na prege
nea de
v :Z ] 2 de homoscedasticidade, a varisncia condicional de u, dado X; é uma constante, isto &, var(u,| X)) = 7. Se
108 sio. hon
1oscedasticos, as formulas do Conceito-Chave 4.4 sio simplificadas para

%
) = (4.60)
E(X?)
of =— 0. (4.61)
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E[(X; — tu] }2) = E{[(X;— H){)”JZ} = E[(X; - ifx)zuiz] =E[(X;— ,le)zvar(u,. | X)), onde a segunda igualdade segue — uma vez
que E[(X;— uy)u] = 0 (pela primeira hipotese dos minimos quadrados) — e onde a @iltiraa igualdade resulta da lei de expec-

Para derivar a Equagdo (4.60), escreva o numerador da Equagio (4.14) como var[(X; — uxu] = E({(X; — iy )u, ~

tativas iteradas (veja a Se¢do 2.3). Se u; for homoscedastico, entdo var(y,| X) = cuz, de modo que E[(X,— Iu_\-}-}\nzr(u,-! X)] =g
E[(X,— 1] = 020%. O resultado da Equacio (4.60) segue pela substituigio dessa expressio no numerador da Equacio (4. 4
e da simplifica¢io. Um cilculo semelhante gera a Equagio (4.61).

Erros Padrao Somente Homoscedasticos

Os erros padrio somente homosceddsticos sio obtidos pela substitui¢io de médias e varidncias da populagio por médias
e varidncias da amostra nas equagdes (4.60) e (4.61) e pela estimagio da varidncia de u; pelo quadrado do EPR. Os esti-

madores somente homoscedasticos dessas varidncias sio

2
Sa
657; =— (somente homoscedisticos) e (+.62)
X=X
i=1
12": 2|2
P i—1Xi i
ali = ———— (somente homoscedasticos), (4.63)
2% = Xy

onde s? ¢ dado na Equagio (4.40). Os erros padrio somente homoscedaisticos sio a raiz quadrada de 7 e &2
0

(& B




