
Prefácio

disciplina econometria pode ser divertida tanto para o professor quanto para o aluno. O mundo real da
economia, dos negócios e do governo é complicado e confuso, repleto de idéias que competem umas com

as outras e de perguntas que exigem respostas O que é mais eficaz para enâentar motoristas bêbados: aprovar leis
rígidas ou aumentar o imposto sobre bebidas alcoólicas? Você consegue ganhar dinheiro na bolsa de valores com-

prando quando os preços estão historicamente baixos em relação aos ganhos ou deve apenas permanecer na mesma

posição como sugere a teoria do passeio aleatório dos preços das ações? Podemos melhorar o ensino 6undamen

tal reduzindo o tamanho das turmas ou detemos simplesmente fazer com que as crianças ouçam Mozart dez

minutos por dia? A econometria nos ajuda a separar as idéias coerentes das absurdas e a encontrar respostas quan-

titativas para questões quantitativas importantes. A econometria abre uma janela em nosso mundo complexo que
nos permite enxergar as relações em que as pessoas, as empresas e os governos baseiam suas decisões.

Este livro destina-se ao ensino de econometria em nível de graduação. A nossa experiência é de que, para
tornar a econometria relevante, as aplicações interessantes devem motivar a teoria e a teoria deve ser apropriada
para as aplicações. Esse princípio simples representa uma mudança significativa em relação à antiga geração de

livros de econometria, em que os modelos teóricos e as hipóteses não eram apropriados para as aplicações. Não
é de surpreender que alguns estudantes questionam a relevância da econometria, depois de ter gasto parte de seu
tempo aprendendo hipóteses que posteriormente entendem como irrealistas, precisando então aprender
soluções" para ''problemas" que surgem quando as aplicações não são apropriadas para as hipóteses. Conside-

ramos que é muito melhor motivar a necessidade de ferramentas com uma aplicação concreta e, então, fornecer
algumas hipóteses simples que sejam apropriadas para a aplicação. Como a teoria é relevante de imediato para as

aplicações, este enfoque pode fazer com que a econoinetria tenha vida.

A

Características Deste Livro
Este livro difere dos demais em três aspectos principais. Primeiro, integramos questões e dados do mundo real ao

desenvolvimento da teoria e tratamos com seriedade das descobertas importantes da análise empírica resultante.

Segundo, nossa escolha de tópicos reílete a teoria e a prática modernas. Terceiro, fornecemos teorias e hipóteses
que são apropriadas para as aplicações. Nosso objetivo é ensinar os estudantes a se tornarem consumidores sofisti-

cados de econometria e a fazer isso em um nível de matemática apropriado para uma disciplina introdutória.

Dados e Questões do Mundo Real

Organizamos cada tópico metodológico em torno de uma questão importante do mundo real que exige uma
resposta numérica específica. Por exemplo, ensinamos a regressão com uma variável, a regressão múltipla e a
análise de forma fiincional no contexto da estimação do efeito de insumos escolares sobre os produtos escolares.

(Será que turmas menores no ensino fundamental geram notas mais altas nos exames?) Ensinamos métodos para
dados de painel no contexto da análise do efeito das leis relativas a motoristas bêbados sobre os acidentes fatais

de trânsito. Usamos a possível discriminação racial no mercado de empréstimos hipotecários como aplicação
empírica para ensinar a regressão com uma variável dependente binária (logit e probit). Ensinamos a estimação
de variáveis instrumentais no contexto da obtenção da elasticidade da demanda por cigarros. Embora esses exem

Pios envolvam raciocínio econâitlico, todos podem ser compreendidos tendo-se estudado apenas uma disciplina

introdutória da área de economia, c muitos podem ser entendidos sem que se tenha estudado nenhuma disci-
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plina da área de economia. Portanto, o professor pode ter o coco no ensino da econometria, não da micro-
economia ou da macroeconomia.

Tratamos todas as nossas aplicações empíricas con-l seriedade e de tal modo que mostremos aos alunos como

podem aprender com os dados, mas, ao mesmo tempo, com autocrítica e cientes das limitações das análises empíri-
cas. Por meio de cada aplicação, ensinamos os alunos a explorar especificações alternativas e, assim, avaliar se suas

descobertas principais são robustas. As questões propostas nas aplicações empíricas são importantes, e fornece
mos respostas sérias e, imaginamos, verossímeis. Entretanto, encorajamos os professores e os alunos a discordarem,

convidando os a fazer uma nova análise dos dados disponíveis no site da Internet referente ao livro
(www.aw.com/stock.br).

das, mas, em vez disso, são coletados por amostragem aleatória (ou algum outro mecanismo que os torne

aleatórios); os dados não são normalmente distribuídos; e não há uma razão a priori para pensar que os erros são
homoscedásticos (embora freqüentemente haja razões para se pensar que são heteroscedásticos).

Essas observações levam a diferenças importantes entre o desenvolvimento teórico neste livro e nos demais.

EHÚoq#e de amostras grandes. Como as bases de dados são grandes, utilizamos desde o princípio aproximações
normais de amostras grandes para as distribuições amostrais nos testes de hipótese e nos intervalos de canil
ança. Nossa experiência é de que leva menos tempo para ensinar os rudimentos das aproximações de amostras

grandes do que ensinar as distribuições F exatas e r de Student, correções para os graus de liberdade e assim

por diante. Este enfoque de amostras grandes poupa os estudantes da Êustração de descobrir que, devido aos
erros não normais, a teoria da distribuição excita que acabaram de dominar é irrelevante. Uma vez que tenha
sido ensinado sob o contexto de média amostral, o enfoque de amostras grandes para testes de hipótese e inter-
valos de conõança estende-se diretamente para a análise de regressão múltipla, logit e probit, estimação de
variáveis instrumentais e métodos de séries temporais.

Escolha de Tópicos Contemporâneos

A econometria percorreu um longo caminho nas últimas duas dêcadas. Os tópicos que abordamos reíletem o
melhor da econometria aplicada contemporânea. Pode se fazer isso apenas em uma disciplina introdutória, por
tanto en6ocamos procedin-tentos e testes comumente usados na prática. Por exemplo:

Regressão de par ágeis insfrKmenfais. Apresentamos a regressão de variáveis instrumentais como um método

geral para lidar com a correlação entre o termo de erro e un-l regressor, que pode ocorrer por muitas razões,
inclusive a causalidade simultânea. As duas hipóteses para um instrumento válido exogeneidade e relevân

cia -- recebem a mesma importância. Segue-se a esta apresentação uma extensa discussão sobre a cingem
desses instrumentos.

Ámosfragem aleafórÍa. Como os regressores raramente são fixos em aplicações econométricas, desde o princí-

pio tratamos os dados sobre todas as variáveis (dependentes e independentes) como resultado da amostragem
aleatória. Essa hipótese é apropriada para nossas aplicações iniciais e para dados de corte, estende-se facilmente

para dados de painel e para dados de séries temporais e, devido ao nosso enfoque de amostras grandes, não
impõe dificuldades conceituais ou matemáticas adicionais

lieferoscedasfícÍdade. Os econometristas práticos usam rotineiramente erros padrão robustos quanto à he-
teroscedasticidade para eliminar dúvidas quanto à presença ou não de heteroscedasticidade. Neste livro, vamos

além da consideração da heteroscedasticidade como uma exceção ou um "problema"a ser "resolvido"; em vez

disso, permitimos a heteroscedasticidade desde o princípio e simplesmente utilizamos erros padrão robustos
quanto à heteroscedasticidade. Apresentamos a homoscedasticidade como um caso especial que fornece uma

motivação teórica para MQO.

..4paliação de programas. IJm número crescente de estudos econométricos analisa experimentas controlados

aleatórios ou quase-experimentos, também conhecidos como experimentou naturais. Tratamos desses tópi-
cos freqüentemente chamados em conjunto de avaliação de programas no Capítulo 11. Apresentamos

essa estratégia de pesquisa como um enfoque alternativo aos problemas de variáveis omitidos, de causalidade
simultânea e de seleção e avaliamos os pontos portes e â'ecos de estudos que utilizam dados experimentais ou
quase-experimentais.

Pret'Ísão. O capítulo sobre previsão (Capítulo 12) considera previsões univariadas (auto-regressivas) ou mul-

tivariadas que utilizam a regressão de séries temporais, e não os grandes modelos estruturais com equações
simultâneas. En6ocamos ferramentas simples e confiáveis, tais como auto regressões e seleção de modelos por

meio de um critério de informação, que funcionam bem na prática. Esse capítulo também apresenta um
enfoque com sentido prático para tendências estocásticas (raízes unitárias), testes de raiz unitária, testes de que
bus estruturais (com dados conhecidos e desconhecidos) e pseudoprevisão Écrã da amostra, todos no contexto

do desenvolvimento de modelos de previsão de séries temporais estáveis e coníiáveis.

Regressão de séries femporaís. Fazemos uma clara distinção entre duas aplicações muito diferentes da regressão

de séries temporais: previsão e estimação de efeitos causais dinâmicos. O capítulo sobre ingerências causais uti
lizando dados de séries temporais (Capítulo 13) examina de forma mais cuidadosa quando os métodos de esti

mação diferentes, incluindo mínimos quadrados generalizados, levarão ou não a ingerências causais válidas e

quando é aconselhável estimar regressões dinâmicas usando MQO com erros-padrão consistentes quanto à

heteroscedasticidade e à autocorrelação.

Produtores Qualificados, Consumidores Sofisticados
Esperamos que os alunos que utilizam este livro tornem-se consumidores so6sticados de análise empírica. Para

isso, precisam aprender não só como utilizar as ferramentas da análise de regressão, mas também como avaliar a

validade das análises empíricas que lhes são apresentadas.
Nosso processo para ensinarmos como avaliar um estudo empírico ocorre em três etapas. Em primeiro lugar,

imediatamente após apresentarmos as principais ferramentas da análise de regressão, dedicamos o Capítulo 7 às

ameaças à validade interna e externa de um estudo empírico. Esse capítulo discute problemas com dados e questões
referentes à generalização das descobertas para outros cenários. Também examina as principais ameaças à análise

de regressão, incluindo variáveis omitidas, especi6cação incorrera da forma âincional, erros nas variáveis, seleção

e simultaneidade -- além de formas para reconhecer essas ameaças na prática.

Depois, aplicamos esses métodos para avaliação de estudos empíricos à análise empírica dos exemplos no
decorrer do livro. Fazemos isso considerando especificações alternativas e tratando sistematicamente as várias
ameaças à validade das análises apresentadas no livro.

Por íim, para se tornarem consumidores sofisticados, os alunos precisam de experiência direta como produ-
tores. O aprendizado ativo supera o aprendizado passivo, e a econometria é uma disciplina ideal para um apren
dizado ativo.

Teoria Apropriada para as Aplicações

Embora as ferramentas econométricas sejam mais bem motivadas por aplicações empíricas, os alunos precisam
aprender o suficiente de teoria econométrica para entender os pontos portes e as limitações dessas ferramentas.

Fornecemos um tratamento moderno por meio do qual o ajuste entre teoria e aplicações é o mais perfeito pos-
sível, mantendo a matemática em um nível que requer apenas álgebra.

As aplicações empíricas modernas comparti]ham a]gumas características comuns: as bases de dados são gera]

mente grandes (centenas de observações, íteqüentemente mais); os regressorcs não são fixos em amostras repeti-

Enfoque Matemático e lyível de Rigor
Nosso objetivo é que os estudantes desenvolvam um entendimento sofisticado das ferramentas da análise de

regressão moderna, disciplina sda ensinada utilizando-se um nível matemático ''alto'' ou ''baixo". As partes l-lV
do texto (que cobrem o material filndamental) são acessíveis a alunos que tenham estudado apenas a matemática
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anterior ao curso de cálculo. As partes l-lV contêm menos equações e mais aplicações em relação a muitos livros

introdutórios de econometria e um número muito menor de equações do que os livros voltados para matemática

nas disciplinas de graduação. Entretanto, mais equações não implicam um tratamento mais sofisticado. Segundo
nossa experiência, no caso da maioria dos estudantes, um tratamento mais matemático não leva a um entendi-

mento mais profundo.
Tendo ein vista isso, alunos diferentes aprendem de forma diferente, e, para aqueles com um bom conhe

cimento de matemática, o aprendizado pode ser aprinlorado por um tratamento matemático mais explícito. Assim,

a Parte V contém uma introdução à teoria econométrica que é apropriada para os estudantes com maior embala
mento matemático. Acreditamos que, quando os capítulos sobre matemática na Parte V são usados em conjunto
com o imaterial das partes i-lV este livro torna-se adequado para disciplinas de econometria, tanto avançadas da

graduação quanto em nível de mestrado.

estabilidade. O Capítulo 13 discute o uso de dados de séries temporais para estimar relações causais. O Capítulo
14 apresenta algumas ferramentas mais avançadas para a análise de séries temporais, incluindo modelos de he-
ceroscedasticidade condicional.

Parte V

A Parte V é uma introdução à teoria econométrica. Ela é mais do que um apêndice que completa os detalhes
matemáticos omitidos do livro; é um tratamento em separado da teoria econométrica da estimação e da infe-
rência no modelo de regressão linear. O Capítulo 15 desenvolve a teoria da análise de regressão para um único
regressar; a exposição não utiliza álgebra matricial, embora exija um nível mais elevado de sofisticação matemática

do que o restante do livro. O Capítulo 16 apresenta e estuda o modelo de regressão múltipla na 6onna matricial

Pré-Requisitos dentro do Livro
Como professores diferentes gostam de enfatizar materiais diferentes, redigimos este livro tendo em mente diver-

sas preferências didáticas. Na medida do possível, os capítulos das partes lll, IV e V são ''independentes" no sen

tido de que não requerem que todos os capítulos anteriores sejam estudados primeiro. Os pré requisitos específicos

para cada capítulo são descritos na Tabela 1 . Embora tenhamos concluído que a seqüência de tópicos adotada no

livro íilnciona bem em nossos próprios cursos, os capítulos coram escritos de tal modo que permitam que os pro-
fessores apresentem os tópicos em uma ordem diferente se assim o desejarem.

Conteúdo e Organização
O livro é composto de cinco partes, e consideramos que o aluno tenha cursado uma disciplina das áreas de pro
babilidade e estatística, embora revisemos o material na Parte 1. Cobrinaos o material fundamental da análise de

regressão na Parte 11. As partes lll, IV e V apresentam tópicos adicionais que aprofundam o tratamento funda
mental da Parte ll.

Pastel

O Capítulo l introduz a econometria e enfatiza a importância de fornecer respostas quantitativas a perguntas
quantitativas. Discute o conceito de causalidade nos estudos estatísticos e Caz uma resenha dos tipos diferentes de
dados encontrados na econometria. O material de probabilidade e estatística é revisado nos capítulos 2 e 3, respec

vivamente; dependendo da formação dos alunos, esses capítulos podem ser dados em umadeterminada disciplina
ou fornecidos apenas como referência.

Partell

O Capítulo 4 introduz a regressão com unl único regressor e os mínimos quadrados ordinários (MQO) No
Capítulo 5, os alunos aprendem a lidar com o viés de variável omitida utilizando a regressão múltipla, estimando,

desse modo, o efeito de uma variável independente e mantendo as demais variáveis independentes constantes.

No Capítulo 6, os métodos de regressão múltipla são estendidos para modelos com funções de regressão da po
pulação não lineares que são lineares nos parâmetros (de modo que podem ser estimados por M(.)O). No Capí-

tulo 7, os alunos voltam um pouco atrás e aprendem a identificar os pontos cortes e as limitações dos estudos de

regressão, vendo nesse processo como aplicar os conceitos de validade interna e externa.

Partelll
A Parte 111 apresenta extensões dos métodos de regressão. No Capítulo 8, os alunos aprendem a usar dados de
painel para controlar variáveis não observadas que são constantes ao longo do tempo. O Capítulo 9 trata da
regressão com uma variável dependente binária. O Capítulo 10 mostra como a regressão de variáveis instru-

mentais pode ser usada para tratar uma variedade de problemas que produzem correlação entre o termo de erro

e o regressor e como se podem encontrar e avaliar instrumentos válidos. O Capítulo 1 1 apresenta aos alunos a
análise de dados de experimentos e quase-experimentou (ou experimentou naturais), tópicos 6reqüentemente
chamados de ''avaliação de programas"

Esta tabela mostra os pré-requisitos mínimos necessários para cobrir o material de determinado capítulo. Por exemplo, a estimação de efeitos causais

dinâmicos (Capítulo 13) requer que a farte l (conforme necessário, dependendo do conhecimento do aluno), a Ihrte ll e as senões 12.1-12.4 sejam
vistas primeiro.

Amostras de Cursos
Pode-se utilizar este livro em diversos cursos

Introdução à Econometria

Este curso apresenta a econometria (Capítulo 1) e faz uma revisão de probabilidade c estatística conforme
necessário (capítulos 2 e 3). Em seguida, passa para a regressão com um único regressor, a regressão múltipla, o

básico da análise de forma funcional, e a avaliação de estudos de regressão (toda a Parte 11). 0 curso prossegue

Parte IV

A Parte IV examina a regressão com dados de séries temporais. O Capítulo 12 enÉoca a previsão e apresenta diver-
sas ferramentas modernas para analisar regressões de séries temporais, tais como testes de raiz unitária e testes de

l

IAHELA l bula de I're-Requisitos dos Capítulos com Tópicos Especiais nas Parles lll-V    
  Partes ou Capítulos com Pré-Requisitos    

Capítulo Partel Partel1 8.1,8.2 10.1,T0.2 t2.1-12.4 12.S-12.8 13 15

8      
9      

lO.l, l0.2      
l0.3-10.6      

1 1      
12      
13      
14   H  
15      
16     U
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cobrindo a regressão com dados de painel (Capítulo 8), a regressão com uma variável dependente limitada (Capí-
tulo 9) e/ou a regressão de variáveis instrumentais (Capítulo 10), conforme o tempo permitir, e termina com
experimentos e quase-experimentas no Capítulo 1 1, tópicos que fornecem uma oportunidade para retornar às
questões de estimação de efeitos causais levantadas no início do semestre e para recapitular os métodos de regressão
mais importantes. Pré-requísífos : (í/febra e ínrrodução à esfafísríca.

Recursos Adicionais
Professores e estudantes que adotam este livro têm à disposição uma gama de recursos adicionais no site do livro,
em www.aw.com/stock.br. Nele os estudantes encontram arquivos de dados (dará sets) usados no livro, bem

como soluções para os exercícios se]ecionados (em ing]ês), e os professores encontram o manual de soluções (em

inglês) e apresentações em PowerPoint.

Introdução à Econometria com Aplicações de Séries Temporais e Previsão
Assim como o curso introdutório padrão, este curso cobre toda a Parte l (conforme necessário) e toda a Parte ll.

Opcionalmente, o curso oferece a seguir uma breve introdução a dados de painel (seções 8.1 e 8.2) e examina a
regressão de variáveis instrumentais (Capítulo 10 ou apenas as seções 10.1 e l0.2). O curso então segue para a

Parte IV cobrindo previsão (Capítulo 12) e a estimação de efeitos causais dinâmicos (Capítulo 13). Se o tempo

permitir, o curso poderá incluir alguns tópicos avançados em análise de séries temporais, tais como he-
teroscedasticidade condicional (Seção 14.5). Pré-reguísífos; .í/yeüra e ínfrad ção à es afísfíca.
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Análise de Séries Temporais Aplicada e Previsão
Este livro também pode ser usado para um curso de curta duração sobre séries temporais aplicadas e previsão

que tenha como pré requisito um curso sobre análise de regressão. Gasta-se algum tempo com uma revisão
das ferramentas da análise de regressão básica na Parte TI, dependendo do conhecimento do aluno. O curso
então prossegue diretamente para a Parte IV e trabalha a previsão (Capítulo 12), a estimação de efeitos cau

sais dinâmicos (Capítulo 13) e tópicos avançados em análise de séries temporais (Capítulo 14), incluindo auto
regressões vetoriais e heteroscedasticidade condicional. Pré-reguísífos: áZgebra e ífzrrodução à economefría básícíz ou

eqllÍpalenre.

Introdução à Teoria Econométrica
Este livro também é apropriado para um curso avançado de graduação com alunos que tenham um profundo
conhecimento matemático ou para um curso de econometria enl nível de mestrado. O curso faz uma breve
revisão da teoria de estatística e probabilidade conforme necessário (Parte 1) e apresenta a análise de regressão uti-
lizando o tratatnento não maten-tático baseado em aplicações da Parte 11. Essa introdução é seguida pelo desen

volvimento teórico dos capítulos 15 e 16. O curso então examina a regressão com uma variável dependente
limitada (Capítulo 9) e a estimação por máxima verossimilhança (Apêndice 9.2). A seguir, volta-se opcionalmente

para regressão de variáveis instrumentais (Capítulo 10), métodos de séries temporais (Capítulo 12) c/ou estimação
de efeitos causais utilizando dados de séries temporais e mínimos quadrados generalizados (Capítulo 13 e Seção

1. õ.óà. Pré-requisitos: cálculo e {tttrodução à estatística. O Capítulo 16 assume algtlm cotttato prévio com álgebra matricial.

Recursos Pedagógicos
O livro inclui uma série de recursos pedagógicos com o objetivo de mudar os alunos a entender, reter e aplicar
as idéias essenciais. As ínfrodufões aos capíf Jos fornecem uma motivação e uma base do mundo real, bem como
um breve guia que destaca a seqüência da discussão. Os fernlos-c/pape aparecem em negrito e são definidos no con-
texto ao longo de cada capítulo, e os g adros de Conceífo-C/pape apresentados em intervalos regulares recapitulám
as idéias centrais. Os quízdros de íízferesse geral fornecem menções interessantes a tópicos relacionados e destacam

estudos do mundo real que utilizam os métodos ou conceitos em discussão no texto. Uin Resumo numerado con
cluindo cada capítulo serve de quadro para a revisão dos principais pontos da cobertura. As questões da seção
Ret,ísão dos Conceífos verificam a compreensão do conteúdo principal por parte dos alunos, e os Exercícios servem
para se colocarem em prática os conceitos e técnicas apresentados no capítulo. No final do livro, a seção ReÉe-

réncím BíbZÍoWráWcas lista contes para leitura adicional, o .apêndice fornece tabelas estatísticas, e um Glosa(iria define
convenientemente todos os termos-chave do livro.
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CAPÍTULO l (1)festões e
Dados Económicos

ergunte a meia dúzia de econometristas a definição de econometria e você terá meia dúzia de respostas

diferentes. Um deles poderia dizer que econometria é a ciência que testa teorias económicas. Um segundo

poderia dizer que é o conjunto de ferramentas utilizadas para prever valores futuros de variáveis económi-
cas, tais como as vendas de uma empresa, o crescimento global da economia ou os preços das ações. Outro pode-

ria dizer que se trata do processo de ajuste dos modelos económicos matematizados a dados do mundo real. Outro
ainda diria que econometria é a arte e a ciência que utiliza dados históricos para fazer recomendações numéri-
cas ou quantitativas de política no governo e nos negócios.

Na verdade, todas essas respostas estão certas. Sob um prisma mais amplo, econometria é a ciência e a arte
que utiliza a teoria económica e as técnicas estatísticas para analisar dados económicos. Os métodos econométri-
cos são usados em muitas áreas da economia, incluindo finanças, economia do trabalho, macroeconomia, micro-
economia, market:ing e política económica. Esses métodos normalmente também são utilizados em outras ciências
sociais, incluindo ciência política e sociologia.

Este livro apresenta o conjunto fundamental de métodos utilizados pelos econometristas. Usaremos esses

métodos para responder a diversas questões quantitativas especíâcas, extraídas do mundo da política, dos nego
aos e do governo. Este capítulo apresenta quatro dessas questões e discute, en] termos gerais, a abordagem
econométrica para responder a elas. Termina com uma resenha dos principais tipos de dados disponíveis
aos econometristas para responder a essas e a outras questões económicas quantitativas.

P

1 .1 Questões Económicas que Examinámos

Muitas decisões tomadas na economia, nos negócios e no governo dependem da compreensão das relações
entre variáveis no mundo que nos cerca. Essas decisões requerem respostas quantitativas para questões quantitativas.

Este livro examinará diversas questões quantitativas extraídas de tópicos atuais em economia. Quatro dessas
questões referem-se à política educaciona], ao viés racial na contratação de empréstimos hipotecários, ao con
sumo de cigarros e à previsão macroeconómica.

Questão ne 1: A Redução do Tamanho das Turmas Melhora o Aprendizado no
Ensino Fundamental?

Propostas de reforma do sistema de ensino público dos Estados Unidos geram debates acalorados. Muitas
propostas referem-se aos estudantes mais jovens, do ensino fundamental, o qual tem vários obÜetivos, tais como
o desenvolvimento de habilidades sociais, mas para muitos pais e educadores o objetivo mais importante é o apren
dizado acadêmico básico: ler, escrever e fazer as operações matemáticas elementares. Uma proposta importante
para melhorar o aprendizado básico é a redução do tamanho das turmas do ensino fundamental. Com menos
alunos nas turmas, segue o argumento, cada aluno recebe mais atenção do professor, há menos interrupções
durante a aula, o aprendizado cresce e as notas melhoram.

Mas qual é, exatamente, o efeito da redução do tamanho das turmas sobre o ensino fundamental? Essa

redução custa dinheiro: requer a contratação de mais professores e, se a escola já estiver operando em sua capaci-
dade máxima, a construção. de novas salas de aula. Um domador de decisões quc esteja considerando a contratação

de mais professores deve pesar os custos e os benefícios. Para fazer isso, contudo, o tomados de decisões deve ter
uma compreensão quantitativa exala dos prováveis benefícios. O efeito benéfico de turmas menores sobre o aprendi-

zado básico é grande ou pequeno? E possível que turmas menores não tenham nenhum efeito sobre o apren-
dizado básico?
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Embora o senso comum e a experiência cotidiana possam sugerir que um maior aprendizado ocorra quando
há menos estudantes, o senso comum não pode fornecer uma resposta quantitativa à questão sobre qual é excita
mente o efeito na redução do tamanho das turmas sobre o aprendizado básico. Para obter essa resposta, precisamos
examinar a evidência empírica isto é, a evidência baseada em dados -- que relaciona o tamanho das turmas
ao aprendizado básico no ensino 6undamentd.

Neste livro, examinaremos a relação entre o tamanho das turmas e o aprendizado básico utilizando dados
coletados de 420 diretorias regionais de ensino da Cali6órnia em 1998. Segundo esses dados, alunos de diretorias
com turmas pequenas tendem a ter desempenho melhor em exames padronizados do que alunos de direto
rias regionais com turmas maiores. Embora esse fato seja coerente con:l a ideia de que turmas menores geram
pontuações melhores nos exames, ele pode simplesmente refletir outras vantagens que alunos de diretorias de
ensino com turmas pequenas têm sobre seus colegas de diretorias de ensino com turmas grandes. Por exemplo,

diretorias de ensino com turmas pequenas tendem a ter moradores com melhor poder aquisitivo do que aquelas
com turmas grandes; desse modo, os alunos de diretorias de ensino com turmas pequenas têm mais oportunidades
para aprender cora da sala de aula. Pode ser que sejam essas oportunidades adicionais de aprendizado, e não as tur-
mas melhores, que levem a pontuações mais altas nos exames. Na Parte 2, utilizaremos análise de regressão múlti
pla para isolar o efeito de mudanças no tamanho das turmas em relação a mudanças em outros fatores, tais como
a situação económica dos alunos.

redução do consumo de cigarros. Um dos instrumentos mais flexíveis para a redução do consumo é o aumento
dos impostos sobre cigarros.

De acordo com as noções de economia básica, se os preços dos cigarros subirem, o consumo cairá. Mas em

quanto? Se o preço de venda subir l por cento, em qual percentual a quantidade de cigarros vendidos cairá? A
mudança percentual da quantidade demandada resultante de um aumento de l por cento no preço é a e/asfícídade-

preço da demanda. Se queremos reduzir o hábito de filmar em determinado montante, digamos 20 por cento, por
meio do aumento de impostos, precisamos conhecer a elasticidade-preço para calcular o aumento de preços
necessário para atingir essa redução do consumo. Mas qual é a elasticidade-preço da demanda por cigarros?

Embora a teoria económica nos forneça conceitos que ajudam a responder a essa questão, ela não nos diz o
valor numérico da elasticidade preço da demanda. Para conhecer a elasticidade, precisamos examinar a evidên-
cia empírica sobre o comportamento dos üumantes e dos fumantes em potencial. Em outras palavras, precisamos
analisar dados sobre o consumo e os preços dos cigarros.

Os dados que examinámos são relativos a vendas e preços de cigarros, impostos sobre cigarros e renda pes-
soal em nível estadual para os Estados IJnidos nas décadas de 1980 e 1990. Segundo os dados, estados com baixos

impostos sobre cigarros e, portanto, cigarros com preços baixos apresentam um alto índice de filmantes, enquanto
estados com preços elevados apresentam um baixo índice de fumantes. Entretanto, a análise desses dados é com-
plicada, uma vez que a causalidade se move nos dois sentidos: impostos baixos levam a uma demanda elevada,
mas, se há muitos 6umantes no Estado, os políticos locais podem tentar manter os impostos sobre cigarros em
um patamar baixo para satisfazer a seus eleitores üumantes. No Capítulo 10 estudaremos os métodos que lidam
com essa ''causalidade simultânea'' e utilizaremos esses métodos para estimar a elasticidade preço da demanda
por cigarros

Questão ne 2: Há Discriminação Racial no Mercado de Empréstimos
Hipotecários?

A maioria dos norte americanos adquire sua residência com o auxílio de uma hipoteca, um grande emprés-
'cimo garantido pelo valor do imóvel. Por lei, as instituições financeiras norte-americanas não podem levar em
consideração a raça do requerente ao decidir pela concessão ou recusa de um pedido de hipoteca: candidatos
idênticos em todos os aspectos -- com exceção de sua raça deveriam ter seu pedido de hipoteca aprovado.
Em teoria, portanto, não deveria haver viés racial na concessão de empréstimos hipotecários.

Em contraste com essa conclusão teórica, pesquisadores do Federal Reserve Bank (Banco da Reserva Fe-
deral), de Boston,* constataram (utilizando dados do início da década de 1990) que 28 por cento dos requerentes

negros tinham seu pedido de hipoteca negado, enquanto apenas 9 por cento dos requerentes brancos tinham seu
pedido negado. Será que esses dados indicam que, na prática, existe viés racial na concessão de empréstimos
hipotecários? E, se âor esse o caso, qual é a dimensão do viés?

De acordo com os dados do Fed de Boston, o fato de mais requerentes negros do que brancos terem seu
pedido negado não fornece por si só evidência de discriminação por parte dos mutuantes, pois requerentes negros
e brancos diferem sob muitos outros aspectos além da raça. Antes de concluir que existe viés racial no mercado
hipotecário, esses dados devem ser examinados mais dc perto para se constatar se existe uma diferença na pro-
babilidade de requerentes ídérzrícos sob outros aspectos terem o pedido negado e, se Gor esse o caso, se essa diferença

é grande ou pequena. Para isso, no Capítulo 9 apresentaremos os métodos econométricos que permitem quan-
tificar o efeito da raça sobre a probabilidade de se obter uma hipoteca, nzafzfeízdo consfafzfes outras características
dos requerentes, particularmente sua capacidade de saldar o empréstimo.

Questão ng 4: Qual Será a Taxa de Inflação no Próximo Ano?

Parece que as pessoas sempre desejam prever o futuro. Como serão as vendas no próximo ano em uma
empresa que planta um investimento em equipamentos novos? Será que a bolsa de valores vai subir no mês que
vem, e, se âor esse o caso, em quanto? Os impostos municipais arrecadados no ano que vem cobrirão os gastos
planeados com serviços municipais? Sua prova de microeconoima na semana que vens se concentrará em exter-

nalidades ou monopólios? Sábado será um bom dia para ir à praia?
Um aspecto do futuro em que os macroecononlistas e economistas financeiros estão particularmente inte-

ressados é a taxa da inflação total dos preços durante o próximo ano. Um ânancista pode aconselhar um cliente
a tomar um empréstimo ou a salda-lo a uma dada taxa dejuros, dependendo de uma melhor previsão para a taxa
de inflação ao longo do próximo ano. Os econonaistas de bancos centrais como o Federal Reserve Board, em
Washington, D.C., e o European Central Bank, em Frank6urt, Alemanha, são responsáveis por manter a taxa da
inflação de preços sob controle e por isso suas decisões sobre a fixação das taxas de juros se apoiam na previsão

da inflação ao longo do próximo ano. Se projetarem o aumento da taxa de inflação em uin ponto percentual,
eles devem aumentar as taxas de juros acima disso para desacelerar uma economia que, de seu ponto de vista,
corre o risco de estar superaquecida. Se a sua prqeção estiver errada, correm o risco de provocar uma recessão
desnecessária ou um salto indesejável na taxa dc inflação.

Os economistas que dependem de previsões numéricas precisas utilizam modelos econométricos para fazer
essas previsões. O trabalho de um $ormulador de previsões consiste em prever o futuro usando o passado; os
econometristas fazem isso utilizando se da teoria económica e de técnicas estatísticas para quantificar relações em
dados históricos

Os dados utilizados nos Estados Unidos para prever a inflação são as taxas de inflação e de desemprego. Uma
relação empírica importante nos dados macroeconâi-Ricos é a "curva de Phillips", em que um valor atualmente
baixo da taxa de desemprego está associado a um aumento da taxa de inflação ao longo do próximo ano. Unte
das previsões de inflação que desenvolveremos e avaliareinos no Capítulo 12 baseia-se na curva de Phillips.

Questão ng 3: Em Quanto a Tributação sobre Cigarros Reduz Seu Consumo?

O consumo de cigarros é um grande problema de saúde pública mundial. Muitos dos custos do hábito de
fumar recaem sobre outros membros da sociedade, tais como as despesas cona tratamento médico de doenças
provocadas pelo cigarro e os custos menos quantificáveis para os não-fümantes, que preferem não respirar a fumaça
de terceiros. Como esses custos recaem sobre outras pessoas alêm do üumante, há intervenção governamental na

* Agência Distrital do Banco Centra] dos Estados Unidos (Federal Reserve Bank), situada em Boston. O Banco Central norte ameri-
cano é normalmente chamado de Fed, nome que utilizaremos ocasionalmente no texto. Maiores detalhes sobre a organização do Banco
Central dos Estados Unidos podem ser encontrados, írzfer alia, em Blanchard, OlivierJ. Macroeconomia, 3. ed. Boston: Addison-Wesley,

2003 (N. do R.T.).

Questões Quantitativas, li.espostas Quantitativas
Cada uma dessas quatro questões requer uma resposta numérica. A teoria económica oferece pistas sobre a

resposta -- o consumo de cigarros deve diminuir se o preço aumenta --, mas o valor eâetivo do número deve
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ser obtido empiricamente, isto é, por meio da análise dos dados. Como utilizamos dados para responder a questões
quantitativas, nossas respostas sempre possuem alguma incerteza: um conjunto diferente de dados produziria uma
resposta numérica diferente. Desse modo, a estrutura conceitual para a análise precisa fornecer tanto uma resposta
numérica para a questão quanto uma medida da precisão dessa resposta.

A estrutura conceptual utilizada neste livro é o modelo de regressão múltipla, o alicerce da econometria. Esse
modelo, apresentado na Parte 2, proporciona uma forma matemática de quantificar como uma mudança em uma
variável aâeta outra variável, mantendo tudo o mais constante. Por exemplo, qual é o efeito de uma mudança no
tamanho das turmas sobre as pontuações nos exames, mande zdo consfcznfes as características dos alunos (como renda
familiar) que o diretor regional de ensino não pode controlar? Qual é o efeito de sua raça sobre suas oportu-
nidades de ter um pedido de hipoteca aprovado, mantendo coízsfafzfes fatores como sua capacidade de saldar o
empréstimo? Que efeito tem um aumento de l por cento no preço dos cigarros sobre seu consumo, mafzferzdo

constante a renda dos filmantes e dos úumantes em potencial? O modelo de regressão múltipla e suas extensões
fornecem uma estrutura para responder a essas questões utilizando dados e para quantiâcar a incerteza associada
a essas respostas.

rodo e implementado de forma que a única diferença sistemática entre os grupos de alunos sqa o tamanho das
turmas, teoricamente ele estimará o efeito da redução do tamanho das turmas sobre as pontuações dos exames,
mantendo tudo o mais constante.

O conceito de experimento controlado aleatório ideal é útil porque fornece uma definição de efeito causal.
Na prática, entretanto, não é possível conduzir experimentos ideais. Na verdade, experimentas são raros em
econometria porque 6reqüentemente são antiéticos, impossíveis de executar de maneira satisfatória ou absurda-

mente caros. O conceito de experimento controlado aleatório ideal, porém, proporciona um ponto de referência
teórico para uma análise econométrica de efeitos causais utilizando dados do mundo real.

Previsão e Causalidade

Embora as três primeiras questões da Seção 1.1 se refiram a efeitos causais, o mesmo não acontece com a
quarta questão -- previsão da inflação. Você não precisa conhecer uma relação causal para fazer uma boa pre
visão. Uma boa forma de "prever'' se está chovendo é observar se os pedestres estão usando guarda-chuvas, mas
o ato de utilizar um guarda chuva não causa a chuva.

Mesmo que a previsão não envolva relações causais, a teoria macroeconómica sugere padrões e relações que
podem ser úteis para a previsão da inflação. Como veremos no Capítulo 12, a análise de regressão múltipla per-
mite quantiâcar relações históricas sugeridas pela teoria económica, verificar se essas relações são estáveis ao longo
do tempo, fazer proyeções quantitativas sobre o futuro e avaliar a precisão dessas previsões.

1.2 Efeitos Causais e Experimentos Idealizados

Assim como muitas questões encontradas na econometria, as primeiras três questões da Seção 1.1 dizem
respeito a relações causais entre variáveis. No uso cotidiano, diz se que uma ação causa um efeito se o efeito é o
resultado direto, ou conseqüência, daquela ação. Encostar em um corno quente faz com que você se queime;
beber água diminui sua sede; colocar ar nos pneus do carro faz com que eles àquem cheios; aplicar fertilizante

em plantações de tomates Eaz com que nasçam mais ton-iates. Causalidade significa que uma ação específica (aplicar
fertilizante) leva a uma conseqüência específica, mensurável (mais tomates).

1.3 Dados: Fontes e Tipos

Em econometria, os dados originam-se de experimentou ou de observações não experimentais do mundo
Este livro examina as bases de dados experimentais e não experimentais.

Estimação de Efeitos Causais
Dados Experimentais i,ersHS Dados Observacionais

Qual é a n-melhor forma de medir o efeito causal sobre a produção de tomates (medida em quilos) da apli-
cação de detenninado montante de fertilizante, digamos 100 gramas de fertilizante por metro quadrado?

Uma forma de medir esse efeito causal é conduzir um experimento. Nesse experimento, um pesquisador
agrónomo planta diversos lotes de tomates. Cada lote é cuidado de forma idêntica, mas com uma exceção: alguns
lotes recebem 100 gramas de fertilizante por metro quadrado, ao passo que os demais não recebem nada. Além

disso, a atribuição quanto a um lote receber ou não fertilizante é deita aleatoriamente por um computador, o que
assegura que quaisquer outras diferenças entre os lotes não estalam relacionadas com o recebimento ou não de
âerti[izante. Ao íina] da saâ'a, o agrónomo pesa a co]heita de cada lote. A diferença entre a produção média por
metro quadrado dos lotes tratados e dos não tratados é o efeito do tratamento por fertilizante sobre a produção
de tomates.

Esse é um exemplo de um experimento controlado aleatório. Ê controlado na medida em que existe
tanto um grupo de controle, que não recebe nenhum tratamento (nenhum fertilizante), quanto uin grupo
de tratamento, que recebe o tratamento (100 g/m2 de fertilizante). É aleatório porque o tratamento é atribuído
aleatoriamente. Essa atribuição aleatória elimina a possibilidade de uma relação sistemática entre, por exemplo, a
quantidade de luz solar no lote e o recebimento ou não de fertilizante, de modo que a única diferença sistemática

entre os grupos de tratamento e de controle é o tratamento em si. Se o experimento 6or implementado de modo
adequado em uma escala suficientemente grande, ele produzirá uma estimativa do efeito causal do tratamento

(aplicar 100 g/m2 de fertilizante) sobre o resultado de interesse (produção de tomates).
Neste livro, o efeito causal é deânido como o efeito de dada ação ou tratamento sobre um resultado, con-

forme medido em um experimento controlado aleatório ideal. Nesse experimento, a única razão sistemática para
as diferenças observadas nos resultados entre os grupos de tratamento e de controle é o tratamento em si.

Ê possível imaginar um experimento controlado aleatório ideal para responder a cada uma das três primeiras
questões da Seção 1 .1 . Por exemplo, para estudar o tamanho das turmas, podemos imaginar a atribuição aleatória

de "tratamentos" de diferentes tamanhos de turmas a diferentes grupos de alunos. Se o experimento Êor elabo-

Dados experimentais vêm de experimentos concebidos para a avaliação de um tratamento ou uma política
ou para a investigação de um efeito causal. Por exemplo, o Estado do Tennessee, nos Estados Unidos, financiou
um grande experimento controlado aleatório examinando o tamanho das turmas na década de 1980. Nesse expe
rimento, que examinaremos no Capítulo 1 1, milhares de alunos coram atribuídos aleatoriamente para turmas de
tamanhos diferentes durante vários anos e tiveram de fazer anualmente exames padronizados.

O experimento do tamanho das turmas do Tennessee custou milhões de dólares e exigiu a cooperação con-
tínua de muitos diretores de ensino, pais e professores ao longo de muitos anos. Como os experimentou do mundo

real com indivíduos são difíceis de administrar e controlar, eles apresentam falhas em relação aos experimentou
controlados aleatórios ideais. Além disso, em algumas circunstâncias, os experimentou não apenas são caros e difí-
ceis de controlar, mas também antiéticos. (Seria ético oferecer cigarros baratos a adolescentes selecionados aleato-
riamente para ver o quanto eles compram?) Em virtude desses problemas financeiros, práticos e éticos, os
expenmentos em economia são raros. Em vez disso, a maioria dos dados económicos é obtida por meio da obser-
vação do comportamento no mundo real.

Dados obtidos pe]a observação do comportamento eüetivo cora de um ambiente experimental são chama
dos de dados observacionais. Esses dados são coletados por meio de pesquisas, como uma pesquisa por tele
cone com consumidores, e por registros administrativos, como registros históricos sobre pedidos de hipoteca
mantidos pelas instituições financeiras.

Dados observacionais colocam grandes desafios para as tentativas econométricas de estimação de efeitos
causais, e as ferramentas da econometria enfrentam esses desa6os. No mundo real, os níveis de ''tratamento'' (a
quantidade de fertilizante no exemplo do tomate, a razão aluno-professor no exemplo do tamanho das turmas)
não são atribuídos aleatoriamente, de modo que é difícil separar o efeito do "tratamento" de outros Estores re-
levantes. Grande parte da econometria, e deste livro, dedica-se a métodos que fazem crente aos desafios encon-

trados quando os dados do mundo real são utilizados para a estimação de efeitos causais.
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Sejam experimentais ou observacionais, as bases de dados podem ser de três tipos principais
dados de séries temporais e dados de painel. Neste livro você encontrará todos eles.

dada- dp rn«p
exemplo de base de dados de séries temporais. A base de dados contém observações de duas variáveis (as taxas
de inflação e desemprego) para uma única entidade (Estados Unidos) durante 167 períodos de tempo. Cada
oeríodo de tempo dessa base de dados corresponde a um trimestre de um ano (o primeiro trimestre é janeiro,
fevereiro e março; o segundo é abril, maio e junho, e assitn por diante) As observações dessa base de dados se
iniciaram no segundo trimestre de 1959, que passa a ser representado por 1959:11, e terminaram no quarto
trimestre de 2000 (2000:lV). O número de observações (isto é, períodos de tempo) em uma base de dados de
sêries temporais é representado por 7'. Como há 167 trimestres de 1959:11 a 2000:1V essa base de dados con
rém T = 167 observações.

Algumas observações dessa base de dados são mostradas na Tabela 1.2. Os dados de cada linha correspon
dem a um período de tempo diferente (ano e trimestre). No segundo trimestre de 1959, por exemplo, a taxa de
inflação de preços âoi de 0,7 por cento ao ano a uma taxa anualizada. Em outras palavras, se a inflação tivesse con
tinuado por 12 meses à taxa do segundo trimestre de 1959, o nível geral de preços (conforme medido pelo índice
de Preços ao Consumidor -- IPC) teria aumentado 0,7 por cento. No segundo trimestre de 1959, a taxa de desem-

prego 6oi de 5,1 por cento, isto ê, 5,1 por cento da corça de trabalho declarou que estava sem trabalho e que
procurava uma colocação. No terceiro trimestre de 1959, a taxa de inflação medida pelo IPC Éoi de 2,1 por cento
e a taxa de desemprego âoi de 5,3 por cento.

Ao monitorar uma única entidade ao longo do tempo, os dados de séries temporais podem ser utilizados para
o estudo da evolução das variáveis ao longo do tempo e para a previsão dos valores filturos dessas variáveis.

Dados de Corte

Dados sobre diferentes entidades -- trabalhadores, consumidores, empresas, unidades governamentais e assim

por diante -- em um único período de tempo são chamados de dados de corte. Por exemplo, os dados sobre
pontuações de exames nas (üretorias de ensino da Caliüórnia são dados de corte: referem-se a 420 entidades (dire-
torias de ensino) para um único período de tempo (1998). Em geral, o número de entidades sobre as quais temos
observações é representado por fz, de modo que temos fz - 420 para o exemplo da base de dados da Cali6órnia.

A base de dados sobre as pontuações nos exames da Caliâórnia contém medidas de variáveis diferentes para
cada diretoria. Alguns desses dados estão na Tabela 1 .1 . Cada linha apresenta dados para uma diretoria diferente.
Por exemplo, a pontuação média nos exames para a primeira diretoria ("diretoria nQ 1") é 690,8; essa é a média
das pontuações dos exames de matemática e ciências para todos os alunos da quinta série dessa diretoria em 1998

em um exame padronizado (SAT -- Stan6ord Achievement Test, ou Exame de Aproveitamento de Stanâord). A
razão média aluno-professor naquela diretoria é de 17,89, isto é, o número de alunos na diretoria ne l dividido

pelo número de professores é 17,89. O gasto médio por aluno nessa diretoria ê de US$ 6.385. O percentual de
alunos nessa diretoria que ainda estão aprendendo inglês -- isto é, o percentual de alunos para os quais o inglês
é o segundo idioma e que ainda não são proficientes nessa língua -- é 0 por cento.

As linhas seguintes apresentam dados para outras diretorias. A ordem das linhas é arbitrária c o número da

diretoria, chamado de número da observação, é um número atribuído arbitrariamente que organiza os dados.
Como você pode ver na tabela, todas as variáveis listadas apresentam mudanças consideráveis

Com dados de corte, podemos aprender sobre as relações entre variáveis estudando as diferenças entre pes-
soas, empresas ou outras entidades económicas durante um único período de tempo

Dados de Painel

Dados de painel, também chamados de dados longitudinais, são dados de diversas entidades em que
cada uma delas é observada em dois ou mais períodos de tempo. Nossos dados sobre consumo de cigarros e preços
de cigarros são um exemplo de base de dados de painel. Na Tabela 1 .3, mostramos variáveis e observações sele-
cionadas dessa base de dados. O número de entidades de uma base de dados de painel é representado por n, e o
número de períodos de tempo, por T Na base de dados de cigarros, temos observações para n ' 48 estados norte
americanos (entidades) durante 7' - 1 1 anos (períodos de tempo), de 1985 a ] 995. Portanto, existe um total de
n X 7'- 48 X ll - 528 observações.

Dados de Séries Temporais

Dados de séries temporais são dados para uma entidade única (pessoa, empresa, país) coletados em diver-
sos períodos de tempo. Nossa base de dados sobre taxas de inflação e desemprego nos Estados Unidos é um

TABELA l. l Observações Selecionadas sobre Pontuações de Exames e Outras Variáveis para as
Direlorias de Ensino da Califórnia em 1 998

Número da Pontuação média nos Razão Gastos por Percentagem de alunos
obsewação(diretoria) exames da diretoria(S'série) aluno-professor aluno(US$) aprendendo inglês

1 690,8 17,89 6.385 0.0

2 661,2 21,52 5.099 4.6

3 643,6 18,70 5.502 30.0

4 647,7 17,36 7.102 0.0

5 640,8 ]8,67 5.236 13.9

418 645,0 21,89 4.403 24,3

419 672,2 20,20 4.776 3.0

420 655,8 19,04 5.993 5.0

NofalA base de dados sobre pontuação nos exames da Caliíórnia está no Apêndice 4.1.

TABELA 1.2 Observações Selecionadas para as Taxas de Inflação pelo Índice de Preços ao Consumidor
jlPC) e de Desemprego nos Estados Unidos: Dados Trimestrais, 1 959-2000.

Número da Data Taxa de inflação pelo IPC Taxa de
obsewação (Ano: trimestre) (Percentagem ao ano a uma taxa anualizada) desemprego (%)

1 1959:11 0,7 5,1

2 1959:111 2.1 5,3

3 1959:lV 2.4 5,6

4 1960:1 0,4 5,1

5 1960:11 2.4 5,2

 
165 2000:11 3.0 4,0

166 2000:111 3,5 4,0

167 2000:lV 2.8 4,0

Nota: A base de dados sobre inflação e desemprego nos Estados Unidos está no Apêndice 12.1.
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Os dados de painel podem ser usados para aprender sobre relações económicas cona base nas experiências de
muitas entidades diferentes na base de dados e na evolução ao longo do tempo das variáveis de cada entidade.

As deânições de dados de corte, dados de séries temporais e dados de painel estão resumidas no quadro Con-
ceito-Chave l .l.

Dados de Corte, de Séries Temporais e de Painel

- Dados de corte consistem ein diversas entidades observadas em um único período.

- Dados de séries temporais consistem em uma única entidade observada em diversos
períodos.

Dados de painel (também conhecidos como dados longitudinais) consistem em diversas

entidades em que cada uma delas é observada em dois ou mais períodos.

Conceito- Resumo

Chave

l . l

l

2.

3.

4

Muitas decisões ena negócios e em economia requerem estimativas quantitativas de como uma mudança
em uma variável a6eta outra variável.

Conceitualmente, a forma de estimar um efeito causal é por meio de um experimento controlado
aleatório, mas conduzir tais experimentou para aplicações económicas é üreqüentemente antiético, com-

plexo e extremamente caro.

A econdmetria proporciona ferramentas para estimar efeitos causais utilizando tanto dados observacionais
(não experimentais) quanto dados de experimentos impeúeitos do mundo real.

Dados de corte são coletados por meio da observação de diversas entidades ein um único ponto no tempo;

dados de séries temporais são coletados por meio da observação de uma única entidade em diversos pon

tos no tempo; e dados de painel são coletados por meio da observação de diversas entidades, cada qual
observada em diversos pontos no tempo-

Termos-chave
experimento controlado aleatório(6)
grupo de controle (6)

grupo de tratamento (6)
efeito causal (6)

dados experimentais (7)
dados observacionais (7)

dados de corte (8)
número da observação (8)

dados de séries temporais (8)
dados de painel (9)
dadoslongitudinais (9)

Revisão dos Conceitos

1.1 Elabore un-l experimento contro]ado a]eatório ideal hipotético para estudar o efeito do número de horas
de estudo sobre o desempenho em provas de microeconomia. Sugira alguns obstáculos para a implemen
ração desse experimento na prática.

Elabore um experimento controlado aleatório ideal hipotético para estudar o efeito do uso de cintos de

segurança sobre o número de mortes em acidentes de trânsito. Sugira alguns obstáculos para a implemen

tição desse experimento na prática

Solicitaram a você um estudo sobre a relação entre horas gastas com treinamento de funcionários (medidas

em horas por trabalhador por semana) em uma fábrica e a produtividade de seus trabalhadores (produção
por trabalhador por hora). Descreva:

1.2

1.3
Uma parte da base de dados de consumo de cigarros é mostrada na Tabela 1.3. O primeiro bloco de 48

observações mostra os dados de cada Estado dos Estados Unidos em 1985, organizados alfabeticamente do
Alabama a Wyoming. O bloco seguinte de 48 observações lista os dados de 1986 e assim por diante, até 1995.
Por exemplo, em 1985, as vendas de cigarros no Arkansas eram de 128,5 maços per capita (o número total de
maços de cigarros vendidos no Arkansas em 1985 dividido peão total da população do Estado em 1985 é igual a
128,5). O preço médio de um maço de cigarros no Arkansas em ] 985, incluindo impostos, era US$ 1,015, dos
quais US$ 0,37 eram impostos federais, estaduais e locais.'

a. um experimento controlado aleatório ideal para medir esse efeito causal;

b. uma base de dados observacionais de corte com a qual você poderia estudar esse efeito;

c. uma base de dados observacionais de séries temporais com a qual você poderia estudar esse efeito e

d. uma base de dados observacionais de painel com a qual você poderia estudar esse efeito.
O contexto ]oca] dos Estados Unidos é próximo, no Brasil, ao contexto in r7faba/. Na verdade, o caso norte aillericano se refere a con
dados (N. do R.T.).

Ü

TABELA 1 .3 Observações Selecionadas sobre Vendas e Preços de Cigarros e Impostos sobre Esse
Produto por Estudo e Ano para os Estados Unidos, 1 985-1995

Número da Vendas de cigarros Preço médio por maço Impostos totais

obsewação Estado Ano (maços percap;lu) (incluindo impostos) (imposto soba consumo + imposto sobnvendas)

1 Alabama 1985 116,5 US$1,022 US$0.333

2 Arkansas 1985 128,5 1,015 0.370

3 Arizona 1985 104,5 1,086 0.362

47 WestVirginia 1985 112,8 1,089 0.382

48 Wyoming 1985 129,4 0,935 0,240

49 Alabama 1986 117,2 1,080 0.334

96 Wyoming 1986 127,8 1,007 0.240

97 Alabama 1987 115,8 1,135 0.335

528 Wyoming 1995 112,2 1,585 0.360

Nora. A base de dados sobre consumo de cigarros está no Apêndice 1 0.1



CAPÍTULO 2 Revisão de Probabilidade 13

CAPÍTULO 2 Revisão de
Probabilidade

Ocorrências potenciais mutuamente exclusivas de uin processo aleatório são chamadas de resultados. Por
exemplo, pode ser que seu computador nunca trave, pode ser que trave uma vez, duas vezes e assim por diante.

Apenas um desses resultados irá de fato ocorrer (os resultados são mutuamente exclusivos) e os resultados não
precisam ser igualmente prováveis.
' A probabilidade de um resultado é a proporção do tempo em que tal resultado ocorre no longo prazo Se

a probabilidade de seu computador não travar enquanto você digita um trabalho é de 80 por cento, na digitaçãa
de diversos trabalhos você concluirá 80 por cento deles sem que o computador trave.

ste capítulo traz uma revisão das idéias centrais da teoria da probabilidade necessárias para a compreensão

da análise de regressão e da econometria. Nós presumimos que você tenha cursado uma disciplina de intro
dução à probabilidade e estatística. Se o seu conhecimento de probabilidade estiver defasado, você deve

reâorçá-lo lendo este capítulo. Caso se sinta seguro com o material, ainda assim deve percorrer rapidamente o
capítulo e os termos e conceitos no final para se assegurar de que está familiarizado com as idéias e as notações.

A maioria dos aspectos do mundo que nos cerca tem um elemento de aleatoriedade. A teoria da probabi-
lidade nos proporciona instrumentos matemáticos para quantificar e descrever essa aleatoriedade. Na Seção 2.1
fazemos uma revisão das distribuições de probabilidade para uma única variável aleatória e na Seção 2.2 falamos

sobre a expectativa matemática,' a média e a variância de uma única variável aleatória. A maioria dos problemas
interessantes em economia envolve mais de uma variável; assim, na Seção 2.3, apresentamos os elementos bási
cos da teoria da probabilidade para duas variáveis aleatórias. Na Seção 2.4, discutimos três distribuições de probabi-
lidade especiais que desempenham um papel central ein estatística e em econometria: as distribuições normal,
qui-quadrado e €

As duas últimas seções deste capítulo se concentram em uma conte específica de aleatoriedade de importân-
cia fundam-mental na econometria: a aleatoriedade originada da seleção aleatória de uma amostra de dados com

base em uma população maior. Por exemplo, suponha que você observe dez indivíduos recém-formados na
universidade selecionados ao acaso, registre (ou ''observe") seus ganhos e calcule o ganho médio utilizando esses
dez dados (ou ''observações"). Como você escolheu a amostra aleatoriamente, poderia ter selecionado dez ou-
tros recém formados por mero acaso; se tivesse deito isso, teria observado dez ganhos diferentes e calculado uma
média da amostra diferente. Como o ganho médio varia de uma amostra escolhida aleatorian-tente para outra,
a média da amostra é em si uma variável aleatória. Portanto, a média da amostra tem uma distribuição de pro-
babilidade, que é chamada de distribuição amostral" da média da amostra porque descreve diferentes valores
possíveis para a média da amostra que poderiam ter ocorrido se uma amostra diferente tivesse sido selecionada.

Na Seção 2.5, discutimos a amostragem aleatória e a distribuição amostral da média da amostra. A distribuição
amostral é, geralmente, complicada. Entretanto, quando o tamanho da amostra é grande o bastante, a distribui-
ção amostral da média da amostra é aproximadamente normal, um resultado conhecido como teorema central

do limite, que será discutido na Seção 2.6.

E Espaço amostra/ e eventos. O conjunto de todos os resultados possíveis é chamado de espaço amostrar.
Um evento é um subconjunto do espaço amostrar, isto é, é um conjunto de um ou mais resultados. O evento
"meu computador não vai travar mais de uma vez" é o conjunto que consiste em dois resultados: ''não travar'' e
;travar unia vez'

Uar;áve;s a/eafórías. Uma variável aleatória é uma síntese numêrica de um resultado aleatório. O número
de vezes que seu computador trava enquanto você digita um trabalho é aleatório e assume um valor numêrico,
portanto é uma variável aleatória.

Algumas variáveis aleatórias são discretas, outras são contínuas. Conforme seus nomes sugerem, uma va-
riável aleatória discreta assume somente um conjunto discreto de valores, como 0, 1, 2, ..., ao passo que uma
variável aleatória contínua assume um conjunto contínuo de valores possíveis.

Distribuição de Probabilidade de uma
Variável Aleatória Discreta

D;sfr;6u;ção de pro6a6;/idade. A distribuição de probabilidade de uma variável aleatória discreta éa
lista de todos os valores possíveis para a variável e a probabilidade de que cada valor venha a ocorrer. A soma
dessas probabilidades é um.

Por exemplo, sqa M o número de vezes que seu computador trava enquanto você digita um trabalho. A dis
tribuição de probabilidade da variável aleatória M ê a lista das probabilidades de cada resultado possível: a pro
babilidade de M - 0, representada por P(À{ - 0), é a probabilidade de o computador nunca travar; P(À4 - 1) é
a probabilidade de o computador travar somente uma vez; e assim por diante. Um exemplo de distribuição de
probabilidade para M é dado na segunda linha da Tabela 2.1; nessa distribuição, se o seu computador travar qua
tro vezes, você desistira e escreverá seu trabalho à mão. De acordo com essa distribuição, a probabilidade de o
computador nunca travar é de 80 por cento, a probabilidade de travar uma vez é de 10 por cento e a probabili
dade de travar duas, três ou quatro vezes é de 6, 3 e l por cento, respectivamente. Essas probabilidades somar-l
100 por cento. Essa distribuição de probabilidade é mostrada na Figura 2.1.

Proba6;/idades de eventos. A probabilidade de um evento pode ser calculada a partir da distribuição de pro-
babilidade. Por exemplo, a probabilidade do evento de o computador travar uma ou duas vezes é a soma das proba-
bi[idades dos resu]tados individuais. ]sto é, P(M - ] ou M - 2) - P(M - ]) + P(À4 - 2) - 0,10 + 0,06 - 0,16
ou 16 porcento.

2.1 Variáveis Aleatórias e Distribuições de Probabilidade

Probabilidades, Espaço Amostral e Variáveis Aleatórias

Probab;/;Jades e rasa/fados. O sexo da próxima pessoa que você vai conhecer, sua nota em uma prova e
o número de vezes que seu computador vai travar enquanto você estiver digitando um trabalho têm um ele-
mento de acaso ou aleatoriedade. Em cada uin desses exemplos, há algo ainda desconhecido que será revelado
oportunamente.

D;sfr;6u;ção de proba6;/;Jade acumu/a(!a. A distribuição de probabilidade acumulada é a proba
bilidade de que a variável aleatória sda menor ou igual a um determinado valor. A última linha da Tabela 2.1

A expressão tradicional "esperança matemática" normalmente é utilizada como tradução de rnafhe/naficar expecfaffon em cursos de estatís
rica em virtude de seu uso difundido nessa área. No contexto da teoria macroecoi)âmica, no entanto, a mesma expressão seria traduzida

como "expectativa matemática", bastando lembrar, por exemplo, a literatura de modelos com expectativas racionais. Aqui optamos
pela segunda tradução, lembrando o leitor de que ele pode utilizar a primeira se assim preferir (N. do R.T.).
A tradução mais utilizada em estatística para salnp/íng disfrlbirriori é "distribuição amostrar", que adotamos no texto. No entanto, uma

tradução mais próxima do original seria "distribuição da amostragem"(N. do R.T.).

TABELA 2.1 Probabilidade de Seu Computador Travar M Vezes

Resultado(número de tratamentos)

D 1 2 3 4

Distribuiçãodeprobabihdade 0,80 0,10 0,06 0,03 0,01

Distribuiçãodeprobabilidadeacumulada 0,80 0,90 0,96 0,99 1,00
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FIGURA 2.1 Distribuição de Probabilidade do Número de Iravamentos do Computador tribuição acumulada hipotética das durações do tr4eto. Por exemplo, a probabilidade de que o tr4eto leve menos
do que 15 minutos ê de 20 por cento e a probabilidade de que leve menos do que 20 minutos é de 78 por cento.

Função dons;dado de pro6ab;idade. Como uma variável aleatória contínua pode assumir um conjunto
contínuo de valores possíveis, a distribuição de probabilidade usada para variáveis discretas, que lista a probabili-
dade de cada valor possível da variável aleatória, não é apropriada para variáveis contínuas. Em vez disso, a pro
babilidade é resumida pela função densidade de probabilidade. A área sob a função densidade de probabilidade
entre dois pontos quaisquer é a probabilidade de que a variável aleatória esteja entre esses dois pontos- Uma função
densidade de probabilidade é também chamada de f.d.p., função densidade ou simplesmente densidade.

A Figura 2.2b mostra a função densidade de probabilidade para as durações do tr4eto correspondentes à dis-
tribuição acumulada na Figura 2.2a. A probabilidade de que o trqeto leve entre 15 e 20 minutos é dada pela área
sob a f.d.p. entre 15 e 20 minutos, que é 0,58 ou 58 por cento. De modo equivalente, essa probabilidade pode
ser vista na distribuição acumulada da Figura 2.2a como a diferença entre a probabilidade de que o tr4eto leve
menos de 20 minutos (78 por cento) e a probabilidade de que leve menos de 15 minutos (20 por cento). Assim,
a função densidade de probabilidade e a distribuição de probabilidade acumulada mostram a mesma informação
em âonnatos diferentes.

A altura de cada barra é a probabilidade de que
o computador trave o número cle vezes indicado.

A altura da primeira barra é 0,80, portanto a
probabilidade cle 0 travamento é de 80 por cento.
A altura cla segunda barra é 0,1 , portanto a
probabilidade de l travamento é de 1 0 por cento

e assim por diante para as outras barras.

Probabilidade

FIGURA 2.2 Distribuição Acumulada e Funções Densidade de Probabilidade da Duração do Irajeto

Número de travamentos A Figura 2.2a mostra a distribuição de
probabilidade acumulada (ou f.cl.a.l das

durações do trajeto. A probabilidade de
que a duração do trajeto seja menor

clo que 1 5 minutos é de 0,20 lou 20 por
cento) e a probabilidade de que seja

menor do que 20 minutos é de 0,78
l78 por centos. A figura 2.2b mostra a
função densidade de probabilidade

lou í.d.p.l das durações do trajeto. As

probabilidades são dadas pelas áreas

sob a f.d.p. A probabilidade de que a
duração clo trajeto esteja entre 1 5 e 20
minutos é de 0,58 {58 por centos e

é dada pela área sob a curva entre
1 5 e 20 minutos.

Probabilidade
P(1)uraç?o da fra/efo É 20) = 0,781,0

0,8

0,6

P (Durado do tra/efa É 15) = 0,200,4

0,2

0.0

mostra a distribuição de probabilidade acumulada da variável aleatória M. Por exemplo, a probabilidade de que
ocorra no máximo um travamento, P(À'f É 1), é de 90 por cento, que corresponde à soma da probabilidade de
nenhum travamento (80 por cento) com a de um travamento (lO por cento).

Uma distribuição de probabilidade acumulada é também chamada de função de distribuição acumu-
lada, f.d.a. ou distribuição acumulada.

D;sfr;bu;ção de Berrou//í. Um caso especial importante de variável aleatória discreta ocorre quando a va-
riável aleatória é binária, isto é, os resultados são 0 ou 1. Uma variável aleatória binária é chamada de variável

aleatória de Bernoulli(em homenagem aJacob Bernoulli, matemático e cientista suíço do século XVII) e sua
distribuição de probabilidade é chamada de distribuição de Bernoulli.

Por exemplo, sqa G o sexo da próxima pessoa que você conhecer, em que G - 0 indica que a pessoa é do
sexo masculino e G - l que é do sexo feminino. Os resultados de G e suas probabilidades são, portanto

lO 15 20 25 30 35 40
Duração do trajeto (minutos)

(a) Função de distribuição acumulada da duração do trayeto

G l com probabilidade p

0 com probabilidade l{
(2.1)

Densidade de probabilidade

B 0,15

E(1)oração do frajelo É 15)= 0,20

0,12

P (15 < 1)uraPoda fr efo É 20) = 0,58

\0,09
\

0,06

P (Durara do fra/efo > 20) = 0.22

0,03
0,S8

0,22

em que p é a probabilidade de que a próxima pessoa que você conhecer seja uma mulher. A distribuição de pro-
babilidade na Equação (2.1) é a distribuição de Bernoulli.

Distribuição de Probabilidade de uma
Variável Aleatória Contínua

D;sfríbuíção de pro6a6;idade acumu/ada. A distribuição de probabilidade acumulada para uma variável
contínua é definida como no caso da variável aleatória discreta. Ou seja, a distribuição de probabilidade acumu-

lada de uma variável aleatória contínua é a probabilidade de que a variável aleatória seja menor ou igual a dado

Por exemplo, considere uma aluna que dirija de sua casa até a escola. A duração do tr4eto pode assumir um

conjunto contínuo de valores e é natural que sda tratada como uma variável aleatória contínua, uma vez que
depende de fatores aleatórios, como as condições meteorológicas e de trânsito. A Figura 2.2a mostra uma dis-

valor.
lO 15 20 25 30 35 40

Duração do trajeto (minutos)

(b) Função densidade de probabilidade da duração do trajeto
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2.2 Valores Esperados, Média e Variância
Valor Esperado e Média

Valor Esperado de uma Variável Aleatória

Ua/or espera(&). O valor esperado de uma variável aleatória Y. representado por E(Y), é o valor médio de
longo prazo da variável aleatória obtido por meio de muitos experimentou ou ocorrências repetidos.

O valor esperado de uma variável aleatória discreta é calculado como uma média ponderada dos resultados

possíveis dessa variável aleatória, em que os pesos são as probabilidades desse resultado. O valor esperado de y
também é chamado de expectativa de y ou média de y e é representado por pv.

Por exemplo, suponha que você empreste US$ 100 a um amigo ajuros de ]0 por cento. Se o empréstimo
6or pago, você receberá US$ 110 (o principa] de US$ 100 mais osjuros de US$ 10), porém existe um risco de

l por cento de seu amigo ficar inadimplente e você não receber nada. Desse modo, o montante a ser pago para
você é uma variável aleatória igual a US$ 1 10 com probabilidade 0,99 e igual a US$ 0 com probabilidade 0,01.
Ao longo de muitos empréstimos, em 99 por cento dos casos você receberia US$ 1 10, mas em l por cento dos
casos não receberia nada; desse modo, na média, você receberia US$ 1 10 x 0,99 + US$ 0 x 0,01 = US$ 108,90.
Assim, o valor esperado de seu pagamento (ou o ''pagamento médio") é de IJS$ ]08,90.

Como um segundo exemplo, considere o número de vezes M que seu computador trava, com a distribuição
de probabilidade dada pela Tabela 2.1. O valor esperado de M é o número médio de travamentos ao longo de
muitos trabalhos, ponderados pela Êeqüência com que um dado número de travamentos ocorre. Dessa forma,

E(À4) - 0 x 0,80 + 1 x 0,10 + 2 x 0,06 + 3 x 0,03 + 4 x 0,01 = 0,35 (2.2)

isto é, o número esperado de travamentos do computador enquanto você digita um trabalho é 0,35. Obviamente.
o número e6etivo de travamentos sempre deve ser um número inteiro; não Caz sentido dizer que seu computa-
dor travou 0,35 vezes durante a digitação de determinado trabalhos Em vez disso, o cálculo na Equação (2.2) sig-
nifica que o número médio de travamentos ao longo de muitos trabalhos é 0,35.

A fórmula para o valor esperado de uma variável aleatória discreta Y que pode assumir k valores diferentes
é dada no quadro Conceito Chave 2.]

Suponha que a variável aleatória y assuma k valores possíveis, 7Í yk, onde yt representa o

primeiro valor, 72 o segundo etc., e que a probabilidade de yassumir yt sejapÍ, a probabilidade
de yassumir 72 seja p2, e assim por diante. O valor esperado de Y. representado por E(}'), é

&

+ ybp& = :1. yipp
í-l

E(y) = yt PI + 72P2 + (2.4)
Conceito-
Chave

onde a notação "E,yípí" signiâca "a soma de yt pi para í variando de l a Ê". O valor espera-
do de y é tambérii' chamado de média de y ou expectativa de y e é representado por pr

2.1

Como a variância envolve o quadrado de Y. a dimensão da variância é a dimensão do quadrado de Y. o que
torna o problema de difícil interpretação. É, portanto, comum medir a dispersão pelo desvio padrão, que é a
raiz quadrada da variância e é representado por av. O desvio padrão tem a mesma dimensão de Y. Essas deânições
estão resumidas no Conceito-Chave 2.2.

Por exemplo, a variância do número de travamentos do computador M é a média do quadrado da diferença
entre M e sua média, 0,35, ponderada pelas respectivas probabilidades:

var(M) =(0 -- 0,35)2 x 0,80 +(1 -- 0,35)2 x 0,10 +(2 -- 0,35)2 x 0,06
+(3 -- 0,35)2 x 0,03 +(4 -- 0,35)2 x 0,01 = 0,6475. (2.5)

O desvio padrão de À4 é a raiz quadrada da.variância, portanto alw '0,6475 = 0,80

Uar;ânc;a de uma var;áve/ a/eafór;a de Berrou/#. A média da variável aleatória de Bernoulli G com a

distribuição de probabilidade dada pela Equação (2.1) é HC = p (Equação (2.3» e, portanto, sua variância é

Ua/or esperado de uma var;áve/ a/eafór;a de Berrou/#. Um caso especial importante da âórmu]a geral
do quadro Conceito-Chave 2.1 é a média de uma variável aleatória de BernouUI. Soja G a variável aleatória de
Bernoulh com a distribuição de probabilidade da Equação (2.1). O valor esperado de G é

var(G)=(e=(0-p)2x(l p) +(l p):xp=p(l-p).
Dessa forma, o desvio padrão de uma variável aleatória de Bernoulli é ac = 'vp(l -- p)

(2.6)

Momentos. A média de Y. E(y), ê também chamada de primeiro momento de Y. e o valor esperado do
quadrado de y, E(ye), também é chamado de segundo momento de y. Em geral, o valor esperado de y'é
chamado de momento f-ésímo da variável aleatória y. Isto é, o momento r-ésimo de Yé E(Y').

Assim como a média é uma medida do centro de uma distribuição e o desvio padrão é uma medida de sua
dispersão, os momentos com r > 2 medem outros aspectos da forma de uma distribuição. Neste livro, momen
tos mais elevados de distribuições (momentos com r > 2) são usados principalmente nas hipóteses matemáticas e
nas deduções que embalam os procedimentos estatísticos e econométricos.

E(G) - l x p + 0 x (l - p) - p. (2.3)

Portanto, o valor esperado de uma variável aleatória de Bernoulh é p, a probabilidade de que ela assuma o valor"l'

Ua/or esperado de uma var;áve/ a/eafór;a cona/}zua. O valor esperado de uma variável aleatória contínua

é também a média dos resultados possíveis da variável aleatória ponderada pelas respectivas probabilidades.
Como uma variável aleatória contínua pode assumir um conjunto contínuo de valores possíveis, a definição

matemática formal de sua expectativa envolve cálculo e sua definição é dada no Apêndice 15.1
Média e Variância de uma Função Linear
de uma Variável AleatóriaVariância, Desvio Padrão e Momentos

A variância e o desvio padrão medem a dispersão ou a "propagação" de uma distribuição de probabilidade.
A variância de uma variável aleatória y, representada por vara'), é o valor esperado do quadrado do desvio de
y em relação à sua média, isto é, var(}') = Et(y-- pv):].

Nesta seção, discutiremos variáveis aleatórias (digamos X e }') relacionadas por uma íünção linear. Por exem
Plo, considere uma estrutura de alíquotas de imposto de renda na qual um trabalhador é tributado a uma alíquota
de 20 por cento sobre seus rendimentos para então ganhar uma bolsa de estudos (isenta de impostos) de US$
2.000. Sob essa estrutura de imposto, os rendimentos líquidos de impostos y estão relacionados aos rendimentos
brutos X pela equação

Há uma distinção no texto original que na tradução se perde. O conceito de média nesse parágrafo é a tradução dos termos lricalz e po-
pa/affon mean. Esses termos estão relacionados à média da população, ou seja, à média dos valores possíveis da variável aleatória pon-
derada pelas respectivas probabilidades (veja o Conceito-Chave 2.1). Vemos também no texto a palavra «média" como tradução de
aperaEe. Um exemplo desse último uso, bastante Êeqüente neste capítulo, é a "média da an)ostra", tradução de sampZe aperaKe. O ter-
mo at'ernEe refere-se neste caso à média aritmética obtida pelos valores coletados em uma amostra (vda a Seção 2.5). Os dois conceitos
são diferentes e por isso se recomenda ao leitor cuidado durante a leitura (N. do R.T.)

y = 2.000 + 0,8X.

Isto é, os rendimentos líquidos y são 80 por cento dos rendimentos brutos X, mais US$ 2.000.
Suponha que os rendimentos brutos de uma pessoa no próximo ano soam uma variável aleatória com média

px e variância alÊ. Como os rendimentos brutos são aleatórios, os rendimentos líquidos tambêm são. Sob esse
imposto, qual será a média e o desvio padrão dos rendimentos líquidos? Depois dos impostos, seus rendimentos

(2.7)
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Variância e Desvio Padrão

A variância da variável aleatória discreta Y. representada por oÍ, é

É

d y) y-Hv):] -#v):P..-Conceito- í-l

Por exemplo, as condições meteorológicas se vai ou não chover a6etam a duração do tr4eto da aluna
da Seção 2.1. Seja y uma variável aleatória binária que é igual a um se o trqjeto 6or curto (menos de 20 minu-
tos) e igual a zero se não üor esse o caso, e seja X uma variável aleatória binária que é igual a zero se estiver
chovendo e igual a um se não estiver. Para essas duas variáveis aleatórias há quatro resultados possíveis: chove e o

trqjeto é longo (X - 0, Y - 0); chove e o tr4eto ê curto (X - 0, y - 1); não chove e o trajeto é longo (X = 1,
y = 0); não chove e o trajeto é curto (X - 1, y - 1). A distribuição de probabilidade conjunta é a frequência
com que cada um desses quatro resultados ocorre ao longo de muitos trajetos repetidos

Um exemplo de uma distribuição conjunta dessas duas variáveis é dado na Tabela 2.2. De acordo com essa

distribuição, ao longo de muitos trajetos, há chuva e um trajeto longo em 15 por cento dos dias (X - 0, y = 0),
isto é, a probabilidade de um trajeto longo com chuva é de 15 por cento, ou P(X - 0,y - 0) - 0,15. Também
temos P(X - 0,y - 1) - 0,]5, P(X - ],y - 0) - 0,07 e P(X - ],y - ]) - 0,63. Esses quatro resultados possí-

veis são mutuamente exclusivos e constituem o espaço amostral de modo que a soma das quatro probabilidades

seja igual a um.

Chave

2.2
O desvio padrão de y é av, a raiz quadrada da variância. A dimensão do desvio padrão é a
mesma dimensão de Y.

são 80 por cento dos rendimentos brutos originais, mais US$ 2.000. Desse modo, o valor esperado de seus rendi
mentor líquidos é

E(y) = pv = 2.000 + 0,8Hx.

A variância dos rendimentos líquidos é o valor esperado de (y HY)2. Como y = 2.000 + 0,8X, temos que
Y pv = 2.000 + 0,8X-- (2.000 + 0,8 px) - 0,8 (X--px). Então, E[(y Hy)2] - E {]0,8(X--p9]2} - 0,64
E[(X p92]. Segue se que var(y) - 0,64var(X), logo, tirando se a raiz quadrada da variância, obtém-se que o

desvio padrão de yé

(2.9)
D;sfr;6u;ção de pro6a6;/;Jade mare;na/. A distribuição de probabi]idade margina] de uma variável
aleatória y é somente outro nome para sua distribuição de probabilidade. Esse termo é usado para distinguir a
distribuição de Y sozinha (a distribuição marginal) da distribuição conjunta de y e outra variável aleatória

A distribuição marginal de y pode ser calculada a partir da distribuição conjunta de X e Y somando-se as
probabilidades de todos os resultados possíveis para os quais y assume um valor especíâco. Se X pode assumir J
valores diferentes, xl, .--, xi, então a probabilidade marginal de que y assuma o valor y é

a\:, 8ax. (2.10)

Ou sda, o desvio padrão da distribuição de seus rendimentos líquidos é 80 por cento do desvio padrão da
distribuição dos rendimentos brutos.

Essa análise pode ser generalizada de tal forma que y dependa de X com um intercepto 'z (em vez de US$
2.000) e uma declividade b (em vez de 0,8), de modo que

P(Y'
/

:P(x
-1

x.., y y) (2.14)

Por exemplo, na Tabela 2.2 a probabilidade de um tr4eto longo com chuva é de 15 por cento e a probabi-
lidade de um trajeto longo sem chuva é de 7 por cento, logo a probabilidade de um tr4eto longo (com ou sem
chuva) é de 22 por cento. A distribuição n-marginal das durações do tr4eto é dada na última coluna da Tabela 2.2.
Da mesma forma, a probabilidade marginal de que irá chover é de 30 por cento, conforme mostrado na última
linha da Tabela 2.2.

y=a+bX. (2.11)

Então, a média e a variância de ysão

.uv = íz + 6.tzx e

.? - ó:d,

(2.12)

(2.13)
Distribuições Condicionais

e o desvio padrão de y é ar = 1)ox. As expressões nas equações (2.9) e (2.10) são aplicações das fórmulas mais
gerais das equações (2.12) e (2.13) com a - 2.000 e b - 0,8.

D;sfríbu;ção cona;c;ona/. A distribuição de uma variável aleatória Y condicional a outra variável aleatória
X assumindo um valor específico é chamada de distribuição condicional de y dado X. A probabilidade condi-
cional de que y assuma o valor y quando X assume o valor x é escrita como P(y - y l X - x).

Por exemplo, qual é a probabilidade de que um trajeto seja longo (y - 0) se você sabe que está chovendo
(X - 0)? Da Tabela 2.2, a probabilidade conjunta de um trajeto curto com chuva é de 15 por cento e a proba-
bilidade conjunta de um trajeto longo com chuva é de 15 por cento; logo, se está chovendo, um trajeto curto e
um tr4eto longo são igualmente prováveis. Portanto, a probabilidade de que um tr4eto seja longo (y - 0), condi-
cional ao fato de estar chovendo (X - 0), é de 50 por cento, ou P(y - 0 l X - 0) - 0,50. De forma equivalente,
a probabilidade marginal de chuva é 30 por cento; isto ê, ao longo de muitos tr4etos chove 30 por cento das
vezes. Desses 30 por cento de tr4etos, em 50 por cento das vezes o trajeto é longo (0,15/0,30).

2.3 Duas Variáveis Aleatórias

A maioria das questões interessantes em economia envolve duas ou mais variáveis. Será que pessoas com
nível superior completo têm mais chance de conseguir um emprego do que aquelas que não possuem curso supe-
rior? Como a distribuição de renda entre as mulheres se compara com a distribuição de renda entre os homens?
Essas questões dizem respeito à distribuição de duas variáveis aleatórias consideradas en-l conjunto (nível de
instrução e situação einpregatícia no primeiro exemplo, renda e sexo no segundo). Responder a essas questões
requer uma compreensão dos conceitos de distribuição de probabi]idade conjunta, margina] e condicional.

Distribuições Conjuntas e Distribuições Marginais

D;sfr;6u;ção de proba6í/;Jade con/anta. A distribuição de probabilidade conjunta de duas variáveis

aleatórias discretas, digamos X e Y. é a probabilidade de que as variáveis aleatórias assumam simultaneamente
determinados valores, digamos x e y. A soma das probabilidades de todas as combinações possíveis (x,y) é um. A
distribuição de probabilidade conjtmta pode ser escrita como a função P(X - x, y = 7).

TABELA 2.2 Distribuição Conjunlu das Condições Meteorológicas e das Durações do Irajelo

Com chuva IX= 01 Sem chuva IX=1) Total

Trajeto longo(y - 0) 0,15 0,07 0,22

Trajeto curto(y = 1) 0,15 0,63 0,78

Total 0.30 0,70 1 ,00
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Em geral, a distribuição condicional de Y dado X - x é

P(y- rjX- x) - ' .,. .~

Por exemplo, a probabilidade condicional de uin tr4eto longo, dado que está chovendo, é P(y - 0 l X - 0)
= P(X - 0, y - 0)/ P(X = 0) = 0,15/0,30 - 0,50.

Como segundo exemplo, considere uma modificação do caso do computador que trava. Suponha que você
utilize um computador da biblioteca para digitar seu trabalho e que uma bibliotecária selecione aleatoriamente
para você um dos computadores disponíveis, dos quais metade é nova e metade é antiga. Como a seleção é deita
aleatoriamente, a idade do computador que você utiliza, .4 (- 1, se o computador âor novo; - 0, se 6or antigo)
é uma variável aleatória. Suponha que a distribuição conjunta das variáveis aleatórias À4 e .4 soja dada na Parte A
da Tabela 2.3. Então, a distribuição condicional de travamentos do computador, dada a idade do computador, é
dada na Parte B da tabela. Por exemplo, a probabilidade conjunta M - 0 e .4 = 0 é 0,35; como a metade dos
computadores é antiga, a probabilidade condicional de nenhum travamento, dado que você está usando um com
putador antigo, é P(M - 0 l .4 - 0) - P(M - 0, .4 - 0)/P(A - 0) - 0,35/0,50 = 0,70, ou 70 por cento. Em con-
traste, a probabilidade condicional de nenhum travamento: dado que âoi selecionado um computador novo, é de
90 por cento. Segundo as distribuições condicionais na Parte B da Tabela 2.3, os computadores mais novos têm
menos probabilidade de travar do que os antigos; por exemplo, a probabilidade de três travamentos é de 5 por
cento para um computador antigo, mas de l por cento para um computador novo.

Prx Y y)x'

E(Y) E(VjX x.)P(X- ".). (2.17)
l

(2.15)

A Equação (2.17) resulta das equações (2.16) e (2.15) (vda o Exercício 2.9).

Expressa de outra forma, a expectativa de Y é a expectativa da expectativa condicional de y dado X, isto é,

r(v) (vlx)], (2.i8)

onde a expectativa entre colchetes no lado direito da Equação (2.18) é calculada usando a distribuição condi-
cional de y dado X e a expectativa cora do colchete é calculada usando a distribuição marginal de X. A Equação

(2.18) é conhecida como lei das expectativas iteradas.
Por exemplo, o número médio de travamentos M é a média ponderada da expectativa condicional de À4,

dado um computador antigo, e da expectativa condicional de M, dado um computador novo; portanto, E(M) -
E(Àfl.a ; o) x P(.4 - o) + E(À'fl '4 - 1) x P(H - 1) - 0,56 x 0,50 + 0,14 x 0,50 - 0,35. Essa é a média da dis-

tribuição marginal de À4, conforme calculada na Equação (2.2).
A lei das expectativas iteradas implica que, se a média condicional de y dado X é zero, a média de y é zero.

Isso é uma conseqüência imediata da Equação (2.18): se E(Y] X) - 0, então E(y) - E]r(v] x)] - E]o] - o. Dito
de outra forma, se a média de y dado X é zero, a média ponderada dessas médias condicionais utilizando como

pesos as respectivas probabilidades é zero, isto é, a média de Y deve ser zero.

Expecfaf;va cona;c;ona/. A expectativa condicional de Y dado X, também chamada de média condi-
cional de y dado X, é a média da distribuição condicional de ydado X. Isto é, a expectativa condicional é o
valor esperado de Y. calculado utilizando a distribuição condicional de ydado X. Se yassumir É valores, yi,
yÉ, a média condicional de Y dado X - x será

r(vlx p(v lx
b

l
(2.16)

Uaríânc;a cona;c;ona/. A variância de y condicional a X é a variância da distribuição condicional de Y

dado X. Expressa matematicamente, a variância condicional de y dado X é

var(yjX= x) - IEl]rí r(}'jX- x)]:P(}'- 7.IX= x)-

Por exemplo, a variância condicional do número de travamentos, dado um computador antigo, é var(À'flH '
0) -(0-0,56)2x0,70 +(1 0,56)2x0,13 +(2-0,56)2x0,10 +(3-0,56)2x0,05 +(4 0,56)2x0,02=
0,99. O desvio padrão da distribuição condicional de M dado .4 - 0 é, portanto, V0,99 - 0,99. A variância
condicional de M dado .4 = 1 ê a variância da distljlll11jção na segunda linha da Tabela 2.3, que ê 0,22; assim, o
desvio padrão de M para computadores novos é V0,22 - 0,47. Para as distribuições condicionais da Tabela 2.3,

o número esperado de travamentos para computadores novos (0,14) é menor do que para computadores antigos
(0,56) e a dispersão da distribuição do número de travamentos, conforme medida pelo desvio padrão condicional,

é menor para computadores novos (0,47) do que para computadores antigos (0,99).

h

l
Por exemplo, com base nas distribuições condicionais da Tabela 2.3, o número esperado de travamentos do

computador, dado uin computador antigo, é E(Àíl.a - 0) - 0 X 0,70 + 1 X 0,13 + 2 x 0,10 + 3 x 0,05 + 4 x
C),02 - 0,56. O número esperado de travamentos do computador, dado um computador novo, é E(À41 .4 - 1) -
0,14, menor do que para os computadores antigos.

A expectativa condicional de Y dado X - x é apenas o valor médio de Y quando X - x. No exemplo da
Tabela 2.3, o número médio de travamentos para computadores antigos ê 0,56, portanto a expectativa condicional
de Y, dado um computador antigo, é de 0,56 travamentos. Da mesma forma, entre os computadores novos, o
número médio de travamentos é 0,14, isto é, a expectativa condicional de Y. dado um computador novo, é 0,14.

(2.19)

Independência
Duas variáveis aleatórias X e y são independentemente distribuídas, ou independentes, se o conhe-

cimento do valor de uma das variáveis não fornece nenhuma informação sobre a outra. Especificamente, X e y

são independentes se a distribuição condicional de y dado X é igual à distribuição margina] de Y. Isto é, X e
y são independentemente distribuídas se, para todos os valores de x e y,

P(y x) (independência de X e y). (2.20)

Substituindo a Equação (2.20) na Equação (2.15), temos uma expressão alternativa para variáveis aleatórias

independentes em termos de sua distribuição conjunta. Se X e y são independentes, então

P(X 7) y). (2.21)

Isto é, a distribuição conjunta de duas variáveis aleatórias independentes é o produto de suas distribuições
marginais.

TABELA 2.3 Diskibuições Conjunta e Condicional de Iravamentos do Computador IMI
e Idade do Computador 1.41

A. Distribuição conjunta

M=0 M=1 M=2 À4=3 À4=4 Total

Computadorantigo(.4:0) 0,35 0,065 0,05 0,025 0,01 0,50

Computadornovo(.4:1) 0,45 0,035 0,01 0,005 0,00 0,50

Total 0.8 0.1 0,06 0.03 0.01 1.00

B. Distribuições condicionais de Jbl dado A

À4=0 M=1 M =2 M=3 Àf=4 Total

p(Àíl.4-0) 0,70 0,13 0,10 0,05 0,02 1,00

P(nld-l) 0,90 0,07 0,02 0,01 0,00 1,00
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Co-variância e Correlação

Co-var;anciã. Uma medida da extensão com que duas variáveis aleatórias movem-se juntas é a sua co-
variância. A co-variância entre X e Y é o va]or esperado E[(X -- Px) (Y- PV)], onde Px ê a média .de X e Pv é .a
média de Y. A co-variância é representada por cov(X, }') ou por (JxV Se X pode assumir l valores e Y pode assumir
ê valores, a co variância é dada pela fórmula

Médias, Variâncias e Co-variâncias
de Somas de Variáveis Aleatórias

is) e soam a, b e c constantesvariância entre X e Y (e assim por diante para as outras variáve

Esses fatos seguem-se das deânições de média, variância e co-variância:

(2.27)E(a + ÜX + cy) = íz + &px + cp},,
Conceito-

cov(X,y) = axv - E[(X - Px)(y- Py)] =

IE: IE; (x] - Hx)(yí - Pv)P(X - q', y = y;).

/h (2.22)
var(a + by) = b:a$,

var(aX + by) = a2o2 + 2abaxr + b2a$,

E(}':) @ + P$,

cov(a + bX + cK y) = bqw + cara, e

E(Xy) = axv + PxPv.

corr(X, }') g l e la«,IS

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

Chave

2.3

Para interpretar essa fórmula, suponha que, quando X é maior do que sua mêdia (de modo que X -- /Jx é
positivo), Y tende a ser maior do que sua média (de modo que Y-- Pr é positivo) e que, quando X é menor que
sua média (de modo que X -- Px < 0), y tende a ser menor .do que sua média (de. modo que r -- PV '' u;. rm
ambos os casos, o produto (X ' #x)(y-- pv) tende a ser positivo, logo a co-variância é positiva. Em contraste, se
X e y tendem a se mover em direções opostas (de modo que X é grande quando y é pequeno e vice-versa), a

co-variância é negativa. Finalmente, se X e y são independentes, a co-variância é zero (vqa o Exercício 2.9).

/(#ce (desigualdade da correlação) .

Corre/anão. Como a co-variância é o produto de X por Y. expressos em termos de desvios com relação a suas
médias. sua dimensão é, inconvenientemente, a dimensão de X multiplicada pela dimensão de Y. Esse problema

de "dimensão" pode fazer com que valores numéricos da co-variância soam de difícil interpretação. . .
A correlaç r'é uma medida.êjt&rnativa de dependência entre X e y que soluciona o problema de ''dimen-

são" da co variância. Especi6camente, a correlação entre X e yé a co-variância entre X e ydividida por seus
desvios padrão:

A variância da soma de X e Y é a soma de suas variâncias, mais duas vezes sua co-variância:

var(X + y) = var(X) + var(y) + 2cov(X,y) = « + '$ + 2axV.

Se X e ysão independentes, então a co-variância é zero e a variância de sua soma é a soma de suas variâncias:

var(X + y) = var(X) + var(Y) = ( + a? (se X e ysão independentes).

O quadro Conceito-Chave 2.3 reúne expressões úteis para médias, variâncias e co-variâncias que envolven-t somas

ponderadas de variáveis aleatórias. Os resultados do quadro Conceito Chave 2.3 são deduzidos no Apêndice 2.1

(2.34)

(2.35)

cov(X, Y) q«,

'var(X)var(}') ax'lr
corr(X,y) = (2.23)

Como as dimensões do numerador da Equação(2.23) são iguais às do denominador, as dimensões se cancelam e

a correlação é um número puro- As variáveis aleatórias X e ysão chamadas não-correlacionadas se core(X, » : 0.
A correlação está sempre entre --l e 1, ou sqa, como está provado no Apêndice 2.1,

2.4 Distribuições Normal, Qui-Quadrado,
.f;. . efde Student

As distribuições de probabilidade mais Êeqüentemente encontradas em econometria são as distribuições nor-
mal, qui-quadrado, Fm,. e f de Student.--l É corr(X ,» É l (desigualdade da correlação). (2.24)

Correlação e média condicional.
correlacionadas, isto é

Se a média condicional de y não depende de X, então y e X são não- Distribuição Normal
Uma variável aleatória contínua com uma distribuição normal tem a densidade de probabilidade com o

formato familiar de sino mostrado na Figura 2.3. A função específica que define a densidade de probabilidade
normal é dada no Apêndice 15.1 Con-to mostra a Figura 2.3, a densidade nornaal com média H e variância a' é
simétrica em torno'de sua média e tem 95 por cento de sua probabilidade entre # 1,96a e # + 1,96a.

Algumas notações e terminologias especiais coram desenvolvidas para a distribuição normal. A distribuição
normal com mêdia P e variância a2 é chamada concisamente de ''N(H, a2)". A distribuição normal padrão
é a distribuição normal com média # = 0 e variância a2 = 1 e é representada por N(0, 1). Variáveis aleatórias
com distribuição N(0, 1) são 6'eqüentemente representadas por Z, e a função de distribuição acumulada normal
padrão é representada pela letra grega O; dessa forma, P(Z $ c) = 'P(c), onde c é uma constante. Os valores da
função de distribuição acumulada normal padrão estão na Tabela l do Apêndice.

Para o cálculo de probabilidades de uma variável normal com média e variância generalizadas, a variável

deve ser padronizada subtraindo-se em primeiro lugar a média para em seguida dividir o resultado pelo desvio
padrão. Por exemplo, suponha que y seja distribuída como N(1, 4), isto é, que y seja uma variável normal
mente distribuída com média l e variância 4. Qual é a probabilidade de que yg 2, isto é, qual é a área sombreada
na Figura 2.4a? A versão padronizada de y é }'menos sua média, dividido por seu desvio padrão, isto é, (y-- l)/

v4 = 1 (y 1). Assim, a variável aleatória ;(y-- 1) é normalmente distribuída com média zero e variância um

se E(yl X) - Pv então cov(Y X) - 0 e corr(}Í X) ' 0- (2.25)

eP"J=.f==:==:TH:.===:=\:,l:=.:1::': 1 :1 : ;i l
X, embora X e y soam não-correlacionadas. O Exercício 2.10 nos fornece um exemplo.

Média e Variância de Somas
de Variáveis Aleatórias

A média da soma de duas variáveis aleatórias, X e Y, é a soma de suas médias:

E(X + Y) - E(X) + E(y) - Hx + Pr (2.26)
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Calculando Probabilidades Envolvendo Variáveis
Aleatórias Normais

Suponha que y seja normalmente distribuída, com média # e variância a2, ou sqa, y é dis-
tribuída como N(X/, a2). Então, y é padronizada subtraindo-se a sua média e dividindo o
resultado por seu desvio padrão, isto é, calculando Z = (y -- #) /a.

Sejam cí e cz dois números com cl< c2, e sejam dt = (cí -- #) /a e d2 = (c2 -- #) /a. Então,
Conceito-

P(yÉ c2) = P(Z É d2) = 'P(d2),

P(y2 c:) = P(22 dt) = 1 -- 'P(dt), e

P(cl É yÉ Q) = P(dt É ZÉ d2) = o(d2) @(dl)

(2.37) Chave
(2.38) 2.4
(2.39)

A função distribuição acumulada normal O está na Tabela l do Apêndice

(veja o Exercício 2.4); sua distribuição normal padrão é mostrada na Figura 2.4b. Agora, y É 2 é equivalente a

!(}' 1) Éli(2 -- 1), isto é, li(V 1) g{. Portanto,
D;sfr;ba;ção norma/ mu/f;var;a(!a. A distribuição norn-ú pode ser generalizada para descrever a distribuição

conjunta de um conjunto de variáveis aleatórias. Nesse caso, a distribuição é chamada de distribuição normal
multivariada, ou, se apenas duas variáveis estão sendo consideradas, de distribuição normal bivariada. A

â6rmula para a f.d.p. normal bivariada é dada no Apêndice 15.1, e a fórmula para a f.d.p. normal multivariada
generalizada é dada no Apêndice 16.1.

A distribuição normal multivariada apresenta três propriedades importantes. Se X e ypossuem uma distribuição
normal bivariada com co-variância qw e se a e b são constantes, aX + by possui uma distribuição normal,

aX + by é distribuída como N(apx+bHV, a2( + b2(# + 2abaxv)
(X, Y normal bivariada) . (2.40)

De modo geral, se n variáveis aleatórias têm uma distribuição normal multivariada, qualquer combinação
linear dessas variáveis (como sua soma) é normalmente distribuída.

Em segundo ]ugar, se um conjunto de variáveis tem uma distribuição norlna] multivariada, a distribuição
marginal de cada variável é normal (isso resulta da Equação (2.40), quando colocamos a - l e ü - 0).

Em terceiro lugar, se variáveis com distribuição normal multivariada têm co variâncias iguais a zero, as variá-
veis são independentes. Portanto, se X e y têm uma distribuição normal bivariada e agw - 0, X e Y são inde-
pendentes. Na Seção 2.3 dissemos que, se X e Ysão independentes, então, sda qual Eor sua distribuição conjunta,
qa, = 0. Se X e Y têm distribuição normal conjunta, então o inverso também ê verdadeiro. Esse resultado de
que co-variância zero implica independência -- é uma propriedade especial da distribuição normal multivariada
que não é verdadeira para o caso geral.

P(YÉ2) p[{(v- 1) É !] P(z $ {) 'D(0,5) (2.36)

em que o valor 0,691 6oi obtido da Tabela l do Apêndice.
A mesma abordagem pode ser aplicada para calcular a probabilidade de que uma variável aleatória normal-

mente distribuída exceda algum valor ou se encontre dentro de deterá-reinado intervalo. Os passos são resumidos
no Conceito-Chave 2.4. O quadro "Um Dia Péssimo em W:d Street" apresenta uma aplicação incomum da dis-
tribuição normal acumulada.

FIGURA 2.4 Calculando a probabilidade de que Y g 2 quando Yé distribuída como Ntl, 41

Para calcular P(YÉ 2), padronize Ye então

utilize a tabela de distribuição normal padrão.

Yé padronizada pela subtração de sua média

Ip = 1 ) e pela divisão da resultado por seu

des\rio padrão lar = 21. A probabilidade de

que yÉ 2 é mostrada na Figura 2.4a e a

probabilidade correspondente após a

padronização cle Yé mostrada na Figura 2.4b.

Como a variável aleatória padronizada,
-!-=-1, é uma variável aleatória IZ) normal

«s.'., -'" :, : -l'?- . :F-l : -., ' .,',
Da Tabela l do Apêndice, P(ZÉ O,SI = 0,691 .

P(r É 2)

.distribuída como N(1, 4)

Distribuições Qui-Quadrado e Fm,.

As distribuições qui-quadrado e F... são usadas para testar alguns tipos de hipóteses na estatística e na
economia.

A distribuição qui-quadrado é a distribuição da soma de m variáveis aleatórias normais padrão indepen-
dentes ao quadrado. Essa distribuição depende de m, que é chamado de graus de liberdade da distribuição qui-
quadrado. Por exemplo, sejam ZI , Z, e Za variáveis aleatórias normais padrão independentes. Então, ZI + Z? +

Z32 possui uma distribuição qui-quadrado com três graus de liberdade. O nome dessa distribuição deriva da letra
grega usada para representa-la: uma distribuição qui-quadrado com m graus de liberdade é representada por X'z

Percentis selecionados da distribuição Z: são fornecidos pela Tabela 3 do Apêndice. Por exemplo, essa tabela

mostra que o 95e percentil da distribuição ;# é 7,81, de modo que P(Z12 + Zj + Z2 g 7,81) - 0,95.
Uma distribuição estreitamente relacionada é a distribuição Fm.-. A distribuição F«,. é a distribuição de

uma variável aleatória com uma distribuição qui-quadrado com m graus de liberdade, dividida por m. De forma

equivalente, a distribuição Fm.. é a distribuição da média de m variáveis aleatórias normais padrão ao quadrado.
Por exemplo, se Z:, Z2 e Z3 são variáveis aleatórias normais padrão independentes, então (Z2 + Z2 + Z?)/3
possui uma distribuição F3

(a) N(1, 4)

1,0 2,0 y

P(Z É 0,5)

distribuída como N(0, 1)

(b) N(O, l)

0,0 0,5

FIGURA 2.3 Densidade de Probabilidade Normal

A hinção densidade de probabilidade normal /"'"'\.
com média p e variância az é uma curva em ./ \
forma de sino, centralizada em lz. A área sob a / \
f.d.p. normal entre }z -- 1,96ae p + 1,96aé / \
0,95. A distribuição normal é representada por / \
N(/z, a:l. / \

/ 95% \

p -1,96a p p + 1,96a y
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Um Dia Péssimo em Wa Street
6mllfínílaÇãoJ

rctorno sobre ações apresenta uma distribuição com caudas

mais largas do que a distribuição normal; em outras palavras,

existem mais dias com retornou grandes positivos ou nega-

tivos do que a distribuição normal sugeriria. No Capítulo

m um dia hípico, o valor total de ações negociadas

na bolsa de valores dos Estados Unidos pode subir

ou cair l por cento ou mais. Isso é muito -- mas não é

nada se comparado ao que aconteceu no dia 19 de outu-
bro de 1987, uma segunda-feira. Na "Segunda-feira
Negra", o Dow Jones Industrial Average (uma média de
30 ações de indústrias grandes) despencou 25,6. por
centos De lg de janeiro de 1980 a 16 de outubro de
1987, o desvio padrão dos retornou diários (isto é, a
variação percentual diária dos preços) no Dow Jones

foi de 1,16 por cento; desse modo, a queda de 25,6
por cento representou um retorno negativo de 22
(- 25,6/1,16) desvios padrão. A enormidade dessa queda

pode ser vista na Figura 2.5, um gráfico dos retornou
diários do DowJones durante a década de 1980.

Se os retornou de ações são normalmente distribuí-
dos, a probabilidade de uma queda de no mínimo 22
desvios padrão é P(Z É -- 22) = a)(--22). Você não encon-
trará esse valor na Tabela l do Apêndice, mas poderá cal-
cula-lo usando um computador (tentei). Essa probabilidade

E é de 1,4 x lO l07,isto é, 0,000
total de 106 zerosl

Em que medida 1,4 x 10 í07 é pequeno? Considere o
seguinte:

B A população mundial ê de cerca de 6 bilhões, portanto
a probabilidade de se ganhar em uma loteria entre todas

as pessoas é de aproximadamente uma em 6 bilhões, ou
2 x 10'to.

H Acredita-se que o universo exista há 15 bilhões de anos,
ou cerca de 5 x 10t7 segundos, portanto a probabili-
dade de se escolher ao acaso um segundo em particu-
lar dentre godos os segundos desde o surgimento do
universo é de 2 x 10't8.

B Existem aproximadamente 1043 moléculas de gás no
primeiro quilómetro acima da superfície da Terra. A

probabilidade de se escolher uma ao acaso é de 1043.

00014, em que há um 1 4 apresentaremos um modelo econométrico para reEornos

de ações utilizado por profissionais do mercado ânanceiro
que é mais consistente com relação aos dias muito ruins --

e muito bons -- que vemos de fato em WaH Street.

Percentis selecionados da distribuição Fm.. são fornecidos pela Tabela 4 do Apêndice. Por exemplo, o 959

percentil da distribuição F3,- é 2,60? de modo que P[(Z2.+ Z2 + Z?) / 3 « 2,60) - 0,95. 0 95a percentil da dis-
tribuição F3,- é o 95e percentil da distribuição Z2 dividido por três (7,81/3 - 2,60).

A Distribuição f de Student

A distribuição í de Student com in graus de liberdade é definida como a distribuição da razão entre uma
variável aleatória normal padrão e a raiz quadrada de uma variável aleatória qui-quadrado independentemente
distribuída com m graus de liberdade, dividida por m. Isto é, sqa Z uma variável aleatória normal padrão, seja }'r
uma variável aleatória com uma distribuição qui-quadrado com Ki graus de liberdade e sejam Z e }'rindepen
dentemente distribuídas. Então, a variável aleatória Z/VW7m possui uma distribuição f de Student (também
chamada de distribuição í) com m graus de liberdade. Essa distribuição é representada por f.. Percentis sele-
cionados da distribuição f. são fornecidos na Tabela 2 do Apêndice.

A distribuição f de Student depende dos graus de liberdade in. Portanto, o 95a percentil da distribuição t.
depende dos graus de liberdade m. A distribuição f de Student tem uin formato de sino semelhante ao da distribuição
normal, mas quando m é pequeno (20 ou menos) ela apresenta mais massa nas caudas, ou soja, possui um formato
de sino com caudas mais largas do que a normal. Quando in é maior do que 30, a distribuição f de Student [en-]
uma boa aproximação pela distribuição normal padrão e a distribuição !. se iguala à distribuição normal padrão.

Embora realmente tenha sido um péssimo dia em WaD

Street, o simples fato de sua ocorrência sugere que sua pro-
babilidade 6oi maior do que 1,4 x lO l07. Na verdade, o

(continua)

FIGURA 2.5 Variação Percentual Diária do Índice Dow Jones Industrial na Década de 1 980

Durante a década de 1980.

a variação percentual
diária clo índice Dow Jones

raide 0,05 porcento e seu

desvio padrão foíde

1 ,1 6 por cento. Em 1 9 de
outubro de 1987 -- a

'Segunda-feira Negra" --.

oíndice caiu 25,6 por
cento, ou mais de 22

desvios padrão.

Variação (em percentagem)

2.5 Amostragem Aleatória e a Distribuição da Média da Amostra

Praticamente todos os procedimentos estatísticos e econométricos utilizados neste livro envolvem médias e
médias ponderadas de uma amostra de dados. Caracterizar as distribuições das médias das atnostras é, portanto,

um passo essencial rumo à compreensão dos procedimentos econontétricos.
Nesta seção, apresentamos alguns conceitos básicos sobre a amostragem aleatória e as distribuições de médias

utilizadas ao longo do livro. Começamos discutindo a amostragem aleatória. O ato de an-tostragem aleatória, ou
sqa, a seleção aleatória de uma amostra de uma população maior tem o efeito de tornar a média da amostra em
si uma variável aleatória. Como a média da an-mostra é uma variável aleatória, possui uma distribuição de proba-

bilidade, chamada de distribuição amostral. Nesta seção, finalizamos com algumas propriedades da distribuição
amostral da média da amostra.

Amostragem Aleatória

19 de outubro de 1987 .Amostragem a/eafór;a s;mp/es. Suponha que nossa aluna da Seção 2. í queira ser uma estatística e decida
registrar a duração do tr4eto que faz até a faculdade em diversos dias. Ela seleciona esses dias ao acaso durante
o ano letivo e a duração do trajeto diário apresenta a íiinção de distribuição acumulada da Figura 2.2a. Como
os dias Geram selecionados ao acaso, saber o valor da duração do tr4eto em um desses dias selecionados alem
toriamente não fornece nenhuma informação sobre a duração do trqjeto em outro dia, isto é, como os dias coram
selecionados ao acaso, os valores da duração do trajeto em cada dia diferente são variáveis aleatórias distribuídas
independentemente.

z..:. ..x
1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990

Ano
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Amostragem Aleatória Simples e Variáveis Aleatórias i.i.d Como y é aleatória, possui uma distribuição de probabilidade. A distribuição de y é chamada de dis-
tribuição amostral de y, pois é a distribuição de probabilidade associada a valores possíveis de y que pode-
riam ser calculados para diferentes amostras possíveis yt, ..., Yn

A distribuição amostrar de médias e médias ponderadas desemESnha um papel central em estatística e em

econometria. Iniciamos nossa discussão da distribuição amostral de y ao calcularmos sua média e sua variância
sob condições gerais com relação à distribuição da população de Y.

/Wédía e varíânc;a de y. Suponha que as observações Yt, ..., Yn soam i.i.d. e sejam pr e oÍ a média e a va
riância de X (como as observações são i.i.d., a média e a variância são as mesmas para todo í - l, ..., }z). Quando
n = 2, a média da soma Yi + Y2 é obtida p.or meio da Equação (2.26), ou sela, E(Yl+Y2) - pv + pv - 2 pv.
Portanto, a média da média da amostra é E]ã(x + Y2)] - : x 2#V = Pv. Em geral,

Em uma amostra aleatória simples, n objetos são selecionados ao acaso de uma população e

cada um tem a mesma probabilidade de ser selecionado. O valor da variável aleatória y para
o í-ésimo objeto selecionado aleatoriamente é representado por X. Como cada objeto tem
a mesma probabilidade de ser selecionado e a distribuição de X é a mesma para todo {, as va-
riáveis aleatórias yÍ, ..., Y. são independente e identicamente distribuídas (i.i.d.), isto ê, a
distribuição de X é a mesma para todo í - 1, ..., fz e YI é distribuído independentemente de
Y2, ''', Yn e assim por diante.

Conceito-

Chave

2.5

E(7) - :-lElr(X) - #*

A variância de y é obtida pela aplicação da Equação (2.28). Por exemplo, para n - 2, var(X + Y2) = 2c#

logo (aplicando a Equação (2.31) com a - b = li e cov(X,Y2) - 0), var(r) - l(#. Para um n geral, como YI,

}/. são i.i.d., X e X são independentemente distribuídas para í #J, logo cov(X,}P - 0. Então,

H

]A situação descrita no parágrafo anterior é um exemplo da estrutura de amostragem mais simples utilizada
em estatística, conhecida como amostragem aleatória simples, em que n obÜetos são selecionados ao acaso
de uma população (a população dos dias de aula) e cada membro da população (cada dia) tem a mesma proba-
bilidade de ser incluído na amostra.

As n observações na amostra são representadas por Yt, ..., Y,:, onde YI é a primeira observação, Y2 a segunda
observação e assim por diante. No exemplo da aluna, YI é a duração do tr4eto no primeiro dos fz dias selecionados
aleatoriamente e Y: é a duração do tr4eto no í-ésimo dos dias selecionados aleatoriamente.

Como os membros da população incluídos na amostra são selecionados ao acaso, os valores das observações
YI, ..., y. são aleatórios entre si. Se membros diferentes da população forem escolhidos, seus valores de yserão

diferentes. Portanto, o ato de amostragem aleatória significa que yi, ..., Yn podem ser tratadas como variáveis
aleatórias:. Antes de serem selecionadas, yÍ, ..., Yn podem assumir muitos valores possíveis; após sua seleção, um
valor especí6co é registrado para cada observação.

(2.42)

«-('n - «-(é-En
í-l

;p:«-a)--pE ::.«-'w,W

®
n

(2.43)

Se/eções í. í.d. Como Yt, ..., Yn são selecionadas aleatoriamente da mesma população, a distribuição marginal
de Y. é a mesma para cada í - 1, ..., n; essa distribuição marginal é a distribuição de y na população selecionada.
Quando X possui a mesma distribuição marginal para í - 1, ..., n, diz se que Yi, ..., YH são identicamente dis-
tribuídas.

No contexto da amostragem aleatória simples, conhecer o valor de yÍ não fornece nenhuma informação
sobre Y2, logo a distribuição condicional de Y2 dado YI é igual à distribuição marginal de Y2. Em outras palavras,

em uma amostragem aleatória simples, yÍ é distribuída independentemente de Y2, ..., Yn.
Quando YI, ..., Yn são selecionadas da mesma distribuição e são independentemente distribuídas, diz se que

são independente e identicamente distribuídas, ou i.i.d.
Amostragem aleatória simples e seleções i.i.d. são resumidas no Conceito-Chave 2.5.

O desvio padrão de y é a raiz quadrada da variância, av/ VG
Em suma, a média, a variância e o desvio padrão de Y são

E(y) = Pv,

«-('B -@ -f .
(2.44)

(2.45)

DP(y) (2.46)

Esses resultados são válidos para qualquer distribuição de Yi, isto é, a distribuição de X não precisa assumir
uma forma específica, como a normal, para que as equações (2.44), (2.45) e (2.46) sejam válidas.

A notação o$ representa a variância da distribuição amostral da média da amostra y. Em contraste, (# é a
variância de cada X individual, ou sqa, a variância da distribuição da população da qual a observação é sele
cionada. De modo semelhante, a? representa o desvio padrão da distribuição amostrar de y

Distribuição Amostral da
Média da Amostra

A média da amostra, }', das n observações YI, h
D;sfr;bu;ção amostra/ de }'' quando yé norma/mente d;sfríbui'da. Suponha que YI, ..., Yn sejam seleções

i.i.d. da distribuição 'N(PV, (#). Conforme âoi dito após a Equação (2.37), a soma de n variáveis aleatórias nor-
malmente distribuídas é em si normalmente distribuída. Como a média de y é Pv e a variância de y é (e/n, isso
signiâca que, se yí, ..., yH são seleções i.i.d. da distribuição N(#V, (#), y é distribuída como N(#V, (e/n).

Í - Z- (X + y2 + (2.41)

Um conceito essencial é o de que o ato de selecionar uma amostra aleatória torna a média da amostra y
uma variável aleatória. Como a amostra foi selecionada ao acaso, o valor de cada Yi é aleatório. Como Yt,
y. são aleatórias, sua média ê aleatória. Caso uma amostra diferente tivesse sido selecionada, as observações e
sua média da amostra seriam diferentes: o valor de }' difere de uma amostra selecionada aleatoriamente para
a seguinte.

Por exemplo, suponha que nossa aluna tenha selecionado ao acaso cinco dias para registrar a duração de seu
tr4eto e então tenha calculado a média dessas cinco durações. Se ela tivesse escolhido cinco dias diferentes, teria
registrado cinco durações diferentes e dessa forma teria calculado um valor diferente para a média da amostra.

2.6 Aproximações de Distribuições Amostrais
para Amostras Grandes

As distribuições amostrais desempenham um papel central no desenvolvimento de procedimentos estatís-
ticos e económicos e por isso é importante saber, em um sentido matemático, o que é a distribuição amostral
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de Y. Existem dois enfoques para caracterizar distribuições amostrais: um enfoque ''excito'' e um enfoque
aproximado'

O enfoque ''excito'' envolve a derivação de uma fórmula para a distribuição amostral que vale com exatidão
para qualquer valor de tz. A distribuição amostral que descreve exatamente.2 distribuição de y para qualquer n é
chamada de distribuição exata ou distribuição de amostra Hnita de y. Por exemplo, se Y' é nglmalmente
distribuído e Y], ..., Yn são i.i.d., então (conforme discutido na Seção 2.5), a distribuição exata de Y é normal
com média ÉfV e variância (e/n. Infelizmente, se a distribuição de anão é normal, em geral a distribuição amostral
exata de Y é muito complicada e depende da distribuição de Y.

O enfoque ''aproximado'' utiliza aproximações para a distribuição amostral que dependem do fato de o
tamanho da amostra ser grande. A aproximação de distribuiçã.o amostral para antostras grandes fteqüentemente
é chamada de distribuição assintótica -- "assintótica" porque as aproximações se tornam exatas no limite em
que n + .a. Como veremos nesta seção, essas aproximações podem ser muito precisas mesmo que o tamanho
da amostra sqa de apenas n ' 30 observações. Con-to os tamanhos de amostra utilizados na prática em econome-
tria são geralmente da ordem de centenas ou milhares, essas distribuições assintóticas fornecem aproximações
muito boas para a distribuição amostral exala.

Nesta seção, apresentamos duas ferramentas importantes utilizadas para aproximar distribuições amostrais
quando o tamanho da amostra é grande, a lei dos grandes números e o teorema central do limite. A lei dos grandes
números afirma que, quando o tamanho da amostra Êor grande, Y estará próxima de HV com uma probabilidade
muito elevada. O teorema central do lin-üte afirma que, quando o tamanho da amostra é grande, a distribuição
amostral da média da amostra padronizada, (y Éfv)/oy, é aproximadamente normal.

Embora as distribuições amostrais exatas sejam complicadas e dependam da distribuição de }r', as distribuições

assintóticas são simples. Além disso -- o que é notável --, a distribuição normal assintótica de (Y -- pv) /a7 fzão
depende da distribuição de }'. Essa distribuição aproximada normal fornece simplificações enormes e forma a
base da teoria da regressão utilizada ao longo deste livro.

aplicações deste livro; por exemplo, como existe um limite superio.r para a duração do trqjeto de nossa aluna (ela
poderia estacionar e ir andando se o transito estivesse muito ruim), a variância da (listrlbuição das durações do
trajeto é ânita.

Teorema Central do Limite

O teorema central do limite aârma que, sob ebndições gerais, a distribuição de y aproxima-se bem de uma

distribuição normal quando n é grande. Lembre-se de que a média de y é Pr e sua variância é o$ = o$/n. De
acordo com o teorema cenüal do limite, quando fz é grand(La distribuição de y é apro>dmadamente N(#V, a 2). Con-

forme discutimos no final da Seção 2.5, a distribuição de y é exala/nenfe N(#V, a2) quando a amostra é selecionada

de uma população com distribuição normal N(#r, (#). O teorema central do limite diz que esse mesmo resultado
é apíoxímadanzetzfe verdadeiro quando íz é grande mesmo que yt, ..., Yn em si não soam normalmente distribuídas.

A convergência da distribuição de Y para a aproximação normal em formato de sino pode ser vista (um

pouco) na Figura 2.6. Entretanto, colho a distribuição fica bastante concentrada quando n é grande, é necessário
forçar um pouco a vista. Seria mais fácil ver o formato da distribuição de y se você utilizasse uma lupa ou tivesse
outra forma de ampliar ou expandir o eixo horizontal do gráfico.

FIGURA 2.6 Distribuição Amostral da Média da Amostra de n Variáveis Aleatórias de Bernoulli

Probabilidade Probabilidade

P : 0,78 P : 0,78

Lei dos Grandes Números e Consistência

A lei dos grandes números aÊrma que, sob condições gerais, y estará próxima de Pr com uma probabi-
lidade muito elevada quando n ãor grande. Isso algumas vezes é chamado de "lei das médias". Quando se calcula
a média de um número grande de variáveis aleatórias com a mesma média, os valores grandes contrabalançam os
valores pequenos e a média da amostra fica próxima da média comum.

Por exemplo, considere uma versão simpliâcada do experimento da aluna, em que ela simplesmente regis-
tra se o seu tr4eto âoi curto (menos de 20 minutos) ou longo. Considere Y. igual a um se o tr4eto foi curto no
í-ésimo dia selecionado aleatoriamente e igual a zero se âoi longo. Como ela utilizou uma amostragem aleatória
simples, Y], ..., Yn são i.i.d. Assim, X, í - 1, ..., n são seleções i.i.d. de uma variável aleatória de Bernoulli, em
que (segundo a Tabela 2.2) a probabi]idade de que X, - ] é 0,78. Como a expectativa de uma variável aleatória
de Bernoulli é sua probabilidade de sucesso, r(X) - HV ; 0,78. A média da, amostra y é a oração de dias de sua
amostra em que o tr4eto 6oi curto.

A Figura 2.6 mostra a distribuição amostrar de y para vários tamanhos de amostra fz. Quando n ; 2 (vqa a
Figura 2.6a), }' pode assulTlir apenas três valores: 0, ; e l (nenhum trajeto âoi curto, um trajeto Éoi curto e ambos
os trajetos coram curtos), nenhum dos quais está particularmente próximo da proporção verdadeira na população,

0,78. À medida que n aumenta, contudo (veja a Figura 2.6b-d), y assume mais valores e a distribuição anlostral
torna se bastante centrada em Pv.

A propriedade de y estar próximo de Pr com probabilidade crescente à medida que n aumenta é chamada
de convergência na probabilidade ou, de forma mais concisa, consistência (veja o Conceito Chave 2.6). A
lei dos grandes números aârma que, sob determinadas condições, Y converge em probabilidade para Pr ou, de
forma equivalente, que Y é consistente para #y'

As condições para a lei dos grandes números que utilizaremos neste livro são de que Y., { - 1, ..., íz sda i.i.d.
e que a variância de Y, (#, seja finita. O papel matemático dessas condições é esclarecido na Seção 15.2, em que
a lei dos grandes números é provada. Se os dados são coletados por amostragem aleatória simples, a hipótese i.i.d.
é válida. A hipótese de que a variância é finita aârma que valores de X extremamente grandes são observados
com pouca 6'eqüência; caso contrário, a média da amostra não seria coníiável. Essa hipótese é plausível para as

0,0 0,25 0,50 0,75 1,00

Valor da média da amostra

(a) n = 2

0,0 0,25 0,50 0,75 1,00
Valor da média da amostra

(b) n = 5

Probabilidade
Probabilidade
0,125

o,100

0,075

0,050

0,025

0,00

P : 0,78 P : 0,78

0,0 0.25 0.50 0.75 1.00
Valor da média da amostra

0,0 0.25 0.50 0.75 1.00
Valor da média da amostra

(c) n - 25 (d) lz - 100

As distribuições são distribuições amostrais de ?', a média da amostra de n variáveis aleatórias de Bernoulli independentes com

p : P(X, = 1 l = 0,78 ja probabilidade de um trajeto rápido é de 78 por cento). A variância da distribuição amostral cle }'
diminui à meclicla que n cresce, de modo que a distribuição amostral se torna mais concentrada em torno de sua média p = 0,78
à medida que o tamanho da amostra n cresce.

L.
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Alguém PS)de perguntar: o que significa "grande o suÊciente"? Isto é, quão grande deve ser fz para que a dis-
tribuição de Í sqa aproximadamente normal? A resposta é: "depende". A qualidade da aproximação normal
depende da distribuição dg! X. subjacentes que compõem a média. Em um caso extremo, se os Y. são normal-
mente distribuídos, então Y é normalmente distribuído de ít)rma excita para todo n. No entanto, quando os X
subjacentes têm uma distribuição muito distante da normal, essa aproximação pode requerer n = 30 ou até mais.

Esse ponto é ilustrado pela Figura 2.8 para uma distribuição da população, mostrada na Figura 2.8a, que é
muito diferente da distribuição de Bernoulli. Essa distribuição tem uma cauda direita longa (é assimétrica para a
direita). A distribuição amostrar de y, depois de centrada e ampliada, é mostrada nas figuras 2.8b, c e d para n -
5. 25 e 100. Embora a distribuição amostral estqa aproximando a forma de sino para n ' 25, a aproximação nor-
mal ainda tem impeúeições evidentes. Entretanto, para rz ; 100, a .aproximação normal é bastante boa. Na ver-
dade, para n 2 100, a aproximação normal para a distribuição de y geralmente é muito boa para uma grande
variedade de distribuições da população.

J
r Convãos Cclmda Probabilidade, Consistência

mente /ll' e vu(X)se YP ' : 1, .. n são independente e identica-

Conceito-

Chave

!JU ll H: X H:U l$S

$ $R;
FIGURA 2.8 Distribuição da Média da Amostra Padronizada de n Seleções de uma Distribuição Assimétrica

Probabilidade Probabilidade

FIGURA2.7 Distribuição da Média da Amostra Padronizada
de n Variáveis Aleatórias de Bernoulli

A distribuição amostral de }' na Figura

2.6 é mostrada aqui após a

padronização de I'.Isso centra as
distribuições cla Figura 2.6 e amplia a

escala no eixo horizontal por um fator
V;l. Quando o tamanho da amostra é

grande, as distribuições amostrais são

cada vez mais bem aproximadas pela
distribuição normal (a linha continuai,

conforme previsto pelo teorema central
do limite.

Probabilidade
Probabilidade

-3,0 --2,0 --1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Valor padronizado
da média da amostra

(a) n = l

--3,0 --2,0 --1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

lãalor padronizado
da média da amostra

(b) n - 5

Probabilidade Probabilidade

3,0.l,o o,o l,o
Valor padronizado

da média da amostra
Valor padronizado

da média da amostra

(a) n: 2
(b) n : 5

Probabilidade Probabilidade

0,25

0,20

0,15

0,10

0,05

0.00
-3,0 2,0

-3,0 --2,0 --1,0 0,0 1,0 2,0 3,0

Valor padronizado
da médiál da amostra

(c) n = 25

],o o,o
lãdot. padronizado

da média da amostra

(d) n : 100

As figuras mostram a distribuição amostral da média da amostra padronizada de n seleções da distribuição da população

assimétrica mostrada na Figura 2.8a. Quando n é pequeno (n = 5), a distribuição amostrar, como na distribuição da população

é assimétrica. Mas, quando n é grande jn = 1 001, as distribuições amostrais são bem aproximadas por uma distribuição normal
padrão (linha contínua), conforme previsto pelo teorema central clo limite.

Valor padronizado
da média da amostra

Valor padronizado
da média da amostra

(c) ti - 25 (d)ít- 100
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Teorema Central do Limite Termos-chave

Suponha que YI, ..., yn sejam i.i.d. coíBE(X) - #y e var(X)
medida que n ---» m, a distribuição de (y -- #Y) / (& (onde (#
mente bem aproximada pela distribuição norn-tal padrão.

d, onde 0 < aÍ < m. À

ce/íz) torna-se arbitraria-

resultados (13)

probabilidade (13)

espaço amostrar (13)
evento (13)

variável aleatória discreta(13)
variável aleatória contínua (1 3)
distribuição de probabilidade(13)
distribuição de probabilidade acumulada (13)

função de distribuição acumulada (f.d.a.) (14)
variável aleatória de Bernoulli(1 4)
distribuição de Bernoulli(14)
unção densidade de probabilidade (f.d.p.) (15)

punção densidade (15)
densidade (15)

valor esperado (16)
média (16), variância (16) e desvio padrão (17)
momentos de uma distribuição (17)

distribuição de probabilidade conjunta (1 8)
distribuição de probabilidade marginal (19)
distribuição condicional(1 9)

expectativa condicional (20)
média condicional (20)

lei das expectativas iteradas (21)
variância condicional (21)

independência (21)
co-variância e correlação(22)
não-correlacionadas (22)

distribuição normal (23)

distribuição normal padrão(23)
padronizar un-la variável aleatória (23)

distribuição normal multivariada(25)
distribuição normal bivariada(25)
distribuição qui-quadrado(25)
distribuição F.,... (25)
distribuição f de Student (27)

amostragem aleatória simples(27)
população (28)
identicamente distribuídas (28)

independente e identicamente distribuídas (i.i.d.) (28)
distribuição amostral (29)
distribuição exala (30)

distribuição assintótica(30)
lei dos grandes números (30)
convergência na probabilidade(30)
consistência (30)

teorema central do limite (31)

distribuição normal assintótica(34)

Conceito.

Chave

2.7

O teorema central do limite é um resultado notável. Enquanto as distribuições de y para "rl pequeno" nas
partes b e c das figuras 2.7 e 2.8 são complicadas e completamente diferentes umas das outras, as distribuições

para "n grande'' nas figuras 2.7d e 2.8d são simples e, incrivelmente, têm um formato semelhante. Como a dis-
tribuição de y se aproxima da normal à medida que ?7 cresce bastante, diz-se que y possui uma distribuição
normal assintótica.

A conveniência da aproximação normal, associada a sua grande aplicabilidade devido ao teorema central do
limite, eaz dela uin alicerce da estatística aplicada moderna. O teorema central do limite está resumido no Con-
ceito-Clhave 2.7

Resumo

l

2

3.

4

5

6

As probabilidades de que uma variável aleatória assuma valores diferentes são mostradas pela função de
distribuição acumulada, pela função distribuição de probabilidade (para variáveis aleatórias discretas) e
pela função densidade de probabilidade (para variáveis aleatórias contínuas).

O valor esperado de uma variável aleatória y (também chamado de média HY), representado por E(Y), é
o valor médio da variável ponderado pelas probabilidades. A variância de y é (# = E[(Y-- HY)2] e o desvio

padrão de Y é a raiz quadrada de sua variância.

As probabilidades conjuntas de duas variáveis aleatórias X e y são mostradas por sua distribuição de pro-

babilidade conjtmta. A distribuição de probabilidade condicional de y dado X - x é a distribuição de
probabilidade de Y. condicional a que X assuma o valor x.

Uma variável aleatória normalmente distribuída possui a densidade de probabilidade em forma de sino
da Figura 2.3. Para calcular uma probabilidade associada a uma variável aleatória normal, em primeiro

lugar padronize a variável e então utilize a distribuição acumulada normal padrão da Tabela l do Apêndice.

A amostragem aleatória sin-tples produz n observações aleatórias y], ..., Yn que são independente e iden
ricamente distribuídas (i.i.d.).

A média da amostra, y, varia de uma amostra selecionada aleatoriamente para a seguinte e, portanto, é
uma variável aleatória com uma distribuição amostral. Se yt, ..., yn são i.i.d., então:

a. a distribuição amostral de y tem média Pv e variância (4 = aÕ/n;

b. a lei dos grandes números afirma que y converge em probabilidade para Pv; e

c. o teorema central do limite afirma que a versão padronizada de }', (y pv)/ay, possui uma distribuição
normal padrão (distribuição N(0,1» quando /? é grande.

Revisão dos Conceitos

2.1 Exemplos de variáveis aleatórias utilizadas neste capítulo incluem: (a) o sexo da próxima pessoa que você

vai conhecer, (b) o ]aúmero de vezes que um computador trava, (c) a duração do trajeto até a faculdade, (d)
se o computador que Ihe disponibilizaram na biblioteca é novo ou antigo e (e) se está chovendo ou não.
Explique por que cada uma delas pode ser considerada aleatória.

Suponha que as variáveis aleatórias X e y sejam independentes e que você conheça suas distribuições.
Explique por que conhecer o valor de X não Ihe diz nada sobre o valor de y.

Suponha que X represente o montante de precipitação atmosférica em sua cidade natal em um dado mês

e que y represente o número de nascimentos em Los Angeles durante o mesmo mês. Será que X e y são
independentes? Explique.

2.2

2.3

2.4
Uma turma de econometria possui oitenta alunos e o peso médio dos alunos é de 65,8 kg. Uma amostra

aleatória de quatro alunos é selecionada e seu peso médio é calculado. O peso médio dos alunos da amostra
será igual a 65,8 kg? Justi6que. Use esse exemplo para explicar por que a média da amostra y é uma va-
riávelaleatória

2.5
Suponha que YI, ..., Yn sejam variáveis aleatórias i.i.d. com uma distribuição N(1, 4). Esboce a densidade

de probabilidade de y para n ' 2. Faça o mesmo para fz ' 10 e n = 100. Em palavras, descreva como as
densidades digerem. Qual é a relação entre sua resposta e a lei dos grandes números?

L
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2.6 Suponha que Yi, ..., Yn soam variáveis aleatórias i.i.d. com a distribuição de probabilidade dada pela Figura

2.8a. Você deseja calcular P(Y É 0,1). Seria razoável utilizar a aproximação normal se n - 5? O que dizer
para n ' 25 e rz : ]00? Explique.

2.8 Em um ano qualquer, o tempo pode provocar danos em uma residência por meio de um temporal. De

ano para ano, o dano é aleatório. Seja yo valor monetário do dano em um dado ano qualquer. Suponha
que em 95 por cento dos anos y - US$ 0, mas que em 5 por cento dos anos y - US$ 20.000.
a. (j2ual é a média e o desvio padrão do dano em qualquer ano?
b. Considere um ''seguro coletivo'' de cem pessoas cujas casas estão su6cientei-Rente dispersas de tnodo

que, em um dado ano, o dano a casas diferentes possa ser visto como variáveis aleatórias indepen-
dentemente distribuídas. Seja Y o dano médio a essas cem casas em um ano. (i) Qual é o valor
esperado do dano médio y? (ii) Qual é a probabilidade de que y exceda US$ 2.000?

Considere duas variáveis aleatórias X e y. Suponha que y assuma k valores yi,
r valores xi, ..., xl.

a. Demonstre que P(y - yJ) - :l P(y- % IX: x..)P(X- x.-). (Dica: Use a deânição de P(y - yJ IX - x.).)

b. Utilize sua resposta em (a) pala' veriâcar a Equação (2. 17).

c. Suponha que X e ysejam independentes. Mostre que ox\r = 0 e corr(X, }') - 0
Este exercício fornece um exemplo de um par de variáveis aleatórias X e apara as quais a média condi-
cional de ydado X depende de X, mas corr(X, Y) : 0. Sejam X e Z duas variáveis aleatórias normais

padrão independentemente distribuídas e seja y = X2 + Z.
a. Demonstre que r(VIX) - Xa
b. Demonstre que Pr : l.
c. Demonstre que E(X}') - 0. (Dica: Utilize o fato de que momentos ímpares de uma variável

aleatória normal padrão são todos iguais a zero.)
d. Demonstre que cov(X,» - 0 e, portanto, corr(X,» - 0.

Exercícios

As soluções para os exercícios indicados coma podem ser encontradas, em inglês, no site relativo ao livro em
www.aw.com/stock.br.

+2.1 Utilize a distribuição de probabilidade fornecida na Tabela 2.2 para calcular (a) E(y) e E(X); (b) (« e

@; e (c) axv ' cora(X, y).

2.2 Utilizando as variáveis aleatórias X e y da Tabela 2.2, considere duas variáveis aleatórias novas W' =

3 + 6X e }'' - 20 -- 7Y. Calcule (a) E(H'') e E(}'), (b) ai e (# e (c) awr e corr(1'%' }').

2.3 A tabela a seguir fornece a distribuição de probabilidade conjunta entre a situação empregatícia eo
nível de instrução entre trabalhadores ou pessoas que estão procurando trabalho (desempregados) em

idade ativa na população norte-americana, com base no censo dos Estados Unidos de 1990.

2.9 yk, e que X assuma

2.10

APÊNDICE

2.1 Derivação dos Resultados
do Conceito-Chave 2. 3*a. Calcule E(}').

b. A taxa de desemprego é a cação da corça de trabalho que está desempregada. Demonstre que a
taxa de desemprego é dada por l E(}').

*c. Calcule r(VJX - 1) e r(VJX - 0).
d. Calcule a taxa de desemprego para (i) indivíduos com curso superior (ii) indivíduos sem curso

superior.
#e. Um membro da população selecionado aleatoriamente relata que esta desempregado. Qual é a

probabilidade de que esse trabalhador tenha curso superior? E de que não tenha curso superior?
f. As conquistas educacionais e a situação empregatícia são independentes? Explique.

A variável aleatória ypossui média l e variância 4. Seja Z = ã (y 1). Mostre que Pz = 0 e (g - l.

Calcule as seguintes probabilidades:
a. P(yÉ 3), se yé distribuída como N(1, 4).
b. P(Y> 0), se y é distribuída como ]V(3, 9).

#c. P(40 É yÉ 52), se y é distribuída como N(50, 25).
d. P(6 g yg 8), se yé distribuída como N(5, 2).

Calcule as seguintes probabilidades:

a. P(y$ 6,63), se y é distribuída como Zi'.
b. P(yg 7,78), se y é distribuída como /42.

'kc. P(y> 2,32), se y é distribuída como Flo,-.

Em uma população, HV = 100 e ov = 43. Utilize o teorema central do limite para resolver as seguintes
quest(5es:
a. Em uma amostra aleatória de tamanh4

100, calcule P(y É IOI).
b. Em uma amostra aleatória de tan-Lenho n - 165, calcule P(Y > 98).

+c. Em uma amostra aleatória de tamanho fz - 64, calcule P(101É Y g 103).

Este apêndice deriva as equações do Conceito Chave 2.3.

A Equação (2.29) vem da definição de expectativa.

Para derivar a Equação (2.30), utilize a definição de variância para escrever var(a + by)
E(a + bY')]:} = E]Lb(}' Pv)]:} = b:E[(y- pY):] = b: «.

Para derivar a Equação (2.31), utilize a definição de variância para escrever

Ena + by

var(aX + by) E{ [(aX + 8y) - (aPx + bHv)]:}

E[[a(X-#x) + b(y Pv)]'}

E[a2(X Px):] + 2EFab(X-Px)(Y Pv)] + E]b2(y
a:var(X) + 2abcov(X, y) + b:var(Y)

a2a2 + 2abaxr + b2a2,

2.4

2.5 (2.47)

onde a segunda igualdade segue ao agrupar os termos, a terceira igualdade segue ao expandir o quadrado e a quarta igual-

dade segue da definição de variância e co-variância.
Para derivar a Equação (2.32), escreva E(y2) = Et[(y-- HV) + Pr]2} = E[(y-- Py):] + 2PTE(y-- Hr) + Pv2 = o? + #?

pois E(y-- Pv) = 0.
Para derivar a Equação (2.33), utilize a deânição de co-variância para escrever

2.6

2.7

o n

cov(a + bX + cK y) Eira + bX + c]''-- E(a + bX + cr)]]y-- Pv]}

E {[b(X- Px) + c(}'- Pu)]]Y' Hr]}

E {[b(X- Px)]]\'- Pr]} + EÍ]c(]''- #u)]]Y'-

baxr+ caKV,

H.]}
(2.48)

que é a Equação (2.33)

Disbibuição Conlunla de Situação Empregatícia e Nível de Instrução da População dos Estados Unidos
com !Jade entre 25 e 64 Anos, 1 990

Desempregados(y- 0) Empregados(y- 1) Total

Sem curso superior(X - 0) 0,045 0,709 0,754

Com curso superior(X - 1) 0,005 0,241 0,246

Total 0 ,050 0,950 1,000
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Para derivar a Equação (2.34), escreva E(XY) - E][(X Px) + Hx][(Y-- .UV) + ÁIV]} = E](X-- Alx)(y ]lv)] + .Ux

EÇY-- PYà -t PYE(.X HX) -h FIXPY- aXY-F PXFIY

Agora provámos a'desigualdade da correlação da Equação (2.35), a saber, l corr(X,y)l É 1 . Sqa a = --oxv/(Ú e b = l
Aplicando a Equação (2.31), temos que

var(aX + H = amai + aÕ + 2aaxv

= (--axr/d): d + d + 2(-axr/d)axr (2.49)

Como var(aX + }') é uma variância, ela não pode ser negativa; desse modo, da última linha da Equação (2.49), opte
mos que ai -- (dr/aÊ Z 0. A reorganização dessa desigualdade produz

(desigualdade da co-variância) (2.50)

A desigualdade de co-variância implica que ($V/((da2) $ 1 ou, de forma equivalente,

a definição de correlação) prova a desigualdade da correlação l corr(X, n É l

axv/(arar)IS 1, que(utilizando


