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capiTuLo 5 Regressao Linear com
3 Mditiplos Regressores

Capitulo 4 terminou com uma observagio preocupante. Embora diretorias regionais de ensino com

razdes aluno-professor menores tendam a ter pontuagdes nos exames matores na base de dados da Ca-

liférnia, talvez os alunos de diretorias com turmas menores tenham outras vantagens que os ajudem a
obter um bom: desempenho em exames padronizados. Seri que isso pode ter gerado resultados enganosos e, se
for esse 0 caso, o que pode ser feito?

Fatores omitidos, como caracteristicas dos alunos, podem na verdade tornar enganador ou, mais precisa-
mente, viesado o estimador de minimos quadrados ordinirios (MQO) do efeito do tamanho das turmas sobre a
pontuacdo nos exames. Neste capitulo, explicamos o “viés de omissio de varidveis” e apresentamos a regressio
miltipla, um método que pode eliminar esse viés. A idéia principal da regressio multipla é que, se tivermos dados
sobre essas variaveis omitidas, poderemos inclui-las como regressores adicionais e, dessa forma, estimar o efeito
de um regressor (a razio aluno-professor), mantendo constantes as outras variaveis (como as caracteristicas dos
alunos).

Neste capitulo, explicamos como estimar os coeficientes do modelo de regressdo linear maltipla. Mostramos
como realizar inferéncia estatistica, isto €, como testar hip6teses sobre os coeficientes da regressio maltipla e cons-
truir intervalos de confianga para esses coeficientes. Muitos aspectos da regressio multipla sio semelhantes aos da
regressio com um Unico regressor, estudada no Capitulo 4. Os coeficientes do modelo de regressio multipla
podem ser estimados a partir dos dados pelo uso de MQO; os estimadores de MQO na regressio multipla sio
variaveis aleatdrias porque dependem de dados de uma amostra aleatéria; para amostras grandes, as distribui¢des
amostrais dos estimadores de MQO sio aproximadamente normais, e esses estimadores podem ser utilizados para
testar hipoteses e construir intervalos de confianca para os coeficientes de regressio da populagio. Uma hipdtese
que pode ser testada ¢ de que a redugio da razdo aluno-professor nio possui nenhum efeito sobre a pontuagio
nos exames, mantendo constantes as caracteristicas mensuraveis dos alunos da diretoria.

5.1 Viés de Omissao de Variaveis

Ao se concentrar apenas na razio aluno-professor, a anilise empirica do Capitulo 4 ignorou alguns deter-
minantes potencialmente importantes da pontuagio nos exames ao agrupar suas influéncias no termo de erro da
regressido. Esses fatores omitidos incluem caracteristicas da escola, como a qualificagio dos professores e a uti-
lizagio de computadores, e caracteristicas do aluno, como a situagido econdémica da familia. Comegamos pela
consideragio de uma caracteristica omitida do aluno que é particularmente relevante na Califoérnia em virtude
da grande popula¢io de imigrantes: a prevalénciilna diretoria regional de ensino de alunos que ainda estio apren-
dendo inglés.

Ao ignorar a porcentagem de alunos que esti aprendendo inglés na diretoria, o estimador de MQO da
declividade na regressio da pontuagio nos exames sobre a razio aluno-professor pode estar viesado; isto é, a média
da distribuigio amostral do estimador de MQO pode nio ser igual ao efeito verdadeiro de uma variagdo unitiria
na razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames. O raciocinio é o seguinte: os alunos que ainda estio
aprendendo inglés podem ter um desempenho inferior nos exames padronizados em relagio dqueles cujo inglés
é o idioma nativo. Se as diretorias com turmas grandes também tivessem muitos alunos aprendendo inglés, a
regressio de MQO da pontuagio nos exames sobre a razio aluno-professor poderia encontrar erronearnente uma
correlacio e produzir um coeficiente estimado grande, quando na realidade o verdadeiro efeito causal da redugio
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do tamanho das turmas sobre a pontuagao nos exames é pequeno, ou mesmo nulo. Assim, com base na analise do
Capitulo 4, a superintendente podera contratar um ntimero suficiente de novos professores para reduzir a razio
aluno-professor em dois, porém a melhoria esperada na pontuagio dos exames poderd nio se concretizar s€ 0
coeficiente verdadeiro for pequeno ou nulo.

Um exame dos dados da Califérnia da credibilidade a essa preocupagio. A correlagio entre a razio aluno-
professor e a porcentagem de alunos aprendendo inglés (alunos para os quais o inglés ndo € a lingua materna e
que ainda nio se tornaram fluentes) na diretoria é de 0,19. Essa correlacio pequena mas positiva sugere que as
diretorias com mais alunos aprendendo inglés tendem a apresentar uma razio aluno-professor mais alta (turmas
maiores). Se a razio aluno-professor ndo tivesse relagio com a porcentagem de alunos aprendendo inglés,
poderiamos seguramente ignorar a proficiéncia do inglés na regressio da pontuagdo nos exames contra a razio
aluno-professor. Mas, como a razao aluno-professor e a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés estio
correlacionadas, & possivel que o coeficiente da regressio de MQO reflita essa influéncia.

Definicao do Viés de Omissao de Variaveis

‘Se o regressor (a razdo aluno-professor) estiver correlacionado com uma variivel que foi omitida da analise
(a porcentagem de alunos aprendendo inglés), mas que determina, em parte, a variavel dependente (pontuagio
nos exames), o estimador de MQO terd um viés de omissio de variaveis.

Esse viés ocorre quando duas condigdes sio verdadeiras: se a variavel omitida esta correlacionada com o
regressor incluido e se é um determinante da variavel dependente. Para ilustrar essas condig¢des, considere trés
exemplos de variaveis omitidas da regressao da pontuagio nos exames sobre a razdo aluno-professor.

Exemplo n® I: Porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés. Como a porcentagem de alunos
que esta aprendendo inglés estd correlacionada com a razio aluno-professor, a primeira condigio para o viés de
omissio de variveis é valida. E plausivel que alunos que ainda estejam aprendendo inglés tenham um desem-
penho inferior nos exames padronizados do que aqueles para os quais o inglés € a lingua materna, caso em que
a porcentagem de alunos aprendendo inglés € um determinante da pontuacio nos exames e a segunda condigio
para o viés de omissio de variaveis & valida. Desse modo, o estimador de MQO na regressio da pontuagio nos
exames sobre a razio professor-aluno pode refletir incorretamente a influéncia da variivel omitida, a porcen-
tagem de alunos que estd aprendendo inglés. Isto &, omitir a porcentagem de alunos aprendendo inglés pode
introduzir um viés de omissio de variaveis.

Exemplo n® 2: Hordrio do exame. Outra varidvel omitida da analise & o horirio em que o exame &
aplicado. Para essa varidvel omitida, é plausivel que a primeira condicio para o viés de omissio de varidveis ndo
seja valida, mas que a segunda o seja. Por exemplo, se o horério do exame varia de uma diretoria para a seguinte
de uma forma que nio esteja relacionada ao tamanho da turma, o horério do exame e o tamanho da turma nao
estio correlacionados, de modo que a primeira condigio nao & valida. Por outro lado, o horario do exame pode
influenciar a pontuagdo (a percepgio varia ao longo do dia), de modo que a segunda condigio é vilida. Con-
tudo, como neste exemplo o horario em que o exame é aplicado nio est correlacionado com a razdo aluno-
professor, essa razdo nao pode estar captando incorretamente o efeito “horario do exame”. Portanto, a omissio
do horirio do exame nio resulta em um viés de omissio de varidveis.

Exemplo n® 3: Area de estacionamento por aluno.  Outra variavel omitida € a area de estacionamento
por aluno (irea de estacionamento reservada aos professores dividida pelo ndmero de alunos). Bssa variavel sa-
tisfaz a primeira condi¢do para o viés de omissio de variveis, mas nio a segunda. Em especial, escolas com mais
professores por aluno provavelmente tém uma area de estacionamento re:e\-vada aos professores maior, de modo
que a primeira condigio & valida. Contudo, sob a hipotese de que o aprendizado ocorre na sala de aula, e nio
no estacionamento, temos que a area de estacionamento ndo exerce um efeito direto sobre o aprendizado; desse
modo, a segunda condigio nio & valida. Como a 4rea de estacionamento por aluno nio & um determinante da
pontuacio nos exames, exclui-la da analise nio leva a um viés de omissdo de variaveis.

O viés de omissio de variiveis estd resumudo no Conceito-Chave 5.1.
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Viés de Omissao de Varidveis em uma
Regressao com um Unico Regressor

- Fr : - ~ -y - , .’ -,
O viés de omissdo de variaveis é um viés do estimador de MQO que surge quando o
regressor, X, estd correlacionado com uma variavel omitida. Duas condigdes devem ser ver-

dadeiras para que ocorra um viés de omissio de variaveis:
-
Conceito-

Chave
5.1

1. X deve estar correlacionado com a variivel omitida; e

2. a varidvel omitida deve ser um determinante da variavel dependente, Y.

Vf'?’s fie_c'Jmiss&o de varidveis e a primeira hipétese dos minimos quadrados. O viés de omissio
de variaveis indica que a primeira hipétese dos minimos quadrados — de que E(y; | X)) = 0, conforme rela-
cionado no Conceito-Chave 4.3 — esti incorreta. Para ver o porqué, lembre-se de Iquelo terr’no de erro u; n
modelo de regressio linear com um tnico regressor representa todos os fatores — exceto X; — que sio deiter?
mjna’ntes de Y, Se i desses outros fatores est correlacionado com X, isso significa que o tlermo de erro (que
contém esse fator) esta correlacionado com X,. Em outras palavras, se uma variivel omitida é um determinante
de Y, ela estd no termo de erro e, se estd correlacionada com X;, o termo de erro esta correlacionado com X;
Como W e X. estdo correlacionados, a média condicional de u; dado X; é diferente de zero. Essa correlagio por,;
tanto, .v’1ola a primeira hipdtese dos minimos quadrados e a conseqiiéncia ¢ séria: o estimador de MQO ¢ Vi;sado
Esse viés nio desaparece mesmo em amostras muito grandes, e o estimador de MQO ¢ inconsistente. '

Uma Férmula para o Viés de Omissao de Variaveis

A djscussﬁo da sec¢do anterior pode ser resumida matematicamente por uma férmula para esse viés. Seja a
correlagio entre X; e u; dada por corr(X,, u) = py,. Suponha que a segunda e a terceira hipéteses de minimos
quadrados sejam validas, mas que a primeira nio seja vilida, uma vez que py, € diferente de zero. Entdo, o esti-
mador de MQO tem o limite (derivado no Apéndice 5.1), ' ‘ ,

AP Gu
ﬁ1_)ﬁ1 +pXuE;‘ (51)

sn . 5 P
3 q oS menta B ﬁca pIOX O d ﬁl p cO u ()b 3
IStO c,a leedlda uec o talllall}lo da amostra au 1m € ((j /O 111 uImna pr A
o Xu\Yu X) P

L A formula da Equacdo (5.1) resume varias idéias discutidas anteriormente sobre o viés de omissio de va-
ridveis:

1. O viés de omissio de variiveis é um problema, seja para amostras grandes ou pequenas. Como B, ndo
conv_erge en:1 probabilidade para o valor verdadeiro de 3;, B; & inconsistente; isto €, 31 nio é um estimador
consistente de uando exi ié 1553 1ivel a
FerLt L By q : existe um viés de omissio de variaveis. O termo py,(0,/0y) na Equacio (5.1)
€ o viés em f3; que persiste mesmo em amostras grandes.

2. Na prética, o fato de o viés ser grande ou pequeno depende da correlagio py, entre o regressor € o termo
de erro. Quanto maior for |py, |, maior'sera o viés.

“ 3. A direcio do viés em f3; depende da existéncia de correlagio positiva ou negativa entre X e 4. Por exem-

plo, sup?nha que a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés tenha um efeito negativo sobre a
pontuagio nos exames da diretoria (alunos que ainda estdo aprendendo inglés tém notas menores), de
modo que a porcentagem de alunos aprendendo inglés entra no termo de erro com um sinal negativo.
Em nossos dados, a fragio de alunos que esta aprendendo inglés esti positivamente correlacionada com a
razio aluno-professor (diretorias com mais alunos aprendendo inglés possuem turmas maiores). Assim,
a razio aluno-professor (X) estaria negativamente correlacionada com o termo de erro (), de modo que
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px, < 0 e o coeficiente da razio aluno-professor f3; estaria viesado na direcio de um niimero negativo.
Em outras palavras, uma porcentagem pequena de alunos que esti aprendendo inglés esta associada tanto
com alta pontuagdo nos exames quanto com baixa razio aluno-professor, de modo que um dos motivos
pelo qual o estimador de MQO sugere que turmas pequenas aumentam a pontuagdo nos exames pode
ser o fato de que as diretorias COm turmas menores tém menos alunos aprendendo ingleés.

Tratando do Viés de Omissao de Variaveis pela
Divisdao dos Dados em Grupos

O que vocé pode fazer quanto 20 viés de omissio de varidveis? Nossa superintendente esta considerando
um aumento do nGmero de professores em sua diretoria, mas ela nio tem controle sobre a fracio de imigrantes
em sua comunidade. Consequientemente, cla esta interessada no efeito da razio aluno-professor sobre a pontua-
¢io nos exames, mantendo constantes OS demais fatores, incluindo a porcentagem de alunos aprendendo inglés. Essa
nova maneira de colocar sua questdo sugere que, em vez de utilizar dados de todas as diretorias, talvez devamos
nos concentrar naquelas com porcentagens de alunos que estio aprendendo inglés comparaveis as da diretoria da
superintendente. Desse subconjunto de diretorias, aquelas com turmas menores tém melhor desempenho nos
exames padronizados?

A Tabela 5.1 apresenta a evidéncia sobre a relagio entre o tamanho da turma ¢ a pontuagio nos exames das
diretorias com porcentagens comparaveis de alunos que estio aprendendo inglés. As diretorias foram divididas
em oito grupos. Em primeiro lugar, elas foram divididas em quatro categorias que correspondem aos quartis da

O Efeito Mozart: um Caso de Viés de Variaveis?

m estudo publicado na revista Nature em 1993 Na terminologia da regressio, a relagio estimada

(Rauscher, Shaw e Ky, 1993) sugeriu que ouvir entre pontuagdes nos exames € freqiiéncia nos cursos de
Mozart por 10 a 15 minutos poderia elevar tempora- miisica parece ter um viés de varidvel omitida. Ao omitir
riamente seu QI em 8 ou 9 pontos. Esse estudo provo-  fatores tais como a habilidade inata do estudante ou a qua-
cou um grande impacto — € politicos e pais vis- lidade da escola como um todo, o estudo de musica parece
lumbraram uma maneira facil de tornar as criangas mais exercer um efeito sobre as pontuagdes nos €Xames —
inteligentes. Durante algum tempo, © Estado da Gedt-
gia distribuiu CDs de masica classica para todas as
crianc¢as do Estado.

Qual é a evidéncia do “ofeito Mozart”’? Uma resenha

de um grande nfimero de estudos constatou que alunos

quando na verdade isso nao ocorre.

Entio existe um efeito Mozart? Uma maneira de
descobrir isso é conduzir um experimento controlado
aleatério. (Conforme a discussio adicional do Capitulo 11,
experimentos controlados aleatérios eliminam o viés de
que fregilentam cursos opcionais de misica ou artes omissio de vanévem“ao atribuir 3leator1‘:‘1mente pirtla—
durante o ensino médio apresentam pontuagoes T e de “tratamento” e de “controle”.) O
nos exames de inglés e matematica do que aqueles que nio

os freqiientam.! Um exame imais detalhado desses estudos,

varios experimentos controlados sobre o efeito Mozart
nio conseguiram mostrar que ouvir Mozart eleva o Qlou

y ] Ih o desempenho geral nos exames. Por motivos ainda nio
contudo, sugere que © verdadeiro motivo para o melhor _ S S
totalmente esclarecidos, contudo, parece que ouvir miasica
desempenho nos exames tem pouco a ver com esses cur- 5 ’ : i
ST, \ _ classica de fato favorece temporariamente uma area restrita:
sos. Os autores desse ensaio sugeriram que a correlagio ] g
2 relacionada a dobradura de papel e visualizagao de for-
entre o bom desempenho nos exames € a3 aulas de artes g ) = i
mas. Portanto, da proxima vez que voce tiver de estuciar

ou misica poderia ser o resultado de varios fatores. Por . S e B i
| : HoRd h démico tém muito para um exame de origami, aproveiic paid cuvir u
exemnplo, alunos com melhor desempenho academico te .
pro: P pouco de Mozart tambeém.

mais tempo para freqiientar cursos opcionais de musica,

ou mais interesse em fazé-lo, ou ainda as ?SCOlaS COM UM 1 vreia o Journal of Aesthetic Education, v. 34, n. 3-4 (Outono/Inverno
curriculo de msica mais extenso podem simplesmente ST 2000), em especial o artigo por Ellen Winner e Monica
Cooper (p. 11-76) e o de Lois Hetland (p. 105-148)

[ izay NS

melhores em comparagdo com as demais.
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TABELA 5.1 2::;?;::995 enrr; as Pon:iuucées nos Exames das Diretorias Regionais de Ensino da S
nia com Razées Aluno-Professor Baixas e Altas, por P
i orcentagem d
Esta Aprendendo Inglés na Diretoria i Bt ey
Aluno-professor Aluno-professor Diferenca entre a pontuagdo,
Razao < 20 Razao > 20 nos exames, RAP baixa versus alta
Pontuac¢ao Pontuagéo
média n média n Diferenga Estatistica f
Todas as diretorias 657,4 238 650,0 182 7.4 4,0
| k] 2 k] 4
Porcentagem aprendendo inglés
< ;28/8 . 6641 78 665,4 27 -1,3 -0,44
2,8—2, 02/ 666,1 61 661,8 44 4,3 1,44
8, __,:‘ {i,. () 654,6 55 649,7 50 4,9 1’64
> 23,0% 636,7 44 634,8 61 1,9 0,68

distribui¢io da por
istribuic? c inglé i
- ‘Hn 5 lip e(ril.tagem. def alunos aprendendo inglés entre as diretorias. Em segundo lugar, dentro dessas
atro categorias, as diretorias foram subdividi i :
g ; vididas em dois grupos, depend 3
: , ndendo de a razio -
pequena (RAP < 20) ou grande (RAP 2> 20). ’ BN -
A primeira linha d i
a
B r.lzae_ o ; Tab:ja 5.1 I:;presenta a diferenca total entre a pontuagio média dos exames de diretorias
azdes o-professor altas e baixas, isto & 1 a
o e b as, isto &, a diferenca entre a pontuagio nos exames desses dois grupos
. i-los adicionalmente em quartis de alunos que esta inglé a dif
S rars— ; que estio aprendendo inglés. (Lembre-se de que essa dife-
] riormente na forma de regressi a i
2 1 o na Equagdo (4.33) com d
o o apesentada > . o o estimador de MQO do
: gressio de PontExame sobre D,, em é inari
peic ) ; ue D, é um regressor binario i
B o ' s q ; gressor binario igual a um se RAP,
20 ro nos demais casos.) Na i
. amostra completa das 420 diretori io médi :
i—— - retorias, 2 pontuagio média nos exa &
aior naquelas com razio alu i ditic
4 P no-professor baixa do que naquel o é
oo malor s ¢ q quelas em que a razio é alta; a estatistica
: que a hipétese nula de que a pontuagio médi é ,
e nodo q a¢do média nos exames é a m i é rejei
a0 nivel de significAncia de 1 por cento. P TSR
As Gltimas i
uatro 1
g ]hm?) rhnhas da Tabela 5.1 apresentam a diferenca entre a pontuagdo nos exames de diretorias
dZOes J ~protessor 1 ividi ;
i professor altas e baixas subdivididas nos quartis de porcentagem de alunos aprendendo inglés
§8 ercia empirica mostra um quadro di 1 i 1 ‘
T 9q ’n.d1ferente. Das diretorias com o menor nimero de alunos aprendendo
. e,a s , p;);ltuagao média nos exames para as 78 diretorias com razdes aluno-professor baixas
0%, a pa 5 é
nmmw, ©ame ;1> ra as 27 com razdes aluno-professor altas é 665,4. Portanto, para as diretorias com um
e | =
i a uilos apreI}dendo inglés, a pontuagio nos exames foi em média 1,3 ponto mais baixa nas
as com razdes aluno-professor menores! il, di 1 :
res! 0
I — rlOSp res No segundo quartil, diretorias com razdes aluno-professor baixas
B ponuacio nos exames em média 4,3 pontos mais alta do que aquelas com razdes aluno-professor
b Com, N dgaalm e 4,9 pontos para o terceiro quartil e de apenas 1,9 ponto para o quartil de direto
: ria dos inglé i ;
o e i unos aprendendo 1ngles%Jma vez mantida constante a porcentagem de alunos que esti
- , a diferenca d.e des_.empenho ehtre as diretorias com razdes aluno-professor altas e baixas talvez
b e (ou menos) da estimativa total de 7,4 pontos.
principio esse resultad isteri
0 pode parecer um misté i
rio. C a
B oo i oot oo omo o efeito total da pontuagio nos exames pode
i 40 nos exames dentro de qualquer quartil? A resposta é a seguinte: as diretorias
{Ue a ma un inglé '
T os estd aprendendo inglés tendem a ter tanto razdes aluno-professor mais elevadas quanto
! °S NOs i i edi
O mezj(arrll:s.dA diferen¢a na pontuagio média nos exames entre as diretorias situadas no
i ais alto da porcenta inglés é i
30 ponco,. p. P fom 5 e 1331 gem de alu-nos aprendendo inglés é grande, de aproximadamente
poucos alunos aprendendo inglés tendem a ter razdes aluno-professor menores: 74

gus8s
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por cento (78 de 105) das diretorias no primeiro quartil de alunos aprendendo inglés possuem turmas pequenas
(RAP < 20), a0 passo que somente 42 por cento (44 de 105) das diretorias no quartil com a maijoria de alunos
aprendendo inglés possuem turmas pequenas. Desse modo, diretorias em que a maioria dos alunos esta apren-
dendo inglés apresentam pontuagdes mais baixas nos exames, bem como razdes aluno-professor maiores do que
as outras diretorias.

Essa analise reforca a preocupagio da superintendente de que haja um viés de variavel omitida na regressio
da pontuacio nos exames contra a razio aluno-professor. Examinando dentro dos quartis da porcentagem de
alunos que esti aprendendo inglés, as diferengas entre as pontuagoes nos exames na segunda parte da Tabela 5.1
melhoram em relacio 2 anilise simples da diferenca entre médias da primeira linha da Tabela 5.1. Ainda assim,
essa analise nio fornece para a superintendente uma estimativa Gtil do efeito da variagio no tamanho da turma
sobre a pontuagio nos exames, mantendo constante a fragio de alunos que estd aprendendo inglés. Contudo, &
possivel obter essa estimativa utilizando o método da regressio multipla.

5.2 O Modelo de Regressao Maltipla

O modelo de regressio multipla estende 0 modelo de regressio com uma tnica variavel do Capitulo 4
para incluir varidveis adicionais como regressores. Esse modelo permite estimar o efeito da variagio em wma va-
ridvel (X,) sobre Y; mantendo constantes os outros regressores (X5, X3; e assim por diante). No problema do
tamanho da turma, o modelo de regressio maltipla fornece uma maneira de isolar o efeito da razio aluno-pro-
fessor (X;,) sobre a pontuagio nos exames (Y)), mantendo constante a porcentagem de alunos que estd apren-
dendo inglés na diretoria (X;).

A Reta de Regressao da Populagao

Suponha por enquanto que existam apenas duas variaveis independentes, X;; e X,,. No modelo de regressio

linear miltipla, a relagio média entre essas duas varidveis independentes e a varivel dependente, Y, ¢ dada pela
fungio linear

E(Y| Xy = %y, X5 = xy) =Py + Byxy + PBaxy, (5.2)

onde E(Y}| X;; = x;, X,; = x,) é a expectativa condicional de Y; dados X;; = x; e X,; = x,. Isto &, se a razio aluno-
professor na i-ésima diretoria (Xj;) for igual a um valor x, e a porcentagem de alunos que esta aprendendo ingles
na i-ésima (X,,) for igual a x,, o valor esperado de Y; dada a razio aluno-professor e a porcentagem de alunos
que est4 aprendendo inglés serd dado pela Equagio (5.2).

A Equacio (5.2) é a reta de regressio da populagao ou func¢do de regressdo da populagdao no mo-
delo de regressio miltipla. O coeficiente B & o intercepto, o coeficiente §; € o coeficiente da declividade
de X,; ou, simplificando, o coeficiente de X;, e o coeficiente B, é o coeficiente da declividade de X,; ou,
simplificando, o coeficiente de X,;. Uma ou mais das variaveis independentes no modelo de regressio mlti-
pla sio algumas vezes chamadas de varidveis de controle.

A interpretacio do coeficiente §; na Equagio (5.2) & diferente daquela em que Xj; é o Gnico regressor: na
Equagcio (5.2), B, ¢ o efeito de uma variagio unitaria em X sobre Y, mantendo X, constante ou controlando
a influéncia de X,.

Essa interpretagio de 3; segue-se da definigio de que o efeito esperado de uma variagio em X;, AX;, sobre
Y, mantendo X, constante, € a diferenga entre o valor esperado de Y quando as varidveis independentes assumer
os valores X, + AX] e X, e o valor esperado de Y quando as variaveis independentes assumem os valores X; ¢ X5
Da mesma forma, escreva a funcio de regressio da populagio da Equagio (5.2) como Y = f, + X, + X, €
imagine uma variagdo de X; no montante AX, sem qualquer variagio de X, isto é, mantendo X, constante.
Como X, variou, Y terd uma variagio de um montante, digamos, AY. Apss essa variagio, o novo valor de Y,
Y+ AY, é

Y+ AY= :BO + ﬁl(Xl + AX]) + ﬁZXZ' (5.}}
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Uma equago para AY em termos de AX; é obtida subtraindo-se a equagio Y = f, + 3, X, + 5,X, d |
m aE
(3.3), resultando em AY = f3iAX]. Isto &, ot P+ BrXo T

A
ﬁ1_"Y

= AX, mantendo X, constante. (5.4)

O coeficiente f3, é~ o ef.e'%to de uma variagdo unitiria em X, sobre Y (a varia¢io esperada em Y), mantendo
X, fixo. Outra expresso utilizada para descrever f3; € o efeito parcial de X sobre Y, mantendo X, fixo.

A interpretagio do intercepto, By, no modelo de regressio maltipla € semelhante 3 interpretacio do inter-
cepto no modelo com um anico regressor: ¢ o valor esperado de Y; quando Xj; e X, sio iguais a zero. Simpli-
ficando, o intercepto f3; determina em que ponto do eixo Y a reta de regressio da populagio se inicia.

O Modelo de Regressao Multipla da Populagao

A reta de regressio da populagio na Equagio (5.2) ¢ a relagio entre Ye X, e X, vilida em média para a po-
pulagio. Contudo, assim como na regressio com um unico regressor, essa relagio ndo é precisamente valida, uma
vez que muitos outros fatores influenciam a variavel dependente. Por exemplo, além da razio aluno-professor e
da fracio de alunos aprendendo inglés, a pontuag¢io nos exames também recebe influéncia das caracteristicas da
escola, das caracteristicas de outros alunos e da sorte. Portanto, a fungdo de regressio da populagio na Equagio
(5.2) precisa ser aumentada para incorporar esses fatores adicionais.

Assim como na regressao com um Unico regressor, os fatores que determinam Y; além de X, e X, sdo incor-
p.c)!'a\'los i Equ.u_?:m (5.2) como um termo de “erro” u;. Esse termo de erro é o desvio de uma observagdo em par-
ticular (pontuagao nos exames na i-ésima diretoria, em nosso exemplo) referente i relagio média na populacgio.
Portanto, temos

Y =8+ 8,X,+ 8%, +u,i=1,..,n (5.5)

onde o subscrito i indica a i-ésima das n observac¢des (diretorias) da amostra.
éEquagio (5.5) € o modelo de regressio muiltipla da populagdo quando existem dois regressores, X;; e X,,.
l:m’ uma regressio com regressores binarios, pode ser til tratar 5; como o coeficiente de um regressor que
sempre € igual a um; pense em B, como o coeficiente de X, onde X,; = 1 parai = 1, ..., n. Portanto, o modelo
de regressio miltipla da populagio na Equagio (5.5) pode ser escrito alternativamente como

Yo = BoXo; + Bi Xy + BpXy; + uy onde Xy =1,i=1,.., n (5.6)

As L:l'l.lm'i formas de representar o modelo de regressio miltipla, as equagdes (5.5) e (5.6), sio equivalentes.

_ A d‘!SC_I.iSSﬁO até o momento se concentrou no caso de uma finica varidvel adicional, X,. Na pritica, contudo,
nlt_lln plos fatores podem ser omitidos do modelo com um Gnico regressor. Por exemplo, ignorar a condi¢io finan-
ceira dos alunos pode resultar em um viés de omissio de varidveis, assim como aconteceu ao ignorar a fracio de
alunos que estd aprendendo inglés. Esse raciocinio nos leva a considerar um modelo com trés regressores ou,
K_t‘ilcl';lhz;nuio. um modelo que inclui k regressores. O modelo de regressio multipla com k regressores, X,
Xy; .oy Xy, esta resumido no Conceito-Chave 5.2. o
. As .dt:ﬂ nigoes de homoscedasticidade e heteroscedasticidade no modelo de regressio mltipla sio semelhantes
= filt‘ﬁm&'f’fﬁ correspondentes para o modelo com um (nico regressor. O termo de erro 4; no modelo de regressio
21:025:;11 i:l;:::ofsieldésticnoese a Vari:?mcia~daddistribuigio condicional de u; dado X, ..., ij, yar(ui | Xips oees Xpi)s
B » ..., 1 €, portanto, ndo depende de valores de X, ..., X,;. Caso contririo, o termo de erro
& vaglf;;idgioriz ;eif;f? ;nlfiltipla promete fornecer exatamente o que a superirztend’ente quer saber: o efeito
B o protessor mantendo constantes os demais fatores que estdo além de seu controle. Esses

s fangem nio apenas a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés, mas outros f: u-
FVELS que podem influenci d . T o o =
e far 0 es;:mpenho nos exames, incluindo a situagio econdmica dos alun<.>s. Contudo,
Siincio dmmn};tdhm ; permﬁtend ente na pratica, precisamos fornece~r aela estimativas dos coeficientes da po-
Wielos, Feliponer e esse.s f g,ef.i..,. » do modelo de regressio _d.a populaga? ca]culados’ u.tlhzando uma amostra de

) cientes podem ser estimados utilizando 0 método dos minimos quadrados ordinarios.
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Modelo de Regressao Madaltipla

O modelo de regressio multipla €

Y, =B, + B Xy + 8% + + B X tu,i=1, .., n (5.7)

onde:

» Y, é a i-ésima observacio da varidvel dependente; X, X, ..., X, sdo as i-ésimas obser-
5.2 vagbes sobre cada um dos k regressores e #; é o termo de erro.

>

» A reta de regressio da populagio & a relacio vilida entre Y e X em média na populagio:

E(Y| Xy, = %1, Xo; = %o, o0y Xy = %3,) = P + Broeg + By + - + i

a f3; é o coeficiente da declividade de X;, B, € o coeficiente de X, etc. O coeficiente 3, éa
variacio esperada em Y resultante da variagio unitiria em Xj;, mantendo constantes

Dol

a QO intercepto 3, & o valor esperado de Y quando todos os Xs sdo iguais a zero. O intercepto

X, Os coeficientes dos outros Xs sdo interpretados do mesmo modo.

pode ser imaginado como o coeficiente de um regressor, Xp,, igual a um para todo i.

5.3 Estimador de MQO na Regressao Multipla

Nesta secio, explicamos como os coeficientes do modelo de regressio multipla podem ser estimados uti-
lizando MQO.

Estimador de MQO

Na Secio 4.2, mostramos como estimar os coeficientes do intercepto e da declividade no modelo com um
Ginico regressor aplicando o método de MQO a uma amostra de observagdes de Y e X. A idéia principal & que
esses coeficientes podem ser estimados pela minimizagio da soma dos quadrados dos erros de previsio, isto &,
pela escolha dos estimadores b0 e b; de modo que minimize E(Y by — b, X)% os estimadores que fazem isso sio
os estimadores de MQO BO e Bl

O método de MQO também pode ser utilizado para estimar os coeficientes f3, Bi, ...
regressio maltipla. Sejam by, by, ..., b, os estimadores de f, By, ..., B,. O valor previsto de Y}, calculado pelo uso
desses estimadores, é by, + b X,; + + b X,, e o erro ao se prever Y; € Y, — (b, + le“ -+ b X)) =
Y,— by — b,X,;— - — bX,;- A soma dos quadrados desses erros de previsio entre todas as 1 observagc")es ¢, portanto,

, B, no modelo de

2 (Y, - by — bIXh' - kaki)z' (5.8)

i=1
A soma dos quadrados dos erros para o modelo de regresso linear na Expressio (5.8) € a extensdo da soma
dos quadrados dos erros dada na Equagio (4.6) para o modelo de regressdo linear com um tnico regressor.
, B, que minimizam a soma dos quadrados dos erros na Expressao
B Os esti-

Os estimadores dos coeficientes 3, By, -..
(5.8) sio chamados de estimadores de minimos quadrados ordinarios (MQO) de j,, B;, ...,
madores de MQO sio representadas por Bo» Bis - , By

A terminologia de MQO no modelo de regressio linear miltipla é a mesma do modelo de regressdo linear
com um (inico regressor. A reta de regressio de MQO ¢ a linha reta construida pelo uso dos estimadores de
MQO, isto &, f, + /31X1 -+ ﬁka. O valor previsto de Y; dado X, ..., X;, com base na reta de regressao
de MQO &Y, = f, + BXy + -+ B.X,.. O residuo de MQO para a i-ésima observacio ¢ a diferenca entre Y;
e seu valor previsto de MQO isto é, o residuo de MQO é i}, = Y, — Y.
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Os estimadores de MQO poderiam ser calculados por tentativa e erro: vocé pode testar valores diferentes
de by, - b, até que esteja satisfeito por ter minimizado a soma dos quadrados total na Expressio (5.8). E muito
mais facil, contudo, utilizar férmulas explicitas para os estimadores de MQO que derivamos com o uso de cal-
culo. As formulas para os estimadores de MQO no modelo de regressio multipla sio semelhantes dquelas do
Conceito-Chave 4.2 para o modelo com um tGnico regressor. Essas formulas estio incluidas nos pacotes estatis-
ticos modernos. No modelo de regressio maltipla, as férmulas sio mais bem expressas e discutidas utilizando-se
a notagdo matricial, de modo que sua apresentacio foi postergada para a Segio 16.1.

As definigdes e a terminologia de MQO na regressio miltipla estdo resumidas no Conceito-Chave 5.3.

Aplicacg@o para a Pontuagao nos Exames e a Razao Aluno-Professor

Na Segio 4.2, utilizamos MQO para estimar o intercepto e o coeficiente da declividade da regressio que
relaciona a pontuagio nos exames (PontExame) i razio aluno-professor (RAP)a partir das observagdes das 420
diretorias regionais de ensino da Califdrnia; a reta de regressio de MQO estimada, descrita na Equagio (4.7), é

e

PontExame = 698,9 — 2,28 X RAP. (5.9)

Preocupa-nos o fato de que essa relagio seja enganosa, uma vez que a razio aluno-professor pode estar cap-~
tando o efeito de ter muitos alunos aprendendo inglés nas diretorias com turmas grandes. Ou seja, € possivel que
o estimador de MQO esteja sujeito a um viés de omissio de varidveis.

Agora temos condi¢io de nos dedicar a essa preocupagio utilizando MQO para estimar uma regressio malti-
pla em que a variavel dependente é a pontuagio nos exames (Y;) e ha dois regressores: a razio aluno-professor
(X,;) e a porcentagem de alunos aprendendo inglés na diretoria regional de ensino (X,;) para as 420 diretorias
(i=1, ..., 420). A reta de regressio de MQO estimada para essa regressio miultipla &

e
PontExame = 686,0 — 1,10 X RAP — 0,65 X %Al, (5.10)

onde %AAI ¢ a porcentagem de alunos da diretoria que esti aprendendo inglés. A estimativa de MQO do inter-
cepto (f,) € 686,0, a estimativa de MQO do coeficiente da razio aluno-professor (,Bl) é—
MQO do coeficiente da porcentagem de alunos aprendendo inglés (f,) é — 0,65.

Na regressio miltipla, o efeito estimado de uma variagio na razio aluno-professor sobre a pontuagio nos
exames ¢ aproximadamente a metade do efeito observado quando a razio aluno-professor é o Gnico regressor:
na equagio com um nico regressor (Equagio (5.9)), estima-se que uma redugio unitaria de RAP deve aumen-
tar 2,28 pontos na pontuagio nos exames, enquanto na equagio de regressio multipla (Equagio (5.10)) estima-
se que 0 aumento na pontuag¢io nos exames seja de apenas 1,10 pontos. Essa diferenga ocorre porque o coeficiente
de RAP na regressio mltipla é o efeito de uma variagio em RAP mantendo %AI constante (ou controlando
sua influéncia), ao passo que na regressio simples %AI ndo é mantida constante.

Essas duas estimativas podem ser reconciliadas pela conclusio de que existe urn viés de omissio de variaveis
na estimativa do modelo com um tnico regressor na Equagio (5.9). Na Se¢io 5.1, vimos que diretorias com
uma porcentagem alta de alunos aprendendo inglés tendem a apresentar nio s6 pontuagio baixa nos exames mas
também razio aluno-professor alta. Se a fracio de alunos que estd aprendendo inglés for omitida da regressio,
estima-se que a redugio da razio aluno-professor deva produzir um efeito maior\sobre a pontuagio nos exames,
porém essa estimativa reflete tanto o efeito da variagio na razio aluno-professor quanto o efeito omitido de um
nimero menor de alunos aprendendo inglés na diretoria.

Chegamos 3 mesma conclusio de que existe viés de omissio de varidveis na relagio entre a pontuagio nos
exames e a razio aluno-professor por meio de dois caminhos diferentes: o enfoque tabular por meio da divisio
dos dados em dois grupos (veja a Secio 5.1) e o enfoque da regressio multipla (veja a Equagdo (5.10)). Dentre
esses dois mérodos, a regressio miltipla possui duas vantagens importantes. Em primeiro lugar, fornece uma esti-
mativa quantitativa do efeito de uma diminui¢io unitiria na razio aluno-professor, que & o que a superinten-
dente precisa saber para tomar sua decisio. Em segundo lugar, ela facilmente se estende para mais de dois
fegressores, de modo que é possivel utilizar a regressio miltipla para controlar outros fatores mensuraveis alem
da porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés.

1,10 e a estimativa de
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Estimadores de MQO, Valores Previstos e
Residuos no Modelo de Regressao Mdltipla

Os estimadores de MQO, ,5’0, ,5’1, s ﬁk, sdo os valores de by, b, ..., b, que minimizam a soma
dos quadrados dos erros de previsio > (Y= by— b, X;;— - — b, X,,,)%. Os valores previstos de
B =1 o

Concetto- MQO Y e os residuos 4 sio:
V=B +BXy+ -+ B Xpi=1, ., ne (5.11)

u=Y-Y i=1 ., n (5.12)
Os estimadores de ﬁo, f5hs ter 3k e o residuo #; sio calculados a partir de uma amostra de n
observagdes de (X, ..., X, Yi), i =1, ..., n. Estes sio estimadores dos verdadeiros coeficientes
da populagio S, By, ..., B, e do termo de erro, ;.

O restante deste capitulo é dedicado a compreensio e ao uso de MQO no modelo de regressio miltipla.
Muito do que vocé aprendeu sobre o estimador de MQO com um tnico regressor se aplica a regressio muil-
tipla com poucas ou nenhuma modificagio, de modo que nos concentraremos no que é novo nessa regressio.
Comecemos com a extensio das hipdteses de minimos quadrados para o modelo de regressio maltipla.

5.4 Hipéteses de Minimos Quadrados na Regressao Maltipla

Existem quatro hipéteses de minimos quadrados no modelo de regressio multipla. As trés primeiras s3o
aquelas da Segio 4.3 para o modelo com um tnico regressor (veja o Conceito-Chave 4.3) estendidas para per-
mitir multiplos regressores e que serdo discutidas sucintamente. A quarta hipitese é nova e sera discutida de
maneira mais detalhada.

Hipétese n? 1: a Distribuicao Condicional de u; Dados X|;, X;;, ..., X,

Possui uma Média Igual a Zero

A primeira hipétese é de que a distribuigdo condicional de u; dados X, ..., X},; possui uma média igual a
zero. Essa hipdtese € a extensio da primeira hipotese dos minimos quadrados com um {nico regressor para o
caso de multiplos regressores. A hip6tese indica que algumas vezes Y situa-se acima da reta de regressio da po-
pulagio e algumas vezes Y; estd abaixo da reta de regressio da populagio, mas, na média, entre a populagio, Y;
situa-se sobre a reta de regressdo da populagio. Portanto, para qualquer valor dos regressores, o valor esperado de
u; € zero. Assim como na regressio com um Gnico regressor, essa € a hipdtese principal que torna os estimadores

de MQO nio viesados. Voltaremos ao viés de omissio de varidveis na regressio multipla na Se¢io 5.11.

Hipétese n2 2: (Xli’ le-, veey in, )’;),
i=1,...,nSao1.i.d.

A segunda hipotese é de que (X;;, ..., X}, Y)), i = 1, ..., n sdo variaveis aleatdrias independente e identica-
mente distribuidas (i.i.d.). Essa hipdtese torna-se automaticamente valida se os dados sio coletados por
amostragem aleatdria simples. Os comentirios da Se¢do 4.3 sobre essa hipdtese para um nico regressor também

se aplicam a regressores multiplos.
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Hipétese n® 3: Xli’ Xz,', vesy in eu;
Possuem Quatro Momentos

A terceira hipétese € de que X, ..., X, € u; possuem quatro momentos. Assim como a terceira hipétese para
o modelo com um f{nico regressor, essa hipotese limita a probabilidade de observincia de valores extremamente
grandes de Xj; ..., Xi» ou ;. Essa hipdtese é uma condigio técnica utilizada nas provas das propriedades das estatis-
ticas de MQO para amostras grandes.

Hipotese n® 4: Nao Ocorre Multicolinearidade Perfeita

A quarta hipotese € nova no modelo de regressio miltipla. Ela descarta uma situagio inconveniente, chamada
multicolinearidade perfeita, em que é impossivel calcular o estimador de MQO. Os regressores sio considerados
perfeitamente multicolineares (ou apresentam multicolinearidade perfeita) se um dos regressores é uma
fungio linear perfeita dos outros regressores. A quarta hipotese dos minimos quadrados afirma que os regressores
nio sio perfeitamente multicolineares.

Para ilustrar o que ¢ a multicolinearidade perfeita e mostrar por que ela representa um problema, considere
trés exemplos de regressdes hipotéticas em que um terceiro regressor é adicionado i regressio da pontuacio nos
exames sobre a razio aluno-professor e a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés na Equacio (5.10).

Exemplo n® I: Fragao de alunos que estd aprendendo inglés. Seja FrAl a fagio de alunos que esta apren-
dendo inglés na i-ésima diretoria, que varia entre zero e um. Se a variavel FrAI fosse incluida como um terceiro
regressor além de RAP; e %AI, os regressores seriam perfeitamente multicolineares. Isso porque %AI & a por-
centagem de alunos aprendendo inglés, de modo que %AL = 100 X FrAI para cada diretoria. Portanto, um dos
regressores (%AI;) pode ser escrito como uma fungio linear perfeita de outro regressor (FrAlL).

Em razio dessa multicolinearidade perfeita, é impossivel calcular o estimador de MQO da regressio de Pont-
Exame; sobre RAP,, %Al e FrAI. Dependendo do modo como seu pacote econométrico lida com a multicoli-
nearidade perfeita, quando vocé tentar estimar essa regressio, o pacote fara uma destas trés coisas: eliminar uma
das varidveis (fazendo arbitrariamente a escolha de qual eliminar); se recusara a calcular o estimador de MQO,
apresentando uma mensagem de erro, ou iri travar. O motivo matemdtico para isso é que a multicolinearidade
perfeita produz uma divisio por zero nas férmulas de MQO.

Intuitivamente, a multicolinearidade perfeita é um problema porque vocé estd pedindo que a regressio
responda a uma pergunta sem logica. Lembre-se de que o coeficiente de %Al ¢ o efeito de uma variacio unitiria
em %A1 sobre a pontuagio nos exames, mantendo constantes as outras varidveis. Se uma das outras varidveis for
FrAl voce estard perguntando sobre o cfeito da variagio de uma variagio unitiria na porcentagem de alunos que
esta aprendendo inglés, mantendo constante a fragdo de alunos aprendendo inglés. Como a porcentagem de alunos
aprendendo inglés e a fragio de alunos aprendendo inglés variam juntas em uma relagio linear perfeita, essa per-
gunta nio faz sentido e MQO nio pode responder a ela.

Exemplo n® 2: Turmas “‘néo muito pequenas”. Seja NMP; uma variavel binaria que é igual a um se a razio
aluno-professor na i-ésima diretoria for “nio muito pequena”; especificamente, NMP; é igual a um se RAP, >
12 e igual a zero nos demais casos. Essa regressio também apresenta multicolinearidade perfeita, mas por um
motivo mais sutil do que a regressio do exemplo anterior. Nio existe, de fato, em nossa base de dados, direto-
rias com RAP; < 12; como vocé pode ver no grafico de dispersio da Figura 4.2, o menor valor de RAP é 14.
Assim, RAP; = 1 para todas as observagdes. Agora, lembre-se de que podemos considerar para o modelo de
regressio linear com um intercepto a inclusio de um regressor X, que é igual a um para todo i, conforme
mostrado na Equagio (5.6). Portanto, podemos escrever NMP; = 1 X X, para todas as observagdes em nossa base
de dados; isto é, NMP, pode ser escrita como uma combinagio linear perfeita dos regressores; especificamente,
ela é igual a X,

Isso ilustra dois pontos importantes sobre a multicolinearidade@mL Primeiro, quando a regressio inclui
um intercepto, um dos regressores que pode estar envolvido em multicolinéaridade perfeita é o regressor “cons-
tante” X;,.. Segundo, a multicolinearidade perfeita é uma afirmagio sobre a base de dados que vocé tem em mios.

—
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Y= By + Xy + BoXoi+ B Xyt i=1, onde:

u; possui uma média condicional zero, dados Xj;, Xy, ..., X 15t0 &,

E(u;| Xy X - Xi) = 0

(X Xopp oor Xpp Yi)o i =1, ..., 1530 selecdes independente e identicamente
distribuidas (i.i.d.) de sua distribuicdo conjunta;

Xy Xpjp -or X ¥)) POSSUET GUATLOS MOMENLOS finitos e diferentes de zero, €

nio existe multicolinearidade perfeita.

Embora seja possivel imaginar uma diretoria regional de ensino com menos de 12 alunos por professor, elas nio
existern em nossa base de dados, de modo que nio podemos analisi-las em nossa regressao.

Exemplo n® 3: Porcentagem de alunos que falam inglés. Seja %FI, a porcentagem de alunos que “falam
inglés” da i-ésima diretoria, definida como a porcentagem de alunos que ndo estd aprendendo inglés. Novamente,
os regressores serio perfeitamente multicolineares. Como no exemplo anterior, a relagio linear perfeita entre os
regressores envolve o regressor “‘constante” Xg;: para cada diretoria, %FI, = 100 X Xy; — %AIL.

Este exemplo ilustra outro ponto: a multicolinearidade perfeita é uma caracteristica do conjunto completo
de regressores. Se o intercepto (isto €, o regressor X,) ou %Al fossem excluidos dessa regressdo, os regressores
nio seriam perfeitamente multicolineares.

Solugées para a multicolinearidade perfeita. A multicolinearidade perfeita normalmente ocorre quando
hi um erro na especificagio da regressio. Algumas vezes o erro é facil de ser detectado (como no primeiro
exemplo), mas outras vezes nio (como no segundo exemplo). Seja qual for o caso, seu pacote economeétrico
lhe informara se vocé cometer esse tipo de erro, uma vez que ndo podera calcular o estimador de MQO se
houver erro.

Quando seu pacote o informar que ha multicolinearidade perfeita, é importante que vocé modifique sua
regressio para elimina-la. Alguns pacotes perdem a confiabilidade na presenca de multicolinearidade perfeita ¢,
no minimo, vocé estard delegando o controle de sua escolha de regressores para seu computador se eles forem

perfeitamente multicolineares.

Multicolinearidade imperfeita. ~Apesar do nome parecido, a multicolinearidade imperfeita é, do ponto de
vista conceitual, completamente diferente da multicolinearidade perfeita. Multicolinearidade imperfeita sig-
nifica que dois ou mais regressores sdo altamente correlacionados no sentido de que existe uma fung3o linear dos
regressores que ¢ altamente correlacionada com outro regressor. A multicolinearidade imperfeita nio suscita ne-
nhum problema para a teoria dos estimadores de MQO:; na realidade, um objetivo de MQO ¢ identificar as
influéncias independentes dos varios regressores quando estes sio potencialmente correlacionados.

O Conceito-Chave 5.4 resume as hipéteses de minimos quadrados para o modelo de regressao maltipla.

5.5 Distribuicio dos Estimadores de MQO na Regressao Maltipla

Como os dados diferem de uma amostra para a seguinte, amostras diferentes produzem valores diferentes de
estimadores de MQQO. Essa variagdo entre amostras possiveis resulta na incerteza associada aos estimadores de
MQO dos coeficientes de regressio da populagio, By Bis --» By Assim como na regressio com um (nico regres
sor, essa variacio esti resumida na distribui¢do amostral dos estimadores de MQO.

-

|
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Distribuicao de Bo’ﬁl ’ "'!.B‘k para Amostras Grandes

L o

Conceito-
Chave
5.5

Se as hip6teses de minimos quadrados (veja o Conceito-Chave 5.4) sio validas, para amostras

gmndes, os esimadores de MQOs f3, B, ---, ﬁ,e possuem distribui¢io normal conjunta e cada
i, & distribuido N(f, 07 ), j =0, ..., k.
4 af

) NAa Segdo 4.4, vocé aprendeu que, sob a hipdtese dos minimos quadrados, os estimadores de MQO
(Bo € Br) 55.10 estimadores ndo viesados e consistentes dos coeficientes desconhecidos (8, € ;) no modelo de
regressio linear com um Gnico regressor. Além disso, em amostras grandes, a distribui¢io amostral de f, e 3
tem uma aproximagio boa por meio de uma distribuigio normal bivariada. C

Podemos estender esses resultados para a anilise de regressio mltipla. Isto é, sob as hipéteses de minimos
quadrados do Conceito-Chave 5.4, os estimadores de MQO BO, /31, s Bk sdo estimadores nio viesados e con-
sistentes de BQ, ,BJ, e ,[%k no modelo de regressio linear multipla. Para amostras grandes, a distribui¢io amostral
conjunta de i, By, ..., B, tem uma aproximagio boa por meio de uma distribuicio normal multivariada, que é a
extensio da distribui¢do normal bivariada para o caso geral de duas ou mais variaveis aleatérias normai "o
tas (veja a Secdo 2.4). M-

Embora a 4lgebra seja mais complicada quando existem multiplos regressores, o teorema central do limite
se aplica aos estimadores de MQO no modelo de regressio miltipla pelo mesmo motivo que se aplicaa Y e aos
estimadores de MQO quando ha um tnico regressor: os estimadores de MQO f,, fi, ..., ,Bk sio médias de dados
co,m.amostragem aleatéria e, se o tamanho da amostra é suficientemente grande, a distribui¢io amostral dessas
médias torna-se normal. Como a distribuicio normal multivariada é mais bem tratada matematicamente pelo
uso de algebra matricial, deixamos as expressdes para a distribuigio conjunta dos estimadores de MQO ;
Capitulo 16. QO a0
A 8 C?o.nceltol:Cha\’/e .5.5 resume o resultado de que, para amostras grandes, a distribui¢io dos estimadores de
cm.:ﬂu (1_1;) 1[]:5(1111;;-5?-‘:;S;n:cl)c;fi;z;pZ:)J};lgr:;;cia::;:an?rmal conjunta. De modo gera'l, os (istimadores de MQO sdo

o don ortelagt ¢do entre os regressores. A distribui¢do amostral conjunta dos
estimadores de MQO ¢ discutida de maneira mais detalhada no Apéndice 5.2 para os casos em que ha dois regres-
sores e erros homoscedasticos e na Se¢do 16.2 para o caso geral. -

Erros Padrao para os Estimadores de MQO

Ijer'nbre—se de que, no caso de um tnico regressor, foi possivel estimar a varidncia do estimador de MQO
;Ul)sntunjdf\-sc as expectativas por médias da amostra, que levaram ao estimador é§ dado na Equagio (4.19).
Ob as hipdteses de minimos quadrados, a lei dos grandes nimeros implica que esf;s médias da amostra con-
Vergem para suas correspondentes na populagio, de modo que, por exemplo, c%ﬁ%/ovz1 25 1. A raiz quadrada de

.‘3 Fd ~ A A N B
%, ¢ o erro padrio de ff;, EP(f;), um estimador do desvio padrio da distribui¢io amostral de f;.

rimt’fuj: :essczess:;ste;lde_dlretzmer%te para~a regre’ssio .mﬁltipla. O estimador de MQOA ,B; do j-ésimo coefi-
i gex res? ssui I;mﬂ esvio padrio que é est1rr_1ado por sex’erro padrio, EP(f). A féormula para o
s < UIZ n;l malsd?\c menFe com o uso de~matrizes,’de mod que ela € dada na Se¢do 16.2. O ponto
B jue, no que diz ,res.pelto a0 erro padrao‘, nio h4 nady conceitualmente diferente entre os casos

unico regressor e de multiplos regressores. As idéias principais — a normalidade dos estimadores para

4Mostras prandes e i : ; :
~l grandes e a capacidade de estimar de maneira consistente o desvio padrio de sua distribui¢io amostral
54 1
~ 990 as mesmas na presenga de um, dois ou 12 regressores.
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5.6 Testes de Hipotese e Intervalos de Confianga
para um Unico Coeficiente

Nesta secdo, descrevemos como testar hipoteses e construir intervalos de confianga para um finico coefi-

ciente em uma equacio de regressio miltipla.

Testes de Hipotese para um Unico Coeficiente

Suponha que vocé queira testar a hipétese de que uma variagdo na razao aluno-professor nio tem nenhum
efeito sobre a pontuagdo nos exames, mantendo constante a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés
na diretoria. Isso corresponde a supor que a hipotese de que o verdadeiro coeficiente 3; da razio aluno-profes-
sor & zero na regressio da populagio de pontuagdo nos exames sobre RAP e %Al Generalizando, podemos querer
testar a hipotese de que o verdadeiro coeficiente f3;do j-ésimo regressor assume um valor especifico, Bio- O valor
nulo f;, vem da teoria econdmica ou, como no exemplo da razio aluno-professor, do contexto de tomada de
decisio da aplicagio. Se a hipdtese alternativa & bicaudal, as duas hipéteses podem ser escritas matematicamen-

te como
Hy: B; = B vs- Hy: B;# Bjo (hipétese alternativa bicaudal). (5.13)

Por exemplo, se o primeiro regressor & RAP, a hipétese nula de que uma varia¢io na razdo aluno-pro-
fessor nio tem efeito sobre o tamanho da turma corresponde 3 hipotese nula de que B, = 0 (de modo que
Bio=0). Nossa tarefa é testar a hipdtese nula H contra a alternativa H, utilizando uma amostra de dados.

O Conceito-Chave 4.6 fornece um procedimento para testar €ssa hipétese nula quando ha somente um
Gnico regressor. O primeiro passo desse procedimento é calcular o erro padrio do coeficiente. O segundo € cal-
cular a estatistica f utilizando a formula geral do Conceito-Chave 4.5. O terceiro & calcular o valor p do teste
usando a distribui¢io normal acumulada da Tabela 1 do Apéndice ou, alternativamente, comparar a estatistica ¢
a0 valor critico correspondente ao nivel de significincia desejado para o teste. A base tedrica desse procedimento
é a seguinte: o estimador de MQO possui uma distribuicio normal para amostras grandes que, sob a hipotese
nula, tem como média o valor verdadeiro da hipotese e a variAncia dessa distribui¢io pode ser estimada de maneira
consistente.

Essa base também esté presente na regressio multipla. Conforme expresso no Conceito-Chave 5.5, a
distribuigio amostral de ﬁj é aproximadamente normal. Sob a hipétese nula, a média dessa distribuigio é
Bjo- A varidncia dessa distribuicio pode ser estimada de maneira consistente. Portanto, podemos simples-
mente usar o mesmo procedimento do caso com um {inico regressor para testar a hipotese nula na Equa-
¢io (5.13).

O Conceito-Chave 5.6 resume o procedimento para o teste de uma hipotese para um Gnico coeficiente na
regressio multipla. A estatistica ¢ efetivamente calculada é representada no Conceito-Chave por #/. Contudo, é
comum representi-la simplesmente por £, € sera esta a notagio que adotaremos no restante do livro.

Intervalos de Confianca para um Unico Coeficiente

O método para se construir um intervalo de confianca na regressio maltipla é o mesmo do modelo com
um tnico regressor. O Conceito-Chave 5.7 resume esse método.

O método para a condugio de um teste de hipétese no Conceito-Chave 5.6 e o método para a construgao
de um intervalo de confianca no Conceito-Chave 5.7 se apbiam na aproximagio normal para amostras grandes
da distribui¢io do estimador de MQO [?’ Desse modo, vocé deve ter em mente que esses métodos que quan-
tificam a incerteza da amostragem s6 tém garantia de funcionamento para amostras grandes.
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Testando a.ijétese B;=p;qcontraa
Hipétese Alternativa 8, » Bio

1. Calcule o erro padrio de 3, EP(/%-). ‘
9. Calcule a estatistica ¢

A

_ A= b :
e .14y Conceito-

E

3. Calcule o valor p Chave

5.15) 5.6

onde ¥ é o valor da estatistica ¢ efetivamente calculado. Rejeite a hipotese ao nivel de sig-

nificancia de 5 por cento se o valor p for menor do que 0,05 ou, de forma equivalente,
se |19]> 1,96.

valor p = 2&( —|t¥]),

O erro padrio e (normalmente) a estatistica ¢ € o valor p para testar ; = 0 sdo calculados auto-
maticamente pelo pacote de regressio.

Aplicacdo a Pontuagao nos Exames
e a Razao Aluno-Professor

~Podemos rejeitar a hipotese nula de que uma variagdo na razdo aluno-professor nio tem efeito sobre a pon-
flaigio nos exames, uma vez que controlemos a porcentagem de alunos que esti aprendendo inglés na diretoria?
O queé um intervalo de confianca de 95 por cento para o efeito de uma variagio na razio aluno-professor sobre
a pontua¢io nos exames, controlando-se a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés? Agora ji somos
capazes de responder a essa questio. A regressio da pontuagio nos exames contra RAP e %AI, estimada por

MQO, fox‘ dada na Equacio (5.10) e é novamente expressa aqui — os erros padrio estio entre parénteses abaixo
dos coeficientes:

e
PontExame = 686,0 — 1,10 X RAP — 0,650 X %AL (5.16)
(8,7) (0,43) (0,031)

' Para testar a hipotese de que o verdadeiro coeficiente sobre RAP é 0, primeiro precisamos calcular a estatis-
tl('ta t na Equagio (5.14). Como a hipétese nula diz que o valor verdadeiro desse coeficiente é zero, a estatistica
I'C I= (1,10 - 0)/0,43 = —2,54. O valor p associado a ela &€ 20(-2,54) = 1,1 por cento; isto &, o me’nor nivel de
significdncia para o qual podemos rejeitar a hipétese nula é 1,1 por cento. Como o valor p é m’enor do que 5 por
gento, 2 ‘hipétesc nula pode ser rejeitada ao nivel de significincia de 5 por cento (mas decididamente nio ao nivel
de significincia de 1 por cento).

Um interval_o de confianca de 95 por cento para o coeficiente da populagio de RAP é-1,10 £ 1,96 x 0,43 =
5‘11(,)25, :8,26); isto &, podemos estar 95 por cento confiantes .de que o verdadeiro valor do coeficiente estd entre
»72 € —0,26. Interpretado no contexto do interesse da superintendente de diminuir a razio aluno-professor em

21 (o) lllterval() de COIlﬁan(;a de 9
5 p T cento para o] efelt dessa T (;a S w (;
S 2 ) ( ) O € O Cdu (8] ObI ontuacao nos exames € ( 1,95

?i’;fi’:l‘:;iz IiisdP:SiSe p:(:' ntlzlll:no a eql.faf&o.. ?ua analise da regress:?lo~ altipla na Equagio (5.16) convenceu

lhorar 2 pontua -ﬁ . noci e),(am ase na (C;’lden(.tla até o momento, a redugio do tamanho da turma ajudara a me-

tratar mmais pro tf}e i oo Odee’s em ’sula 1retor1a._Agora, contudo, ela parte para uma questio mais sutil. Se con-

S omputadores reduzin:ig astrjspaga‘ O%Bogame1o de cortes d(’T outros itens do orgamento (descartando novos

esanracis o C-Ontribuintengl com ma.nutzlg,;ao et:c_.) ouda sohc1tagaf> de um aumento em seu orgamento, o que

o e N mantend(.) . a pergunta: qual é o efeito de uma redugio da razio aluno-professor sobre a pontua-
) onstantes o gasto por aluno e a porcentagem de alunos que esti aprendendo inglés?
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| Intervalos de Confianga para um Unico
Coeficiente na Regressao Miltipla

Um intervalo de confianca bicaudal de 95 por cento para o coeficiente ;& um intervalo que
contém o valor verdadeiro de §; com uma probabilidade de 95 por cento; isto &, contém o
valor verdadeiro de f; em 95 por cento de todas as amostras possiveis selecionadas aleatoria-
mente. De modo equivalente, ele também é o conjunto de valores de f3; que nao podem ser
rejeitados por um teste de hipotese bicaudal a um nivel de 5 por cento. Quando o tamanho

da amostra é grande, o intervalo de confianca de 95 por cento é:

intervalo de confianca de 95 por cento para f§; = (ﬁj = 1,96EP([§J.), ﬁJ + 1,96EP([§].)). (5-17)

Unm intervalo de confianga de 90 por cento € obtido substituindo-se 1,96 na Equagdo (5.17)
por 1,645.

¢ considerada estimando-se uma regressio da pontuagio nos exames sobre a razio aluno-

Essa questdo pode se
de alunos que estd aprendendo inglés. A reta de regressio de

professor, o gasto total por aluno e a porcentagem

MQO é

e e
PontExame = 649,6 — 0,29 X RAP + 3,87 X Gasto — 0,656 X %Al (5.18)
(15,5) (0,48) (1,59) (0,032)

onde Gasto ¢ o gasto total anual (em milhares de dolares) por aluno na diretoria.

O resultado é surpreendente. Mantendo constantes 0 gasto por aluno e a porcentagem de alunos apren-
dendo inglés, estima-se que uma variacdo na razio aluno-professor tenha um efeito muito pequeno sobre
do de RAP na Equagio (5.16) é de —1,10, mas, adicionando-
se Gasto como regressor na Equagio (5.18), ele é de apenas —0,29. Além disso, a estatistica t que testa s€ 0
valor verdadeiro do coeficiente é zero agora € t = (=0,29 — 0)/0,48 = —0,60, de modo que a hipotese de
que o valor do coeficiente da populagio & de fato zero nio pode ser rejeitada mesmo ao nivel de significincia

a pontuagio nos exames: O coeficiente estima

de 10 por cento (|-0,60]< 1,645). Portanto, a Equagio (5.18) nio fornece nenhuma evidéncia de que 4 e

contratagio de mais professores ira melhorar a pontuagdo nos exames s€ O gasto total por aluno for man-

tido constante.
Observe que, quando Gasto foi incluido, o erro padrio de RAP aumentou de 0,43 na Equagio (5.16) para

0,48 na Equagio (5.18). Isso ilustra o ponto geral de que uma correlagio entre regressores (a correlagio entre
RAP e Gasto é —0,62) pode tornar os estimadores de MQO menos precisos (veja o Apéndice 5.2 para uma dis-

cussio mais detalhada).

E quanto a nosso contribuinte irritado? Ele afirma que os valores da populagio tanto do coeficiente da razao
aluno-professor (B;) quanto do coeficiente do gasto por aluno (B,) sio iguais a zero, isto é, sua hipotese é de que
B; = 0 e f, = 0. Embora pareca que podemos rejeitar essa hipotese, uma vez que a estatistica ¢ para o teste d€
B, = 0 na Equagdo (5.18) é t = 3,87/1,59 = 2,43, esse raciocinio é fatho. A hipdtese do contribuinte é uma

hipétese conjunta e para testa-la precisamos de uma ferramenta nova, a estatistica F.

57 Testes de Hipoteses Conjuntas

Esta secdo descreve como formular hipéteses conjuntas sobre coeficientes de regressao maltipla e como testa

las utilizando uma estatistica F.
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Teste de Hipoteses sobre Dois
ou Mais Coeficientes

Hipdtese nula conjunta. Considere a regressio na Equagio (5.18) da pontuagio no 5
ajl_liltj-}‘lrf)ft?.\‘?ifjl’.‘ 0 gasto por aluno e a porcentagem de alunos que est aprendendo in ISA exlin}if‘ts ; e i
letfibl'”l"t‘ irritado € de que nem a razio aluno-professor nem o gasto por aluno POSSEC?‘HS. ﬁPOteSC ‘de g
a pontuacdo nos exames, uma vez que controlemos a porcentagem de alunos que estd aprengzlridgi;fztOCSObm
. Como

‘Q e LJ p i i ( )
1 I: 0 rimeiro ICgICSSOI na Equagao 5.] 8 € GaStO €co SCgundO pOdeIIlOS €SCre natemat 1
; 3 Ca
h|l}()[f‘§ £ Como mente essa

Hy By =0ep,=0 versus Hy: B;#0e/ouff,#0 (5.19)

hipétese d i A
", A~ potese de que tanto o coeficiente da razdo aluno-professor (B;) quanto o coeficiente do gasto por aluno
(f,) sio iguais a zero € um exemplo de uma hipd j i
4 Otese conjunta sobre os coeficient
) 30 1guas 2 ze: i es no modelo de 3
e : ) . regressio
ml }‘ o € 1:10, a hip6tese nula restringe o valor de dois dos coeficientes, de modo que no que diz ris eit
i nologi: 1 1p6 3 i .
fiierminol gia podemos dizer que a hipétese nula na Equagio (5.19) impde duas restrigdes sobre d ?
regressio miltipla: que 8; = 0 e que 8, =0 o modelo de
Em geral, uma hipoét j : ipd impd
- g~ (,: " potese cqn_!unta ¢ uma hipétese que impde duas ou mais restri¢des sobre os coeficientes
a regressio. Consideramos as hipoteses conjuntas nula e alternativa da seguinte forma:

Hy: p; = Bj,o, By = B, etc., para um total de q restrigdes, versus
(5.20)

.- . - a s
|- uma ou mais das g restrigdes sob H, nio sio vilidas,

onde B, B, etc. referem-se a coefici do di
, B,, etc. oeficientes de regres
cientes sob a hipotese nula. A hipotese nula nagEqszo Ndlf?;elrl‘;;s'e o B eltC. e Eanne (o0 oo coct
: : . uagdo (5.19) € um exemplo da Equag¢io (5.20
il > ! _ p quagio (5.20). Outro exem-
gg ; .‘gu te: em uma regressio com k = 6 regressores, a hipotese nula é de que os coeficientes do 22, 42
regressores sio nulos; isto é, B, = 0, B, = 0 e §5 = 0, de modo que q = 3 restri¢des. E potese
nula Hy,, existemn g dessas restrigdes. . e
Se qualquer uma (ou mai i
mais de uma) das igualdad ipé a
) gu es sob a hipdtese nula Hj, na Equacio (5.20) for falsa, a

llip{)[t‘it‘ I‘ILI}A C I]Iullta €1 ]- e]ai l a l rtant ll[p q p gu
b o] S1§ als orta O, 1

. a otese Qlternatlva € de ue ClO menos uina daS 1 aldadCS
na l“pUILSC nula HO nao e Vé,lida.

Por que ndo pos . i
e S Wl e
o cxce enf, L - D estar umma restri¢do de cada vez, o calculo a seguir mostra
e s e o i) S o s s i o
0 e seja ¢, a estatistica f para’o teste d;]; iy 2 = 1. eja t; a estatistica ¢ para o teste da hipétese nula de que 8, =
miento de teste “uma de cada vez”: rejei potes.e o de que ﬁz. = 0. O que acontece quando vocé usa o procedi-
Como essa pergunta env:le\:fze . fz_lelta " h1p A5 nu’la.COn_]unta se t; ou t) excedem 1,96 em valor absoluto?
tribuicio amostral coniunta de ¢ :St ués \I’;rlavels aleat(?rlas t ety resPonder a ela requer a caracterizagio da dis-
SUEIm uma diStfibUigianor;m] . (1) y 2~t 3 orme menc1onadq oa Se¢do 5.5, para amostras grandes, B1 e Bz pos-
uma distribuicio normal bi\-‘--n-i-ld-xjuen a, de m(;do que, spb a hlpotf:se flu.Ia .conjunta, as estatisticas ¢ ¢, e ¢, possuem
. orimmeiro Ingar corlsi(.ie;é Om que ca aiestatlstlca t possui {11§d1a igual a zero e varidncia igual a um.
o, o ¢ ,o S caso esggcml em que as f:stanstlcas t sio nao-correlacionadas e, portanto,
de vocé rejeitar a hipétese nula qua 0dprolcef - de’ N o e ' s vesksistorbaquyl € gipgoabiidgde
calcular 3 probabilidade de re'eiqi 1’(11 o ela ’or verdadeira? Meils de 5.por cento! Nesse caso especial, podemos
[6]<196 e |6, < 1,96 Con;]o ;2 tetS’SC. metoiio -com exatiddo. A hipbtese nula ndo seri rejeitada somente se
XP(|1,] < 1,96) = 0’95-2 L ié;;)stzlgz; tls)ao independentes, P('| f1 | €196 e |t,] £1,96) =P(|t,| <1,96)
ela for verdadeira serli de 1 —’O 952=9 7,5 i e modo,’a prOE)‘abﬂfdade degeigicao da hipotesenuiguande
n.mira freqiiéncia, porque da a ;océ mu,itas zoi)ctent% Si) ey & o 2 Cad'a .VCZ” rejeita a hipdtese nula com
Bt Dode tenier novamento utilaando & Segu ; (111:1 ades: se vocé deixa de rejeitar utilizando a primeira estatis-
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Se os regressores sio correlacionados, a situagio fica ainda mais complicada. O tamanho do procedimento
“uma de cada vez” depende do valor da correlagio entre os regressores. Como o enfoque de teste “uma de cada
vez” tem o tamanho errado — isto é, sua taxa de rejeicdo sob a hipdtese nula nio é igual ao nivel de significan-
cia desejado —, é necessirio um novo enfoque.

Um enfoque é modificar o método “uma de cada vez” de modo que sejam utilizados diferentes valores criti-
cos que assegurem que seu tamanho seja igual ao nivel de significincia. Esse método, denominado método de
Bonferroni, é descrito no Apéndice 5.3. A vantagem desse método & que ele se aplica de modo bastante geral.
Sua desvantagem é ser pouco eficiente: freqiientemente deixa de rejeitar a hipdtese nula quando na verdade a
hipotese alternativa é verdadeira.

Felizmente, existe outro enfoque mais eficiente para o teste de hipoteses conjuntas, especialmente quando
os regressores sio altamente correlacionados. Esse enfoque baseia-se na estatistica F.

Estatistica F

A estatistica F é utilizada para testar hipdteses conjuntas sobre coeficientes de regressio. As formulas para
a estatistica F foram incorporadas aos pacotes de regressio modernos. Discutiremos primeiro o caso de duas
restricdes para entio voltarmos para o caso geral de g restrigdes.

Estatistica F com q = 2 restri¢ées. Quando a hipotese nula conjunta tem duas restriges — ff; = O e
B, = 0 —, a estatistica F combina (as duas estatisticas t) t, e t, utilizando a férmula

b1 (t% + 15— Zﬁzl,:zﬁfz')
2 bl

A2 (5.21)
\ 1- P t1lg
onde f, , € um estimador da correlagio entre as duas estatisticas £.

Para entender a estatistica F na Equagdo (5.21), primeiro suponha que sabemos que as estatisticas ¢ sio nio-
correlacionadas, de modo que podemos excluir os termos que envolvem p, . Se for esse o caso, a Equagio (5.21)
é simplificada e F = %(tl2 + t3), isto é, a estatistica F & a média dos quadrados das estatisticas £. Sob a hipétese nula,
1, € t, sio variaveis aleatdrias normais padrio independentes (pois as estatisticas ¢ sio ndo-correlacionadas por
hipétese), de modo que, sob a hipotese nula, F possui uma distribuigdo F, , (veja a Segdo 2.4). Sob a hipotese
alternativa de que ou 3, é diferente de zero ou f3, é diferente de zero (ou ambos), entdo ou £ ou £ (ou ambos)
serio grandes, o que leva o teste a rejeitar a hipotese nula.

Em geral, a estatistica ¢ é correlacionada, e a férmula para a estatistica F na Equagdo (5.21) ajusta-se a essa
correlagio. Esse ajuste & feito de modo que, sob a hipotese nula, a estatistica F possua uma distribuigio F, ,, para
amostras grandes, sejam as estatisticas f correlacionadas ou ndo.

Estatistica F com q restrigbes. A formula para a estatistica F testar as ¢ restri¢des da hiptese nula conjunta
na Equacio (5.20) é dada na Se¢io 16.3. Os pacotes de regressio incorporam essa formula, o que facilita o cal-
culo da estatistica F na pratica.

Sob a hipétese nula, a estatistica F tem uma distribui¢do amostral que, para amostras grandes, ¢ dada pela
distribui¢io F, .. Isto é, para amostras grandes, sob a hipdtese nula,

a estatistica F € distribuida como F, ... (5.22)
Assim, os valores criticos para a estatistica F podem ser obtidos nas tabelas da distribui¢io F,,, na Tabela 4
do Apéndice para o valor apropriado de g e o nivel de significincia desejado.

Calculando o valor p utilizando a estatistica F. O valor p da estatistica F pode ser calculado utilizando-
se a aproximacdo qui-quadrado de sua distribuigio para amostras grandes. Seja ¥ o valor da estatistica F efeti-
vamente calculado. Como a estatistica FF tem uma distribuigdo F, .., para amostras grandes, sob a hipdtese nula,
o valorp é
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valor p = P[F, . > F9. (5.23)

O valor p na Equagio (5.23) pode ser avaliado pelo uso da tabela da distribui¢io F  (0ou, de forma alternativa,
uma tabela da distribui¢io )(3, pois uma variavel aleatéria com distribuicio )(;‘ € g vezes uma variavel aleatéria com
distribuigio Fq’w). Alternativamente, o valor p pode ser avaliado por meio de um computador, uma vez que as for-
mulas para as distribui¢des acumuladas qui-quadrado e F foram incorporadas aos pacotes estatisticos modernos.

Estatistica F ‘‘global” da regressdo. A estatistica F “global” da regressdo testa a hipotese conjunta de que
todos os coeficientes de declividade sdo iguais a zero. Isto é, as hipdteses nula e alternativa sio

Hy By =0,8,=0,.., B, = Oversus H;: Hy: f;# 0, pelo menos um j, j = 1, .., k. (5.24)

Sob essa hipotese nula, nenhum dos regressores explica qualquer variagio em Y, embora o intercepto (que
sob a hipdtese nula é a média de Y)) possa ser diferente de zero. A hipétese nula na Equagio (5.24) é um caso
especial da hipotese nula geral da Equagio (5.20), e a estatistica F global da regressio € a estatistica F calculada
para a hipétese nula na Equacio (5.24). Para amostras grandes, a estatistica I global da regressio tem uma dis-
tribuigdo F .

Estatistica F quando q = 1. Quando q =1, a estatistica F testa uma tnica restrigio. Entio, a hipdtese nula
conjunta fica reduzida a uma hipdtese nula com um nico coeficiente de regressio e a estatistica F € o quadrado
da estatistica t.

Heteroscedasticidade e homoscedasticidade novamente. Na Secio 4.9, vocé viu que, por razdes histori-
cas, 0s pacotes estatisticos ds vezes calculam os erros padrio somente homoscedasticos como opgdo padrio, de
modo que o usuirio deve especificar que os erros padrio robustos quanto i heteroscedasticidade devem ser uti-
lizados, no lugar da opg¢io padrio. Esse aviso se aplica também 4 estatistica F: para assegurar que vocé utiliza a
estatistica F robusta quanto a heteroscedasticidade, em alguns pacotes de regressio vocé deve selecionar a op¢io
“robusto”, de modo que sejam utilizadas estimativas robustas da “matriz de co-variancia”. Se a versio somente
homoscedastica da estatistica F (discutida no Apéndice 5.3) for utilizada, mas os erros forem heteroscedasticos, a
estatistica F ndo terd a distribui¢do F ., na Equagio (5.22) sob a hipétese nula e levard a inferéncias estatisticas
€nganosas.

Aplicagao a Pontuagao nos Exames
e a Razao Aluno-Professor

Agora estamos capacitados para testar a hipétese nula de que os coeficientes tanto da razio aluno-professor
quanto do gasto por aluno sio iguais a zero contra a alternativa de que pelo menos um coeficiente & diferente de
zero, controlando a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés na diretoria.

Para testar essa hipotese, precisamos calcular a estatistica F do teste em que 3; = 0 e 8, = 0 utilizando a
regressio de PontExame sobre RAP, Gasto e %Al apresentada na Equacgio (5.18). O valor da estatistica F ¢ 5,43.
Sob a hipétese nula, para amostras grandes, a estatistica possui uma distribui¢io F, .. O valor critico de 5 por
cento da distribuigio F, ., € 3,00 (veja a Tabela 4 do Apéndice) e o valor critico de 1 por cento é 4,61. O valor
da estatistica F calculado a partir dos dados, 5,43, é maior do que 4,61, de modo que a hipdtese nula é rejeitada
20 nivel de 1 por cento. E muito pouco provavel que tenhamos selecionado uma amostra que produzisse uma
estatistica F tio grande quanto 5,43 se a hipdtese nula fosse de fato verdadeira (o valor p é 0,005). Com base na
evidéncia da Equagio (5.18) e no que foi resumido na estatistica F, podemos rejeitar a hipdtese do contribuinte
de que nem a razio aluno-professor nem o gasto por aluno tem um efeito sobre a pontuagio nos exames (man-
tendo constante a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglésy:
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5.8 Testando Restrigoes Unicas que Envolvem
Coeficientes Mdltiplos

As vezes a teoria econdmica sugere uma (nica restricio que envolve dois ou mais coeficientes de regressio.
Por exemplo, a teoria pode sugerir uma hipétese nula da forma f3; = j3,, isto €, os efeitos do primeiro e do segundo
regressor sio iguais. Nesse caso, a tarefa é testar essa hipotese nula contra a alternativa de que os dois coeficientes
sao diferentes, isto &,

Hy: B, = B, versus Hy: By # 3. (5.25)

Essa hipétese nula tem uma restri¢do tnica, de modo que ¢ = 1, porém a restri¢do envolve multiplos coe-
ficientes (8, e B,). Precisamos modificar os métodos apresentados até 0 momento para testar essa hipotese. Exis-
tem dois enfoques; qual deles serd mais facil dependera de seu pacote.

Enfoque n? I: Teste a restri¢do diretamente. Alguns pacotes estatisticos possuem um comando especial
destinado a testar restricdes como a Equagdo (5.25), e o resultado € uma estatistica F que, como q = 1, possui
uma distribui¢do F ,, sob a hipotese nula. (Lembre-se da Se¢do 2.4, em que vocé viu que o quadrado de uma
variavel aleatéria normal padrio possui uma distribuigdo F, .., de modo que o percentil de 95 por cento da dis-
tribuigio F, ,, & 1,967 = 3,84.)

Enfoque n® 2: Transforme a regress@o. Se o seu pacote estatistico nio pode testar a restrigio diretamente,
a hipbtese na Equagio (5.25) pode ser testada utilizando-se um truque em que a equagio da regressio original
é reescrita para transformar a restri¢io na Equag¢do (5.25) em uma restrigio sobre um Gnico coeficiente de
regressio. Para dar um exemplo concreto, suponha que haja somente dois regressores na regressio, X;; e X,;, de
modo que a regressio da populagio tem a forma

Y, = By + By Xy + B Xo + uy (5.26)

Aqui esti o truque: ao subtrairmos e adicionarmos ,X;;, temos que 1 Xy; + X5, = 51 X); — B,Xy; + B,X;
+ B,X5 = (B, — B) Xy, + Bo( Xy, + Xo) = nXy; + bW, onde ¥ = B, — B, e W= X;; + X,,. Desse modo, a regressio
da populagio na Equagio (5.26) pode ser reescrita como

Y, =By + 1 Xy + bW+ u, (5.27)

Como o coeficiente ¥, nessa equagio é y; = 8; — f3,, sob a hip6tese nula, na Equagio (5.25), y; = 0, ao passo
que, sob a alternativa, 7, # 0. Portanto, ao transformar a Equagdo (5.26) na Equacdo (5.27), transformamos uma
restricio sobre dois coeficientes de regressio em uma restri¢io sobre um tinico coeficiente de regressio.

Como a restrigio agora envolve o coeficiente Gnico 7, a hipétese nula na Equagio (5.25) pode ser testada
usando o método da estatistica ¢ da Se¢do 5.6. Na pratica, isso é feito construindo-se em primeiro lugar o novo
regressor W, como a soma dos dois regressores originais para que entdo a regressio de Y, sobre X; e W, seja esti-
mada. Um intervalo de confianca de 95 por cento para a diferenga entre os coeficiente 8, — 3, pode ser calcu-
lado como ¥, + 1,96 EP(},).

Esse método pode ser estendido para outras restri¢des sobre equagdes de regressio utilizando-se o mesmo
truque (veja o Exercicio 5.8).

Os dois métodos (enfoques n? 1 e n? 2) sio equivalentes, no sentido de que a estatistica F do primeiro método
é igual a0 quadrado da estatistica t do segundo método.

Extensdo para q > 1. Em geral, é possivel ter g restrigdes sob a hipétese nula em que algumas ou todas essas
restricdes envolvern multiplos coeficientes. A estatistica F da Segdo 5.7 pode ser estendida para esse tipo de hipotese
conjunta. A estatistica F pode ser calculada por qualquer um dos dois métodos que acabamos de discutir para g =
1. A melhor forma de fazer isso na pritica dependeri do pacote de regressio especifico que esta sendo utilizado.
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5.9 Conjuntos de Confianca para Maltiplos Coeficientes

Nesta secio, explicamos como construir um conjunto de confianga para dois ou mais coeficientes de Tegressio
miltipla. O método é conceitualmente similar a0 método da Se¢io 5.6 para a construcio de um conjunto de
confianga para um Unico coeficiente pelo uso da estatistica ¢, exceto pelo fato de que o conjunto de confianga
para maltiplos coeficientes baseia-se na estatistica F.

Um conjunto de confianga de 95 por cento para dois ou mais coeficientes é um conjunto que contém
os verdadeiros valores da populagio desses coeficientes em 95 por cento das amostras selecionadas aleatoriamente.
Portanto, um conjunto de confianga é a generalizacio para dois ou mais coeficientes de um intervalo de con-
flanca para um unico coeficiente,

Lembre-se de que um intervalo de confianga de 95 por cento é calculado encontrando-se o conjunto de
valores dos coeficientes que ndo sio rejeitados pelo uso de uma estatistica ¢ a um nivel de significincia de 5 por
cento. Esse enfoque pode ser estendido para o caso de miltiplos coeficientes. Para tornar isso concreto, suponha
que voce esteja interessado na construgio de um conjunto de confianca para dois coeficientes, 3, e f8,. Na Secio
5.7, mostramos como utilizar a estatistica F para testar uma hipdtese nula conjunta de que 8; = B, e 8, = Bag
Suponha que voce queira testar todos os valores possiveis de B ; € B, ao nivel de 5 por cento. Para cada par de
candidatos (B o, B,9), vocé constrdi a estatistica F e rejeita-a se ela exceder o valor critico a 5 por cento de 3,00.
Como o teste tem um nivel de significancia de 5 por cento, os verdadeiros valores da populagio de 3, e 3, nio
serdo rejeitados em 95 por cento de todas as amostras. Assim, o conjunto de valores nio rejeitados ao nivel de 5
por cento por essa estatistica F constitui um conjunto de confian¢a de 95 por cento para f3; € f3,.

Embora esse método de tentar todos os valores possiveis de 3 ; e 3, ; funcione na teoria, na pritica ¢ muito
mais simples utilizar uma férmula explicita para o conjunto de confianga. Essa formula para um niimero arbi-
trario de coeficientes baseia-se na férmula para a estatistica F da Se¢io 16.3. Quando hi dois coeficientes, os
conjuntos de confianca resultantes tém o formato de elipse.

Para fins de ilustragdo, a Figura 5.1 mostra um conjunto de confian¢a de 95 por cento (elipse de confianga)
para os coeficientes da razio aluno-professor e do gasto por aluno, mantendo constante a porcentagem de alunos
que esta aprendendo inglés, com base na regressdo estimada na Equagio (5.18). Essa elipse ndo inclui o ponto
(0,0). Isso significa que a hipdtese nula de que esses dois coeficientes sdo iguais a zero é rejeitada pelo uso da
estatistica ' a um nivel de significincia de 5 por cento, que ja conheciamos da Se¢io 5.7. A elipse de confianga
¢ uma lingiiica gorda e sua  parte longa ¢ orientada para a diregio abaixo-esquerda/acima-direita. Isso porque a
correlagio estimada entre f}; ¢ f, é positiva, o que por sua vez surge em razio da correlagio entre os regressores
RAP e Gasto (escolas que gastam mais por aluno tendem a ter menos alunos por professor).

’ FIGURA 5.1 Conjunto de Confianga de 95 por cento para j; e B,

O conjunto de confianga de 95

N

por cento para §; e B, é uma

elipse. A elipse contém os
pares de valores de 3, e j3;
que ndio podem ser rejeitados
pelo uso da estatistica F ao

nivel de significancia de

5 por cento. Conjunto de confianga 95%

S = N W R UL NN ® O
T T T 1T 1

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15
B




[ ===

118 ECONOMETRIA

5.10 Estatisticas de Regressao Adicionais

Trés estatisticas-resumo COMUMENte utilizadas na regressao miltipla sio o erro padrio da regressio, 0 R? dare-

gressio € O R? ajustado (tambem conhecido como R?). As trés estatisticas medem quio bem a estimativa de MQO

~ /. : M ki
da reta de regressio miltipla descreve ou “se ajusta” aos dados.

Erro Padrao da Regressao (EPR)

O erro padrio da regressio estima o desvio pa
dispersio da distribuicio de Y em torno da reta de regressao. Na regressio miltipla, o EPR €

! SQR

EPR=s, onde § = ——— > @ ="— © (5.28)
! n—k-142" n—k—1

drio do termo de erro u; Portanto, o EPR é uma medida da

onde SQR ¢ a soma dos quadrados dos residuos, SQR = g,ﬁ,z

A Gnica diferenca entre a definigdo na Equagio (5.28) e a definicio de EPR na Se¢do 4.8 para o modelo
com um {inico regressor & que aqui o divisor é n— k— 1 em vez de n—2. Na Secio 4.8, o divisor n—2 (em vez
de 1) ajusta o viés para baixo introduzido na estimativa de dois coeficientes (a declividade e o intercepto da reta
de regressio). Aqui o divisor # — k — 1 ajusta o viés para baixo introduzido na estimativa de k + 1 coeficientes
(k coeficientes de declividade e um intercepto). Assim como na Segio 4.8, o uso de n— k — 1 em vez de n ¢ cha-
mado de ajuste de graus de liberdade. Se ha um fnico regressor, entio k = 1, de modo que a formula na Segdo
4.8 & igual A da Equagao (5.28). Quando n ¢ grande, o efeito do ajuste de graus de liberdade & desprezivel.

O R?

O R? da regressio € a fragao da variincia da amostra de Y; explicada (ou prevista) pelos regressores. e modo
equivalente, o R? ¢ igual a um menos a fracio da varidncia de Y; ndo explicada pelos regressores.
A definicio matemitica de R2 & 2 mesma da regressio com um (nico regressor:

SQE _, SR (5.29)
SQT SQT

H A pa— " —
. , 2 P 1 | 7
onde a soma dos quadrados explicada é SQE = S(Y, — Y)? e a soma dos quadrados total &€ SQT = El(YI Y)"
i=1 .. i= 3
aumenta quando um regressor ¢ adicionado, a menos queé 0 NOVO regressor
com 0s Iegressores originais. Para visualizar isso, considere o inicio cont umi

gundo. Quando vocé utiliza MQO para estimar o modelo com os dois re-
5. S€

Na regressio multipla, 0 R?
seja perfeitamente multicolinear

regressor € entao a adicdo de um se€
gressores, MQO encontra os valores dos coeficientes que minimizam a soma dos quadrados dos residuo

MQO determina que 0 coeficiente do novo regressor é exatamente zero, a2 SQR seri a mesma s€ a segunda
variavel for incluida ou nao na regressio. Mas, se MQO escolhe qualquer valor diferente de zero, €ss€ valor
deve ter reduzido a SQR relativamente i regressao que exclui esse regressor. Na pratica, ¢ bastante incomuin
atamente igual a zero, de modo que, em geral, a SQR diminuird quando

que um coeficiente estimado seja ex
so significa que 0 R? geralmente aumenta (e nunca diminui) quando u

um novo regressor for adicionado. Is
novo regressor & adicionado.

O “R? Ajustado”

Como o R? aumenta quando uma nova varisvel & adicionada, um aumento de R2 nio significa que

de uma variavel efetivamente melhora o ajuste do modelo. Nesse sentido, o R? d4 uma estimativa inflada de qua®

bem a regressao se ajusta aos dados. Uma forma de corrigir isso é deflacionar ou reduzir o R? em algum fatofs

4 adigao

goqueo R? ajustado, ou RZ, faz.
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O R? ajustado, ou R?, é uma versio modificada d 2 3 i
ado, 5 o R® que nio necessariamente au
regressor & adicionado. O R? é O B oy
§2=1_ n_l_gglz__1_sg
n—k—1SQT 2 (5-30)

A diferenca entre essa férmula e a segunda defini¢do do R? na Equagio (5.29) é que a razdo da soma d
quadrados dos residuos pela soma dos quadrados total é multiplicada pelo fator (n— 1)/ (n—k—1). Com oston
a segunda expressio da Equagio (5.30), isso torna o R? ajustado igual a um menos a razio da Variﬁ;lcia d | ot
dos I‘L“_{i’dlitf.‘i de 'MQ’O '(com a corregdo de graus de liberdade da Equagdo (5.28)) pela varidncia da amoéslt:ln c;)eS t;l

Hi trés coisas Gteis para saber sobre o RZ. Em primeiro lugar, (n — 1)/(n — k — 1) & sempre mai d .
uin, de modo que R?¢ sempre menor do que R2. g £

Em segundo lugar, a adi¢io de um regressor tem dois efeitos opostos sobre o RZ. Por um lado, SQR diminui
o que aumenta o R2. Por outro lado, o fator (n — 1)/(n — k — 1) aumenta. O aumento ou a di ninuica lmmglé
depende de qual desses efeitos &€ o mais forte. b diminuicio de &

Por tltimo, o R? pode ser negativo. Isso acontece quando os regressores tomados em conjunto, red
soma dos quadrados dos residuos em um montante tdo pequeno que essa re’dugio nao conseggue c;)mp::l:; g

fator (n— 1)/(n —k—1).

Interpretando o R? e o R?
Ajustado na Pratica

Um R? ou um R? proxi igni i
R? proximos de um significa que os regressores sao bons em prever os valores da variavel
dependente na amostra, e um R? R? préxi igni wo fr
Ostra, ou um R? préximos de zero significa que os regressores ndo sio bons. Isso faz
Ct‘ . ” - B . o~ '

1 que essas (.estat{stl.cas sejam resumos tteis da capacidade de previsio da regressdo. Contudo, podemos ser le-
vados a dar mais crédito a elas do que mereceriam.

H4i quatro armadilhas potenciai i ili R
] potenciais das quais temos de nos proteger quando utilizamos o R? ou o R%:

Um aumento no R? R? ndo signi '
g amenLo i R2 ou no R? ndo significa necessariamente que uma varidvel adicionada seja estatisti
significante. O R? aumenta quand ¢ adici j isti 7 e o,
o EZ quando voce adlclona um regressor, seja ele estatisticamente signiﬁcante ou nio
ne 1 30 signi i -
A >m szmpu? aumenta, mas se isso acontece nio significa necessariamente que o coeficiente do regres
sor adic 15t igni ]
‘ 1onado seja estatisticamente significante. Para ter certeza de que uma varidvel adicionada ¢ estatisti
L_:_& A . . Is -y -
mente significante, vocé deve realizar um teste de hipétese utilizando a estatistica t.

2 B2 o
fizi}::: :t:etgurr;sgo czll:o ndo Slgjuﬁca que os regressores,sejam a causa verdadeira da varidvel dependente.
i e A pOntuagio nos exames contra a area de estacionamento por aluno. A area de esta-
Eloumm nto estd correlacionada com a razio aluno-professor, com a localizagio da escola (subtrbio ou cen-
er;)'.?nf;folfilt.vtillz?jn;e;;i? a r(:inda da dirt:,toria — fatores que es/tio correlacionados com a pontuagio nos
e oiar O{J umg_li 2ss:lct) a p%ntuagaoanNS exames _sobre a irea de e§tacionamento por aluno poderia
B e s pont o, embora 2 relagio nio seja ?ausal (tente.dlzer para a superintendente que a
¢3o0 nos exames € aumentar a irea de estacionamentol).

2 - o
g;:a fsflftzog:eu?wiz ;it(()) :;:: :nggtﬁca .q’ue _m'io exista vzes de omiss[io~de varidveis. Lembre-se da discussio da
e D R ca oo o s;q ¢ varidvels na regressao da pontuacio nos exames sobre a razdo aluno-pro-
e vm.’we.ca o:i mencionado porque nio desempen?ou_ nenhum papel 16gico nessa discussio.
. Bty is pode ocorrer em regressdes com wm R2 baixo, um R? moderado ou um R? alto.
versa, um R? baixo nio implica que haja necessariamente um viés de omissio de variaveis.

Um R2 R =5 sioni

mwfa ;li::’, o::) ::: fm z;zl;obfzc;;) oszgmﬂca I_r;;cebssc‘:riamfnte. que vocé tenha 0 conjunto mais apropriado de regres-
PR ek Aou utn 1t«;uxo ndo ﬂgmﬁca'necessc'mamente que vocé tenha um conjunto
ol ¢ difiil « Vo]t-a rel;l.o pe;guntz; sobre o que constitui o c~onJunto certo de regressores na regressio
S e s{a (? aao F)ngo_ do 1‘1v.r9. As decisdes sobre regressores devem ponderar as
S econém_ica ._;a: C :t‘ var 1&\-; is, a dlsp~omb1hdade dos dados, a qualidade dos dados e, mais impor-
B e cer responcids sl natureza das questozes importantes a serem tratadas. Nenhuma dessas questoes

plesmente por ter um R* alto (ou baixo) ou um R? alto (ou baixo).

Esses 5 :
*S pontos estio resumidos no Conceito-Chave 5.8.
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R? e R?: O que Eles Dizem a Vocé —e o que Nao Dizem

O R% e 0 R? dizem a vocé se os regressores sio bons para prever, ou “explicar”, os valores da
varidvel dependente na amostra de dados em uso. Se o R? (ou R?) for proximo de um, os

===
regressores produzirdo boas previsdes da varidvel dependente nessa amostra, no sentido de

Conceite- ; ) gP X
que a variancia do residuo de MQO ¢é pequena se comparada com a variancia da variavel

Chave independente. Se o R? (ou R?) for proximo de zero, o oposto sera verdadeiro.

5.8 O R? ¢ 0 R2 NAO dizem a vocé se:

uma varivel incluida é estatisticamente significante;

0S Tegressores sio a causa verdadeira dos movimentos na variivel dependente;

hi um viés de omissio de varidveis; ou

55 SRR 5

vocé escolheu o conjunto mais apropriado de regressores.

5.11 Viés de Omissao de Variaveis e
Regressao Mdltipla

Os estimadores de MQO dos coeficientes na regressio maltipla apresentario viés de omissio de varidveis se
um determinante omitido de Y, for correlacionado com pelo menos um dos regressores. Por exemplo, alunos de
famdlias ricas freqiientemente dispdem de mais oportunidades de aprendizado do que seus colegas de familias
menos ricas, o que poderia leva-los a melhores pontuagdes nos exames. Além disso, se a diretoria é rica, as esco-
las tendem a ter orcamentos maiores e razoes aluno-professor menores. Se for esse o caso, a riqueza dos alunos
e a razio aluno-professor estardo negativamente correlacionadas e a estimativa de MQO do coeficiente da razio
aluno-professor captard o efeito da renda média da diretoria, mesmo apds o controle da porcentagem de alunos
que esta aprendendo inglés. Em suma, a omissio da situacio econdmica dos alunos poderia levar a um viés de
omissio de varidveis na regressio da pontuagao nos exames sobre a razio aluno-professor e a porcentagem de
alunos que est aprendendo inglés.

As condices gerais para o viés de omissio de varidveis na regressio multipla sdo semelhantes aquelas com
um Gnico regressor: se uma variavel omitida &€ um determinante de Y; e é correlacionada com pelo menos um
dos regressores, os estimadores de MQO t&m um viés de omissio de varidveis. Como foi discutido na Segio 5.6,
os estimadores de MQO sio correlacionados, de modo que em geral os estimadores de MQO para todos os coe-
ficientes sio viesados. As duas condi¢des para o viés de omissio de vari4veis na regressio maltipla estio resumi-
das no Conceito-Chave 5.9.

Em termos matematicos, se as duas condigdes para o viés de omissio de variiveis sio satisfeitas, pelo menos
um dos regressores estd correlacionado com o termo de erro. Isso significa que a expectativa condicional de #
dados X, ..., X,; € diferente de zero, de modo que a primeira hipotese de minimos quadrados é violada. Como
resultado, o viés de omissio de varidveis persiste mesmo que O tamanho da amostra seja grande, isto é, o viés de
omissio de varidveis sugere que os estimadores de MQO sio inconsistentes.

Especificagao de Modelos na
Teoria e na Pratica

Na teoria, quando ha dados disponiveis sobre a variavel omitida, a solucio para o viés de omissdo de va-
ridveis é incluir a variavel omitida na regressao. Na pratica, contudo, a decisio sobre a inclusio ou nio de uma

variavel em particular pode ser dificil e requer um julgamento.

-«
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Viés de Omissado de Varidveis na Regressao Mdltipla

Viés de omissdo de variaveis € o viés no estimador de MQO que surge quando um ou mais
regressores incluidos estio correlacionados com uma variavel omitida. Duas condigdes devem
ser verdadeiras para que surja um viés de omissio de variaveis:

S, Conceito-
|. pelo menos um dos regressores incluidos deve estar correlacionado com a variavel omi-

tida; e Chave

2. a variavel omitida deve ser um determinante da variavel dependente, Y. 5.9
*

Nosso enfoque ao desafio do viés potencial da varidvel omitida é duplo. Primeiro, um conjunto fundamental
ou basico de regressores deveria ser escolhido utilizando-se uma combinagio de julgamento cuidadoso, teoria
econdmica e conhecimento sobre como os dados foram coletados; a regressio que utiliza esse conjunto’ basico
de regressores as vezes € identificada como uma especificagcdo de base. Essa especificagio deveria conter as va-
ridveis de maior interesse e as variiveis de controle sugeridas pelo julgamento cuidadoso e pela teoria econdmica
Contudo, um julgamento cuidadoso e a teoria econdmica raramente sio decisivos e com freqiiéncia as variéveis.
sugeridas pela teoria econdmica ndo sdo aquelas sobre as quais vocé possui dados. Portanto, o passo seguinte é
dusemrul.\-’er uma lista de especificacOes alternativas concorrentes, isto €, conjuntos de regressores alternativos
Se as estimativas dos coeficientes de interesse sio numericamente semelhantes entre as especifica¢des alternati—.
vas, isso fornece evidéncia de que as estimativas de sua especificacio de base sio confidveis. Se, por outro lado
as estimativas dos coeficientes de interesse variam substancialmente entre as especificagdes, isso’freqijentement(;
fornece evidéncia de que a especificagio original apresentava um viés de omissio de varidveis. Detalharemos esse
enfoque para especificagdo de modelos na Se¢io 7.2 apds estudar algumas ferramentas para especificar regressdes.

5.12 Analise do Conjunto de
Dados de Pontuagao nos Exames

- Nesta se¢io, apresentamos uma anilise do efeito da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames uti-
hz;md(i a base de dados sobre a Califérnia. Nosso objetivo principal é fornecer um exemplo em que a anilise de
regressio maltipla € utilizada para atenuar o viés de omissao de varidveis. Nosso objetivo secundirio é demons-
trar como utilizar uma tabela para resumir os resultados da regressio.

] Essa anilise se concentra na estimativa do efeito de uma variagdo na razdo aluno-professor sobre a pontua-
¢do nos exames, mantendo constantes as caracteristicas dos alunos que a superintendente nio pode controlar.
gmermrmcntc. estimamos regressdes que incluiam tanto a razio aluno-professor quanto o gasto por aluno

:1qu_e];| regressao, coeficiente da razio aluno-professor era o efeito de uma variagio na razio aluno—professor.
nmrlutend('u gonstante o gasto por aluno; nossas estimativas sugeriram que esse efeito é pequeno e nio é, em ter—,
2105 estatisticos, significativamente diferente de zero. As regressdes relatadas aqui ndo incluem o gasto p;)r aluno

e mod(? que o efeito estimado da razio aluno-professor ndo mantém o gasto por aluno constante. ,
msmltflztl; ritt;zzsr f:1ﬂ1111enc1(:;m‘pot-erxllgialmc-ente a pontu?gio média nos e~xames em uma diretoria regional de
o uci : po _er}an; 11 uenciar a pf)ntuac;ao nos exames f?s,tao corre.lacionados com a razio aluno-
di&‘.p()“iﬂ;js o _wcillrirnzzuzs;oitii es da rleg{essao resultaria em umkvics de o~rmssio de variveis. Se ha dados
 Ap—— regres.sﬁo i ;a s,Qa $O CLllcgafo para esse problema. éa 1nc1usa~o dessas variaveis como regres-
i ° pla. Quando fazemos isso, o coeﬁc1§nte da razio aluno-professor é o efeito de

y lagdo na razio aluno-professor, mantendo constantes os demais fatores.
ﬂucncg?IaCPOOIl;iierr:zi trés VariéVSs qude control.:im as caracteristicas .s_ubjacentes .dos alunos que poderiam in-
el ¢ S e.xan}es. ma dessas varlay’els -de~controle, utilizada anteriormente, é a fracio de alunos
estd aprendendo inglés. As duas outras variiveis sio novas e controlam a situagio econdmica dos alunos.
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Como nio existe uma medida perfeita da situagio econdmica na base de dados, utilizamos dois indicadores imper-
feitos de baixa renda diretoria de ensino. A primeira variavel nova ¢ a porcentagem de alunos com direito 3
almogo subsidiado ou gratuito na escola. Os alunos tém direito a esse programa se a sua renda familiar estd abaixo
de um determinado patamar (aproximadamente 150 por cento da linha de pobreza). A segunda variavel nova ¢
a porcentagem de alunos da diretoria cujas familias tém direito a um programa de auxilio a renda da Califérnia,
O direito das familias a esse programa depende em parte da renda familiar, porém o patamar estabelecido € mais
baixo (mais estrito) do que o patamar para o programa de almogo subsidiado. Essas duas varidveis medem, por-
tanto, a fragio de criangas com dificuldades financeiras da diretoria; e, embora estejam relacionadas, elas nio sio
perfeitamente correlacionadas (seu coeficiente de correlagio é 0,74). Embora a teoria sugira que a situagio
econdmica possa ser um fator omitido importante, a teoria e o julgamento cuidadoso realmente nio nos ajudam
a decidir qual dessas duas variaveis (porcentagem que tem direito a um almogo subsidiado ou porcentagem que
tem direito a um auxilio i renda) é uma medida melhor da situagio econémica. Para nossa especificagio de base,
escolhemos a porcentagem com direito a um almogo subsidiado como a variavel da situagio econébmica, mas
consideramos uma especificagio alternativa que inclui também a outra varidvel.

A Figura 5.2 mostra graficos de dispersio da pontuacio nos exames e essas variaveis. Cada uma das varidveis
exibe uma correlagio negativa com a pontuagio nos exames. A correlagio entre a pontuagio nos exames e a
porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés é —0,64; entre a pontuagio nos exames € a porcentagem com
direito a um almoco subsidiado, a correlagio ¢ de —0,87; e entre a pontuagio nos exames e a porcentagem
com direito a um auxilio i renda ela é de —0,63. _

Agora contemplamos um problema de comunica¢do. Qual € a melhor maneira de mostrar os resultados de
diversas regressdes multiplas que contém subconjuntos diferentes de regressores possiveis? Até aqui, apresenta-
mos os resultados de uma regressio escrevendo as equacoes da regressio estimada, como na Equacio (5.18). Isso
¢ adequado quando hi somente alguns poucos regressores e algumas poucas equagdes, porém esse método de
apresenta¢do pode ser confuso para um niimero maior de regressores e equagdes. Uma maneira mais eficiente de
comunicar os resultados de varias regressdes é por meio de uma tabela.

A Tabela 5.2 resume os resultados de regressdes da pontua¢io nos exames sobre virios conjuntos de
regressores. Cada coluna resume uma regressio. E cada uma tem a mesma variivel dependente, pontuacio
nos exames. Nas primeiras cinco linhas, as entradas sio os coeficientes de regressio estimados, com seus
respectivos erros padrio abaixo deles, entre parénteses. Os asteriscos indicam se a estatistica ¢, que testa a
hipédtese de que o coeficiente relevante é zero, € significante ao nivel de 5 por cento (1 asterisco) ou ao nivel
de 1 por cento (2 asteriscos). As trés Gltimas linhas contém estatisticas-resumo da regressio (erro padrio da
regressio, EPR e o R? ajustado, R?) e o tamanho da amostra (que é o mesmo para todas as regressdes, 420
observagdes).

Todas as informagdes que apresentamos até aqui na forma de equagdes sio mencionadas em uma coluna
dessa tabela. Por exemplo, considere a regressio da pontuagdo nos exames contra a razio aluno-professor, sem
variaveis de controle. Na forma de equagio, essa regressio é

e __2
PontExame = 698,9 —2,28 X RAP, R* = (0,049, EPR = 19,26, n = 420.
(10,4) (0,52)

(5.31)

Toda essa informagio estd na coluna (1) da Tabela 5.2. O coeficiente estimado da razio aluno-professor
(—2,28) est4 na primeira linha de entradas numeéricas, e seu erro padrio (0,52) esta entre parénteses logo abaixo
do coeficiente estimado. O intercepto (698,9) e seu erro padrio (10,4) estio na linha chamada de “Inter-
cepto”. (Algumas vezes essa linha é chamada de “constante”, uma vez que, conforme discutido na Segio 5.2, 0
intercepto pode ser visto como o coeficiente de um regressor que & sempre igual a um.) Da mesma forma, o R?
(0,049), o EPR (18,58) € o tamanho da amostra # (420) estio nas tltimas linhas. As entradas em branco nas li-
nhas dos outros regressores indicam que eles nio estio incluidos nessa regressio.

-
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FIGURA 5.2 Gréficos de Disperséo de Pontuacdo nos Exames versus Trés Caracteristicas de Alunos
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TABELA 5.2 Resultados de Regressées da Pontuagéo nos Exames sobre a Razéo Aluno-Professor e sobre as Varidveis
de Controle de Caracteristicas de Alunos com a Utilizagéio de Dados do Ensino Fundamental das
Diretorias Regionais de Ensino da Califérnia

Varidavel dependente: pontuagdo média nos exames na diretoria

Regressor &) (2) {(3) (4) (5)
Razio aluno-professor (X)) —2,28%* -1,10%* —1,00%* —1,31%** —1,01%*
(0,52) (0,43) 0,27) (0,34) 0,27)
Porcentagem de alunos aprendendo inglés (X5) —0,650%%  —0,122%* —0,488**  —0,130**
(0,031) (0,033) 0,030)  (0,036)
Porcentagem com direito a almogo subsidiado (X3) —0,547** —0,529**
(0,024) 0,038)
Porcentagem com direito a auxilio 4 renda (X) —0,790** 0,048
0,068)  (0,059)
Intercepto 698,9%* 686,0%* 700,2%* 698,0%* 700,4**
(10,4) (8,7 (5,6) (6,9) (5.5)
Estatisticas-resumo
_EPR 18,58 14,46 9,08 11,65 9,08
R? 0,049 0,424 0,773 0,626 0,773
@ 420,0 420,0 420,0 420,0

420,0

Essas regressdes foram estimadas com base nos dados sobre diretorias regionais de ensino X-8 na Califérnia, descritos no Apéndice 4.1. Os erros
padrio aparecem entre parénteses abaixo dos coeficientes. O coeficiente individual é estatisticamente significante ao nivel de *5 por cento ou
de **1 por cento utilizando um teste bicaudal.
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Embora a tabela nio apresente as estatisticas f, estas podem ser calculadas a partir das informagdes forneci-
das; por exemplo, a estatistica t que testa a hipotese de que o coeficiente da razio aluno-professor na coluna (1)
é zero é de 2,28/0,52 = —4,38. Essa hipotese € rejeitada ao nivel de 1 por cento, que estd indicado pelo asterisco
duplo préximo do coeficiente estimado na tabela.

As colunas (2)-(5) mostram as regressdes que incluem as varidveis de controle medindo as caracteristicas dos
alunos. A coluna (2), que mostra a regressio da pontuagio nos exames sobre a razio aluno-professor e sobre a
porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés, foi expressa anteriormente na Equagio (5.16).

A coluna (3) apresenta a especificacdo de base, em que os regressores s3o a razio aluno-professor e duas va-
riaveis de controle, a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés e a porcentagem de alunos com direito
a almogo subsidiado.

As colunas (4) e (5) mostram especificagdes alternativas que examinam o efeito de mudangas na forma como
a situacio econdmica dos alunos é medida. Na coluna (4), a porcentagem de alunos com direito a auxilio a renda
¢ incluida como regressor e na coluna (5) foram incluidas ambas as varidveis de situagio econdmica.

Os resultados sugerem trés conclusdes:

1. O controle das caracteristicas dos alunos reduz o efeito da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos
exames aproximadamente pela metade. Esse efeito estimado nio € muito sensivel 3s varidveis de controle
especificas que sdo incluidas na regressio. Em todos os casos, o coeficiente da razio aluno-professor man-
tém-se estatisticamente significante ao nivel de 5 por cento. Nas quatro especificagdes com variaveis de con-
trole, as regressdes (2)-(5), estima-se que a redugdo da razio aluno-professor em um aluno por professor
aumenta a pontuagio média nos exames em aproximadamente um ponto, mantendo constantes as carac-

teristicas dos alunos.

2. As variaveis de caracteristicas dos alunos sio previsores muito {teis da pontuagio nos exames. A razio
aluno-professor sozinha explica apenas uma pequena fragio da variagio na pontuagio nos exames: R?na
coluna (1) é 0,049. Contudo, o R? di um salto quando as variiveis de caracteristicas dos alunos sdo adi-
cionadas. Por exemplo, o R? na especificagio de base, regressio (3), € 0,773. O sinal dos coeficientes das
varidveis demograficas dos alunos é consistente com os padrdes observados na Figura 5.2: diretorias com
muitos alunos aprendendo inglés e diretorias com muitas criangas pobres apresentam pontuagdes menores

Nnos €xames.

3. As variveis de controle nem sempre sio estatisticamente significantes em termos individuais: na especifi-
cacio (5), a hipotese de que o coeficiente da porcentagem com direito a auxilio i renda é zero e nio ¢
rejeitada ao nivel de 5 por cento (a estatistica ¢ € —0,82). Como a adicio dessa varidvel de controle 4 especi-
ficacio de base (3) possui um efeito desprezivel sobre o coeficiente estimado e seu erro padrio e como o
coeficiente dessa variavel de controle nio é significativo na especificagio (5), essa variavel de controle adi-
cional é redundante, pelo menos para esta analise.

5.13 Conclusao

Este capitulo comegou com uma preocupagio: na regressio da pontuagio nos exames contra a razio aluno-
professor, as caracteristicas omitidas dos alunos que influenciam essa pontuagio podem estar correlacionadas
com a razio aluno-professor na diretoria e, se fosse esse 0 caso, a razio aluno-professor na diretoria captaria 0
efeito das caracteristicas omitidas de alunos sobre a pontuagio nos exames. Desse modo, o estimador de MQO
teria um viés de omissio de variiveis. Para atenuarmos esse viés potencial da varidvel omitida, podemos aumen-
tar a regressio incluindo varidveis que controlam virias caracteristicas dos alunos (a porcentagem de alunos que
estd aprendendo inglés e duas medidas da situagio econdmica do aluno). Fazendo isso, o efeito estimado de
uma variacio unitaria na razio aluno-professor é diminuido pela metade, embora continue sendo possivel rejeitar
a hipétese nula de que o efeito da pontuagao nos exames na populagio — mantendo constantes essas varidveis de
controle — é zero a0 nivel de significincia de 5 por cento. Como eliminam o viés de omissio de variaveis
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proveniente das caracteristicas dos alunos, as estimativas dessas regressGes multiplas (e os intervalos de confianga
associados a elas) sio muito mais fiteis para aconselhar a superintendente do que as estimativas com um tinico
regressor do Capitulo 4.

A anilise deste capitulo supds que a funcio de regressio da populacio é linear sobre os regressores, isto é,
que a expectativa condicional de Y; dados os regressores € uma linha reta. Nio ha, contudo, nenhum motivo em
particular para se pensar assim. Na verdade, o efeito de uma redugio na razio aluno-professor pode ser comple-
tamente diferente nas diretorias com turmas grandes em relagdo as diretorias que ji possuem turmas pequenas.
Se for esse o caso, a reta de regressio da populagio nio é linear nos Xs, e sim uma fungio nio-linear dos Xs.
Contudo, para estender nossa analise a fungdes de regressio que sio nio-lineares nos Xs, precisamos das ferra-
mentas que serdo desenvolvidas no préximo capitulo.

Resumo

1. O viés de omissio de varidveis ocorre quando uma variavel omitida (1) estd correlacionada com um
regressor incluido e (2) € um determinante de Y.

2. O modelo de regressio miltipla é um modelo de regressio linear que inclui mdltiplos regressores, X,
X5, ..., X Associado a cada regressor ha um coeficiente de regressio, 8, B, ..., B,. O coeficiente 3, ¢ a
variacdo esperada em Y associada a uma variagdo unitiria em X, mantendo constantes os demais regres-
sores. Os outros coeficientes da regressio possuem uma interpretagio aniloga.

3. Os coeficientes na regressio maltipla podem ser estimados por MQO. Quando as quatro hipoteses de
minimos quadrados do Conceito-Chave 5.4 sio satisfeitas, os estimadores de MQO sio nio viesados,
consistentes e normalmente distribuidos para amostras grandes.

4. Testes de hipdtese e intervalos de confianga para um tGnico coeficiente da regressio sio implementados
essencialmente pela utilizagio dos mesmos procedimentos utilizados no modelo de regressio linear com

uma variavel do Capitulo 4. Por exemplo, um intervalo de confianga de 95 por cento para 3; é dado por
B, £ 1,96EP(B).

5. Hipodteses que envolvem mais de uma restrigiao sobre os coeficientes sio chamadas de hipdteses conjun-
tas. As hipoteses conjuntas podem ser testadas pela utilizagio de uma estatistica F.

6. O erro padrio da regressio, o R?, e o R?sio estatisticas-resumo para o modelo de regressio maltipla.

Termos-chavs

viés de omissio de varidveis (98)

modelo de regressio multipla (102)

reta de regressio da populacio (102)

funcio de regressio da populacio (102)
intercepto (102)

coeficiente de X, (102)

varidvel de controle (102)

efeito parcial (103)

modelo de regressio miltipla da populacio (103)
homoscedistico (103)
heteroscedastico (103)
estimadores de MQO de B, By, ..
reta de regressio de MQO (104)

valor previsto (104)

residuo de MQO (104)
multicolinearidade perfeita (107)
multicolinearidade imperfeita (108)
restricdes (113)

hipdtese conjunta (113)

estatistica F (114)

conjunto de confianca de 95 por cento (117)
R? e R? ajustado (R?) (118, 119)
especificacio de base (121)
especificagdes alternativas (121)

. By (104) regra de bolso da estatistica F (122)
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Revisao dos Conceitos

5.1 Uma pesquisadora est interessada no efeito do uso do computador sobre a pontuagio nos exames. Empre-
gando dados das diretorias regionais de ensino semelhantes aos que foram utilizados neste capitulo, ela
regride a pontuagio média nos exames da diretoria sobre o namero de computadores por aluno. Vocé acha
que B, serd um estimador nio viesado do efeito de um aumento do nimero de computadores por aluno
sobre a pontuagio nos exames? Justifique. Em caso afirmativo, trata-se de um viés para cima ou para baixo?
Por qué?

5.2 Uma regressio maltipla inclui dois regressores: Y; = B, + 3, X;; + B,X,; + u,. Qual serd a variagio esperada
de Y'se X; aumentar 3 unidades e X, permanecer constante? Qual sera a variagio esperada de Y se X,
diminuir 5 unidades e X; permanecer constante? Qual serd a variagdo esperada de Y se X, aumentar
3 unidades ¢ X, diminuir 5 unidades?

5.3 Explique por que dois regressores perfeitamente multicolineares ndo podem ser incluidos em uma regressio
linear multipla. Dé dois exemplos de um par de regressores perfeitamente multicolineares.

5.4 Explique como voce testaria a hipotese nula de que f§; = 0 no modelo de regressio maltipla Y, = 3, + 5, X;;
+ B,X,; + . Explique como testaria a hipdtese nula de que 8, = 0 ¢ a hipdtese conjunta de que f; =0 e
B, = 0. Por que o resultado do teste conjunto nio é uma implicagio dos resultados dos primeiros dois testes?

5.5 Dé um exemplo de uma regressio que provavelmente teria um valor alto de R? mas que produziria esti-
madores viesados e inconsistentes do(s) coeficiente(s) da regressio. Explique por que o R? provavelmente
seria alto e por que os estimadores de MQO seriam viesados e inconsistentes.

Exercicios

Os sete primeiros exercicios referem-se a tabela de regressdes estimadas a seguir, calculadas utilizando-se
dados do CPS (Current Population Survey) de 1998. A base de dados consiste de informagdes sobre quatro mil
trabalhadores empregados em periodo integral durante o ano inteiro. O grau de instrugio mais elevado para cada
trabalhador seria o ensino médio completo ou o superior completo. A faixa etiria dos trabalhadores é de 25 a
34 anos. A base de dados também contém informagdes sobre a regido do pais onde a pessoa viveu, o estado civil
e o namero de fithos. Sejam para este exercicio

SMH = salario médio por hora (em ddlares de 1998)

Faculdade = variavel binaria (1 se curso superior, 0 se ensino médio)

Mulher = variavel binaria (1 se mulher, 0 se homem)

Idade = idade (em anos)

Nordeste = variavel bindria (1 se Regiio = Nordeste, 0 caso contrario)
Centro-Qeste = variavel bindria (1 se Regido = Centro-Oeste, 0 caso contririo)
Sul = varidvel biniria (1 se Regido = Sul, 0 caso contririo)

Oeste = variavel binaria (1 se Regido = Oeste, 0 caso contrario)
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’_'_'_'_-_'_'_ . . . .
Resultados de Regressdes do Saldrio Médio por Hora sobre as Varidveis Binarias Sexo e Grau de Instrugéo e outras
Caracteristicas Utilizando Dados do Current Population Survey de 1998.

|
variavel dependente: Salario Médio por Hora {SMH).

Regressor (1 (2) (3)
F_-g(u]d.ldf_‘ (X,) 5,46 5,48 5,44
(0,21) (0,21) (0,21)

Mulher (X5) -2,64 -2,62 —2,62
(0,20) (0,20) (0,20

Idade (X5) 0,29 0,29
0,04) (0,04)

; Nordeste (X3) 0,69
(0,30)

Centro-Oeste (X5) 0,60
(0,28)

Sul (Xg) 0,27
(0,26)

Intercepto 12,69 4,40 3,75
0,14) (1,05) (1,06)

Estatisticas-resumo e Testes Conjuntos

Estatistica F para efeitos regionais = 0 6,10

EPR 6,27 6,22 6,21

R? 0,176 0,190 0,194
. =

n 4.000 4.000 4.000

5.1  Acrescente *(5 por cento) e **(1 por cento) i tabela para indicar a significincia estatistica dos coefi-
cientes.

5.2 Calcule R? para cada uma das regressoes.

5.3  Com base nos resultados da regressio da coluna (1), responda:

*a. Trabalhadores com curso superior tém salirios maiores, em média, do que trabalhadores com
apenas ensino médio? Em quanto sio maiores? A diferenca de salarios estimada por essa regressio
€ estatisticamente significante ao nivel de 5 por cento?

b. Os homens tém em média salarios maiores do que as mulheres? Em quanto sio maiores? A dife-
renca de salirios estimada por essa regressio é estatisticamente significante ao nivel de 5 por cento?

5.4  Com base nos resultados da regressio da coluna (2), responda:
a. Aidade é um determinante importante do salirio? Explique.
b. Sally é uma mulher de 29 anos com curso superior. Betsy ¢ uma mulher de 34 anos com curso
superior. Faga uma previsio dos salirios de Sally e de Betsy e construa um intervalo de confianga
de 95 por cento para a diferenga esperada entre seus salarios.

5.5 Com base nos resultados da regressio da coluna (3), responda:
*a. Existem diferencas regionais importantes?
b. Por que o regressor Oeste foi omitido da regressio? O que aconteceria se ele fosse incluido?
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*c. Juanita é uma mulher do Sul de 28 anos com curso superior. Molly é uma mulher do Oeste de.28
anos com curso superior. Jennifer ¢ uma mulher do Centro-Qeste de 28 anos com curso éuperlor.
ci. Construa um intervalo de confianga de 95 por cento para a diferenga entre os salarios espe-
rados de Juanita e Molly.
cii. Calcule a diferenca esperada entre os salarios de Juanita e Jennifer. .
ciii. Explique como vocé construiria um intervalo de c'onﬁang’a de 95 por cento para a dlfe:
renca entre os salarios esperados de Juanita e Jennifer. (Dica: O que aconteceria se voce
incluisse Oeste e excluisse Centro-Oeste da regressio?)
5.6 A regressio da coluna (2) foi estimada novamente utilizando-se dessa vez dados de 1?92. (Quatrf) mil
observacdes foram selecionadas aleatoriamente do CPS de margo de 199~3 e convertidas para dolares
de 1998 por meio do indice de Precos ao Consumidor.) Os resultados sio

SMH = 0,77 + 5,29Faculdade — 2.59Mulher + 0,401dade, EPR = 5,85, R?2=0,21
(0,98) (0,20) (0,18) (0,03)

Comparando essa regressio a regressio para 1998 mostrada na coluna (2), é possivel dizer que houve
uma variagio estatisticamente significante no coeficiente de Faculdade?

#5.7  Avalie a seguinte afirmagio: “Em todas as regressoes, o coeficiente de Mulher € negativo, grande e esta-
tisticamente significante. Isso fornece uma evidéncia estatistica forte da discriminagdo sexual no mer-
cado de trabalho dos Estados Unidos”.

b 4 13 g b ~
5.8 Considere o modelo de regressio Y; = By + B1.X;; + X5 + #; Utilize o “Enfoque n® 2” da Segio
5.8 para transformar a regressao de modo que vocé possa utilizar uma estatistica ¢ para testar
a. By = B
b. B, + aB, = 0, onde a &€ uma constante; )
c. By + B, = 1. (Dica: Voce deve redefinir a variivel dependente na regressio.)
5.9 O Apéndice 5.3 fornece duas formulas para a regra de bolso da estatistica F, as equagdes (5.38) e
(5.39). Mostre que as duas férmulas sdo equivalentes.

APENDICE B
5.1 | Derivagédo da Equagao (5.1)

Este apéndice apresenta uma derivagio da formula para o viés de omissio de varidveis da Equagio (5.1). A Equagio
(4.51) do Apéndice 4.3 afirma que

bi=bit 532

: 1< w2 P 13 ¥ I e
Sob as hipéteses de minimos quadrados no Conceito-Chave 5.4, H.Z‘(Xf -X)?—oc2e D> (X, — X)u, —> cov(u,X)
= Py, 0,0 A substituigdo desses limites na Equagdo (5.32) gera a Equagdo (5.1).
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ApENDICE | Distribuigdo dos Estimadores de MQO Quando Ha
5.2 | Dois Regressores e Erros Homosceddsticos

Embora a féormula geral para a variincia dos estimadores de MQO em regressio multipla seja complicada, se ha dois
regressores (k = 2) e os erros sio homoscedasticos, a férmula se torna simples o suficiente para fornecer alguma percepcio
da distribui¢do dos estimadores de MQO.

Como os erros sio homoscedasticos, a variincia condicional de u; pode ser escrita como var(u;| X;,, X,) = 62. Quando

hi dois regressores, Xj; e Xy, ¢ o termo de erro € homoscedastico, para amostras grandes, a distribui¢io amostral de f, é

9 A . N 2 .
N(B, 6[31)’ onde a variincia dessa distribuigio, G &

2

of=1 [1_% o (5.33)
Px,,x, * 0x,

onde px x, € a correlagio da populacio entre os dois regressores X, e X, e 0)2(1 ¢ a varidncia da populacio de X;.

A variincia de Gﬁzl da distribuicio amostral de f3; depende do quadrado da correlagio entre os regressores. Se X, e X, sio
altamente correlacionados, seja positiva ou negativamente, pj’gj_ x, & proximo de um e, portanto, o termo 1 — pf(h x, o deno-
minador da Equacio (5.33) é pequeno e as varidncias de f, e f, sio maiores do que seriam se Px,,x, fosse proximo de zero. Isso
requer uma interpretagdo intuitiva. Lembre-se de que o coeficiente de X, é o efeito de uma variagdo unitiria no primeiro
regressor, mantendo o segundo constante. Se os dois regressores sio altamente correlacionados, € dificil estimar o efeito par-
cial do primeiro regressor, mantendo o segundo constante, uma vez que os dois regressores variam juntos na populagio.

Por exemplo, suponha que queremos estimar os efeitos separados sobre a pontuagio nos exames de um niimero maior
de professores (RAP menor), mantendo constante o gasto por aluno, e de ter um gasto maior por aluno, mantendo cons-
tante a RAP. Como os salarios dos professores correspondem a uma parcela muito grande do or¢amento de uma escola de
ensino fundamental, RAP e gasto por aluno tém uma forte correlagio negativa (mais professores significa uma RAP menor
e gastos maiores por aluno). Como essas duas varidveis tém uma forte correlagio negativa, seria dificil estimar os efeitos se-
parados com precisdo utilizando uma amostra de dados. Isso se reflete matematicamente em uma grande variincia de ;.

Outra caracteristica da distribui¢io conjunta normal para amostras grandes dos estimadores de MQO é que ﬁl e /32 em

geral sio correlacionados. Quando os erros sio homoscedasticos, a correlagio entre os estimadores de MQO 8, e §, é o ne-
gativo da correlagio entre os dois regressores:

corr(Bi, ) = =px x,: (5.34)

APENDICE | Duas Qutras Formas de Testar
5.3 | Hipéteses Conjuntas

O método da Secdo 5.7 ¢ a forma preferida de testar hipéteses conjuntas em regressio miltipla. Contudo, se o autor
de um estudo apresentou resultados de regressio mas nio testou uma restricio conjunta que lhe interessa e vocé nio dispoe
dos dados originais, a estatistica F da Se¢io 5.7 nio pode ser calculada.

Este apéndice descreve duas outras formas de testar hipéteses conjuntas que podem ser utilizadas quando vocé tem ape-
nas uma tabela de resultados de regressio. A primeira, o teste de Bonferroni, é a aplicagio de um enfoque de teste bastante
geral baseado na desigualdade de Bonferroni. A segunda, uma regra de bolso da estatistica F, é um enfoque especial para
fegressio multipla que se justifica teoricamente apenas se os erros sio homoscedasticos; a regra de bolso da estatistica F € a
estatistica F correspondente 2 estatistica ¢ calculada utilizando-se erros padrio somente homoscedasticos.
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O Teste de Bonferroni

O teste de Bonferroni é um teste de hipoteses conjuntas com base nas estatisticas ¢ das hipoteses individuais; isto &,
¢ o teste da estatistica ¢ “uma de cada vez” da Secdo 5.7 conduzido de maneira apropriada. O teste de Bonferroni da
hipétese nula conjunta ; = B, ; € , = f2 com base no valor critico ¢ > 0 utiliza a seguinte regra:

Aceite se |t;] Scese |f| <c; caso contririo, rejeite (5.35)
(teste de Bonferroni da estatistica ¢ “uma de cada vez”),

em que f, ¢ 1, sdo as estatisticas ¢ que testam respectivamente as restri¢des sobre f; e 3.

O truque é escolher o valor critico ¢ de tal forma que a probabilidade de que o teste “uma de cada vez” rejeite a hiporese
nula quando esta for verdadeira nio seja maior do que o nivel de significincia desejado, digamos, 5 por cento. Isso & feito
utilizando-se a desigualdade de Bonferroni para escolher o valor critico ¢ que permita tanto o fato de duas restrigoes estarem
sendo testadas quanto qualquer correlagio possivel entre f; e t,.

A Desigualdade de Bonferroni

A desigualdade de Bonferroni é um resultado bisico da teoria da probabilidade. Sejam A e B eventos. Seja ANB o
evento “A e B”(a intersec¢io entre A e B) e seja AUB o evento “A ou B ou ambos”(a unido de A e B). Entdo, P(AUB) =
P(A) + P(B) — P(AnB). Como P(ANB) 2 0, segue-se que P(AUB) < P(A) + P(B). Essa desigualdade, por sua vez, implica
que 1 —P(AUB) > 1 — [P(A) + P(B)]. Sejam A° e B os complementos de A e B, isto &, os eventos “ndo A” e“nio B”. Como
o complemento de AUB é ANB', 1 — P(AUB) = P(AMB*), que produz a desigualdade de Bonferroni, a saber, P(A‘B*)
>1—[P(4) + P(B)).

Agora seja A o evento |t;| >ce Bo evento || > ¢ Entdo, a desigualdade P(AUB) < P(A4) + P(B) produz

P(|t] >cou |ty| >couambos) SP(|f| >0 + P(|5,| > 0. (5.36)

Testes de Bonferroni

Como o evento ““|#;| > cou |f| > cou ambos” & a regido de rejeigdo do teste “uma de cada vez”, a Equacio (5.36)
fornece uma forma de escolher o valor critico ¢ de modo que a estatistica £“uma de cada vez” tenha o nivel de significin-
cia desejado para amostras grandes. Sob a hipétese nula, para amostras grandes, P([#| > ¢ =P(|t,| > = P(| Z| > 9. Assim,
a Equagio (5.36) implica que, para amostras grandes, a probabilidade de que o teste “uma de cada vez” rejeite sob a hipotese
nula é

Py, (o teste “uma de cada vez” rejeite) < 2P(| Z| > o). (5.37)

A designaldade na Equagio (5.37) fornece uma forma de escolher o valor critico ¢ de modo que a probabilidade de rejeicio
sob a hipétese nula seja igual ao nivel de significincia desejado. O enfoque de Bonferroni pode ser estendido para mais de dois
coeficientes; se hé g restricdes sob a hipétese nula, o fator 2 do lado direito da Equagio (5.37) & substituido por 4.

A Tabela 5.3 apresenta valores criticos ¢ para o teste “uma de cada vez” de Bonferroni para varios niveis de significan-
cia e g =2, 3 e 4. Por exemplo, suponha que o nivel de significincia desejado seja 5 por cento e g = 2. De acordo com a
Tabela 5.3, o valor critico ¢ é 2,241. Esse valor critico é o percentil 1,25 por cento da distribui¢do normal padrio, de modo
que P(| Z| > 2,241) = 2,5 por cento. Desse modo, a Equagio (5.37) nos diz que, para amostras grandes, o teste “uma de
cada vez” da Equagio (5.35) rejeitard no miximo 5 por cento do tempo sob a hipotese nula.

Os valores criticos da Tabela 5.3 sdo maiores do que os valores criticos para testar uma restrigio unica. Por exemplo,
para ¢ = 2, o teste “uma de cada vez” rejeita se pelo menos uma estatistica f exceder 2,241 em valor absoluto. Esse valor
critico é maior do que 1,96 porque corrige apropriadamente o fato de que, ao examinar duas estatisticas ¢, vocé tem uma
segunda chance de rejeitar a hipotese nula conjunta, conforme discutido na Segio 5.7.

Se as estatisticas ¢ individuais se basearem em erros padrio robustos quanto 3 heteroscedasticidade, o teste de Bonfer-
roni ser4 valido independentemente da presenca de heteroscedasticidade, mas se as estatisticas f se basearem em erros padrao
somente homoscedasticos, o teste s6 sera valido na presen¢a de homoscedasticidade.
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TAEEL; 5.3 Valores Criticos de Bonferroni ¢ para o Teste da Estatistica f
“Uma de Cada Vez” de uma Hipétese Conjunta

Nivel de significancia

NoUmero de restri¢des (q) 10% 5%, 1%
;—____
' 2 1,960 2,241 2.807
! 3 2128 2,394 2,935

4 2,241 2,498 3,023

Aplicagao para a Pontuacao nos Exames

As estatisticas ¢ que testam a hip6tese nula conjunta de que os coeficientes verdadeiros sobre pontuagio nos exames e
gasto por aluno na Equagio (5.18) sio, respectivamente, t; = —0,60 e t = 2,43. Ainda que | ;| <2,241, como |5,] > 2,241,
podemos rejeitar a hipdtese nula conjunta ao nivel de significancia de 5 por cento utilizando o teste de Bonferroni. Con-
tudo, tanto t, quanto £, sio menores do que 2,807 em valor absoluto; desse modo, nio podemos rejeitar a hipétese nula con-
junta ao nivel de significincia de 1 por cento utilizando o teste. Mas, se utilizarmos a estatistica F da Segdo 5.7, seremos
capazes de rejeitar essa hipétese ao nivel de significincia de 1 por cento.

Regra de Bolso da Estatistica F

A regra de bolso da estatistica F & calculada utilizando uma férmula simples baseada na soma dos quadrados dos resi-
duos de duas regressdes. Na primeira regressio, chamada de regressdo restrita, a hipotese nula é forgada a ser verdadeira.
Quando a hipbtese nula é do tipo da Equagio (5.20), em que todos os valores da hipétese sdo iguais a zero, a regressio restrita
é aquela em que todos os coeficientes sio fixados em zero, isto &, os regressores relevantes sio excluidos da regressdo. Na
segunda regressio, chamada de regressdo irrestrita, permite-se que a hipdtese alternativa seja verdadeira. Se a soma dos
quadrados dos residuos for suficientemente menor na regressio irrestrita do que na regressio restrita, o teste rejeitard a
hipbtese nula.

A regra de bolso da estatistica F é dada pela férmula

(SQRresrn'lo - SSRirTesm'to)/ q
Fep——ra—— . (5.38)
SQRirrestrita /(n —k 1)

inrestrito
onde SQR, ;.. & a soma dos quadrados dos residuos da regressdo restrita, SQR; ., € 2 soma dos quadrados dos residuos
da regressdo irrestrita, ¢ & o nlimero das restri¢des sob a hipotese nula e ky .00
Uma férmula alternativa equivalente para a regra de bolso da estatistica F baseia-se no R? das duas regressdes:

é o niamero de regressores na regressio irrestrita.

F= (Rizrre:tn'lo - R%L‘sm'tn)/q (5 39)
(1= Rizrn‘sm'to)/(n - kim’srrito - l)' .

Se os erros sio homoscedasticos, a diferencga entre a regra de bolso da estatistica F, calculada por meio da Equagio
(5.38), e a estatistica F utilizada na Segio 5.7 desaparece 3 medida que o tamanho da amostra n aumenta. Desse modo, se os
erros sio homoscedasticos, a distribui¢io amostral da regra de bolso da estatistica F sob a hipdtese nula &, para amostras
grandes, F_ ..

Essas formulas de regras de bolso sio ficeis de calcular e requerem uma interpretagio intuitiva em termos de quio bem
as regressdes irrestrita e restrita se ajustam aos dados. Infelizmente, elas sio validas somente se os erros sio homoscedasticos.
Como a homoscedasticidade é um caso especial com o qual nio se pode contar em aplica¢des com dados econoémicos, ou,
de forma mais geral, com bases de dados normalmente encontradas nas ciéncias sociais, a regra de bolso da estatistica F nio
€ um substituto satisfatério para a estatistica F robusta quanto 3 heteroscedasticidade da Segio 5.7.
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Aplicagdo para a Pontuagao nos Exames e a Razao Aluno-Professor

Para testar a hipétese nula de que os coeficientes da populagio de RAP e Gasto sio 0, controlando %AI, precisamos
calcular a SQR (ou R?) para as regressdes restrita e irrestrita. A regressio irrestrita tem os regressores RAP, Gasto e %Al e
é dada na Equagio (5.18); seu R? é 0,4366; isto &, RZ i = 0,4366. A regressio restrita impde a hipdtese nula conjunta de
que os coeficientes verdadeiros de RAP e Gasto sio iguais a zero; isto €, sob a hipdtese nula, RAP e Gasto nio entram nga
regressio da populagio, embora %Al entre (a hipbtese nula ndo impde restrigdo ao coeficiente de %AI). A regressio restrita
estimada por MQO é

e ——

PontExame = 664,7 — 0,671 X %A R? = 0,4149.
(1,0) (0,032) (5.40)
de modo que R% = 0,4149. O ntmero de restri¢des € ¢ = 2, o nimero de observacdes é n = 420 e o nlimero de regres-

sores na regressio irrestrita é & = 3. A regra de bolso da estatistica F, calculada utilizando-se a Equagio (5.39), &
F = [(0,4366 — 0,4149)/2]/[(1 — 0,4366)/ (420 — 3 - 1)] = 8,01.

Como 8,01 excede o valor critico de 1 por cento de 4,61, a hipétese é rejeitada ao nivel de 1 por cento utilizando o
enfoque da regra de bolso.

Esse exemplo ilustra as vantagens e desvantagens da regra de bolso da estatistica F. A vantagem & que ela pode ser cal-
culada com o uso de uma calculadora. A desvantagem é que o valor da regra de bolso da estatistica F pode ser muito dife-
rente da estatistica F robusta quanto i heteroscedasticidade utilizada na Segio 5.7: a estatistica F robusta quanto i
heteroscedasticidade que testa essa hipotese conjunta é 5,43, completamente diferente do valor menos confiivel da regra de
bolso somente homoscedastica de 8,01.




o 6 | Funcoes de Regressao
Nao-Lineares

os capitulos 4 e 5, supds-se que a funcio de regressio da populagio era linear. Em outras palavras, a

declividade da fungio de regressio da populagio era constante, de modo que o efeito de uma variagio

unitiria em X sobre Y nio dependia em si do valor de X. Mas e se o efeito de uma variagio em X sobre
Y depender do valor de uma ou mais varidveis independentes? Se for esse o caso, a fungdo de regressio da po-
pulagio € nio-linear.

Neste capitulo, desenvolvemos dois grupos de métodos para detectar e modelar fung¢des de regressio da po-
pulagio nio-lineares. Os métodos do primeiro grupo sdo fteis quando o efeito de uma variagio em uma variével
independente, X, sobre Y depender do proprio valor de X;. Por exemplo, a redugio do tamanho das turmas em
um aluno por professor pode ter um efeito maior em turmas relativamente pequenas do que em turmas tio
grandes que o professor pouco pode fazer além de manté-las sob controle. Nesse caso, a pontuagio nos exames
(Y) é uma funcio nio-linear da razdo aluno-professor (X;), em que a fungdo € mais inclinada quando X, é
pequeno. A Figura 6.1 mostra um exemplo de fungio de regressio nio-linear com essa caracteristica. Enquanto
a fungio de regressio da populagio linear da Figura 6.1a tem uma declividade constante, a fungio de regressio
da populagio nio-linear da Figura 6.1b apresenta uma declividade mais acentuada quando X; &€ pequeno do que
quando é grande. Na Se¢io 6.2, apresentamos o primeiro grupo de métodos.

Os métodos do segundo grupo sio tteis quando o efeito de uma variagio em X, sobre Y depende do valor
de outra variavel independente, digamos X,. Por exemplo, alunos que ainda estio aprendendo inglés podem se
beneficiar em especial de uma aten¢io mais individualizada; se for esse o caso, o efeito de uma redugio da razio
aluno-professor sobre a pontuagio nos exames serd maior em diretorias com muitos alunos que ainda estio apren-
dendo inglés que em diretorias com poucos alunos aprendendo inglés. Nesse exemplo, o efeito de uma redugio

FIGURA 6.1 Fungdes de Regressdo da Populagéo com Declividades Diferentes

Na Figura 6.1q, a fungéio de

regresséio da populagéio tem uma Y Y
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na razo aluno-professor (X;) sobre a pontuagdo nos exames (Y) depende da porcentagem de alunos que esti
aprendendo inglés na diretoria (X;). Como a Figura 6.1c mostra, a declividade desse tipo de fungio de regressio
da populagio depende do valor de X,. Na Segio 6.3, apresentamos o segundo grupo de métodos.

Nos modelos deste capitulo, a fungdo de regressdo da populagio é uma fungio nio-linear das variiveis inde-
pendentes, isto é, a expectativa condicional E(Y; | Xj,, ..., X},;) é uma funcio nio-linear de um ou mais Xs. Em-
bora os modelos sejam nio-lineares nos Xs, eles sio fungdes lineares dos coeficientes (ou parimetros)
desconhecidos do modelo de regressio da populagio e, portanto, sio versées do modelo de regressio miltipla
do Capitulo 5. Portanto, os coeficientes desconhecidos dessas fun¢des de regressio nio-lineares podem ser esti-
mados e testados utilizando MQO e os métodos do Capitulo 5.

Nas se¢des 6.1 e 6.2, apresentamos as fungdes de regressio nio-lineares no contexto da regressio com uma
Unica varidvel independente e, na Segdo 6.3, fizemos uma extensio para duas variaveis independentes. Para sim-
plificar, as varidveis de controle adicionais sdo omitidas nos exemplos empiricos das secbes 6.1-6.3. Na pratica,
contudo, é importante analisar as fungdes de regressio ndo-lineares em modelos que controlam o viés de omis-
sdo de varidveis ao incluir também as variaveis de controle. Na Se¢do 6.4, combinamos fun¢des de regressio nio-
lineares e varidveis de controle adicionais quando olhamos de perto possiveis nio-linearidades na relacio entre a
pontuagio nos exames e a razio aluno-professor, mantendo constantes as caracteristicas dos alunos.

6.1 Uma Estratégia Geral para Modelar
Funcgées de Regressao Nao-Lineares

Nesta secio, tragamos uma estratégia geral para modelar fungdes de regressio da populagio nio-lineares. Em
tal estratégia, os modelos ndo-lineares sio extensdes do modelo de regressio miltipla e, portanto, podem ser esti-
mados e testados utilizando as ferramentas do Capitulo 5. Primeiro, contudo, voltamos aos dados sobre a pon-
tuagdo nos exames da Califérnia e consideramos a relagio entre a pontuacio nos exames e a renda na diretoria.

Pontuagao nos Exames e Renda na Diretoria

No Capitulo 5, constatamos que a situagdo econdmica dos alunos é um fator importante para explicar o
desempenho em exames padronizados. Aquela andlise utilizou duas varidveis de situagio econdmica (a porcen-
tagem de alunos com direito a almogo subsidiado e a porcentagem de familias com direito a auxilio i renda) para
medir a fracio de alunos na diretoria proveniente de familias pobres. Uma medida diferente, mais ampla, de situa-
¢do econdmica é a renda per capita anual média na diretoria regional de ensino (“renda na diretoria™). A base de
dados da Califérnia inclui a renda na diretoria medida em milhares de dolares de 1998. A amostra contém uma
grande gama de niveis de renda: nas 420 diretorias de nossa amostra, a renda mediana na diretoria é de 13,7 (isto
¢, US$ 13.700 por pessoa) e varia de 5,3 (US$ 5.300 por pessoa) a 55,3 (US$ 55.300 por pessoa).

A Figura 6.2 mostra um grifico de dispersio da pontuagio nos exames da 5% série contra a renda na direto-
ria para a base de dados da Califérnia, juntamente com a reta de regressio de MQO que relaciona essas duas va-
ridveis. A pontuagio nos exames ¢ a renda média tém uma forte correlagio positiva, com um coeficiente de
correlagio de 0,71; alunos de diretorias ricas tém desempenho melhor nos exames do que alunos de diretorias
pobres. Porém, esse grifico de dispersio tem uma particularidade: a maioria dos pontos esti abaixo da reta de
MQO quando a renda € muito baixa (inferior a US$ 10.000) ou muito alta (superior a US$ 40.000), mas estd
acima da reta quando a renda se encontra entre US$ 15.000 e US$ 30.000. Parece haver alguma curvatura na
relagio entre pontuagio nos exames e renda que nio é captada pela regressio linear.

Em suma, parece que a relagdo entre renda na diretoria e pontuagio nos exames nio é uma linha reta. Ao
contrario, € nio-linear. Uma fungio ndo-linear ¢ uma fungio com uma declividade que nio é constante: a funcio
Sf(X) sera linear se a declividade de f(X) for a mesma para todos os valores de X, mas, se a declividade depender
do valor de X, entio f(X) serd nio-linear.

Se uma linha reta ndo € uma descri¢io adequada da relagio entre renda na diretoria e pontuacio nos exames,
o que seria adequado? Imagine o desenho de uma curva que se ajuste aos pontos da Figura 6.2. Essa curva seria
inclinada para valores baixos de renda na diretoria e se tornaria cada vez mais plana A medida que a renda na dire-
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toria aumentasse. Uma forma de aproximar essa curva matematicamente é modelar a relagio como uma funcio
quadritica. Isto €, podemos modelar a pontuagio nos exames como uma fungio da renda e do quadrado da renda.

Um modelo de regressio quadritica da populagio relacionando a pontuag¢io nos exames e a renda é escrito
matematicamente como

PontExame; = 3, + BRenda, + 3, Renda? + u,, (6.1)

onde By, By € B, sdo coeficientes, Renda, é a renda na i-ésima diretoria, Renda? é o quadrado da renda na i-ésima
diretoria e u; € um termo de erro que, como sempre, representa todos os outros fatores que determinam a pon-
tuagio nos exames. A Equagio (6.1) é chamada de modelo de regressio quadratica porque a funcio de
regressio da populagio, E(PontExame,| Renda) = B, + B,Renda; + B,Renda?, é uma fungio quadritica da variavel
independente, Renda.

Se vocé conhecesse os coeficientes da populagio S, B, e B, na Equagdo (6.1), poderia prever a pontuagio
nos exames de uma diretoria com base em sua renda média. Porém, esses coeficientes da populacio nio sio co-
nhecidos e, portanto, devem ser estimados utilizando uma amostra de dados.

A principio, pode parecer dificil encontrar os coeficientes da fungio quadratica que melhor se ajustem aos
dados na Figura 6.2. Entretanto, se vocé comparar a Equagio (6.1) com o modelo de regressio multipla no Con-
ceito-Chave 5.2, vera que essa equagio é, na verdade, uma versio do modelo de regressio multipla com dois
regressores: o primeiro é Renda e o segundo é Renda®. Assim, apds a definigio dos regressores como Renda e
Renda®, o modelo nio-linear na Equagio (6.1) é simplesmente um modelo de regressio multipla com dois
regressores!

Como o modelo de regressio quadratica é uma variante da regressio multipla, seus coeficientes da popu-
lacio desconhecidos podem ser estimados e testados utilizando os métodos de MQQO descritos no Capitulo 5. A
estimagdo dos coeficientes da Equagio (6.1) por meio de MQO para as 420 observagdes na Figura 6.2 produz

I 2 32
PontExame = 607,3 + 3,85Renda — 0,0423Renda”, R° = 0,554, (6.2)
(2,9 (0,27) (0,0048)

onde (como sempre) os erros padrio dos coeficientes estimados estdo entre parénteses. A Figura 6.3 mostra a
fungio de regressio estimada (6.2) sobreposta ao grafico de dispersio dos dados. A fun¢io quadratica capta a cur-
vatura no grafico de dispersio: é mais inclinada para valores baixos da renda na diretoria, mas torna-se menos
inclinada 3 medida que a renda aumenta. Em suma, a fung¢io de regressio quadratica parece ajustar-se melhor aos
dados do que a fungio linear.

FIGURA 6.2 Gréfico de Dispersdo de Pontuag&o nos Exames versus Renda na
Diretoria com uma Fungéo de Regressdo de MQO Linear
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FIGURA 6.3  Grdfico de Dispersdo de Pontuagéio nos Exames versus Renda na
Diretoria com Funcdes de Regresséo Linear e Quadrdtica
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Podemos ir um passo além dessa comparacio visual e testar formalmente a hipétese de que a relacio entre
renda e pontuagio nos exames é linear contra a alternativa de que a relagio é nio-linear. Se a relacio é linear, a
funcio d.e regressdo esta especificada corretamente como a Equagio (6.1), exceto pelo regressor Renda®, que e;té
ausente; isto &, se a relagio é linear, a equacio é vilida com B, = 0. Desse modo, podemos testar a hipé’tese nula
de que a fungdo de regressio da populagio é linear contra a alternativa de que ela é quadritica testando a hipét
nula de que 8, = 0 contra a alternativa de que 3, # 0. poree

Como a Equagio (6.1) é somente uma variante do modelo de regressio multipla, podemos testar a hipdtese nula
de que B> = 0 a0 construirmos a estatistica ¢ para essa hipétese. A estatistica { é ¢ = (B, — 0)/EP(} ), que da Equagio
(6.2) & t = -0,0423/0,0048 = —8,81. Em valor absoluto, isso excede o valor critico de 5 por cent?) ’desse testeq( uge é
1,96). De fato, o valor p para a estatistica ¢ é menor do que 0,01 por cento, de modo que podemos rejeitar a hi c(l')tese
Fle que ,32‘ = 0 em todos os niveis de significAncia convencionais. Portanto, esse teste de hipétese formal sustentf nossa
Inspecio informal das figuras 6.2 e 6.3: 0 modelo quadritico se ajusta melhor aos dados do que o modelo linear

Efeito de uma Variagdo em X sobre Y
em Especificagoes Nao-Lineares

Deixe de lado por um momento o exemplo da pontuagio nos exames e considere um problema geral. Vocé
quer saber qual é a variagio esperada na varidvel dependente Y quando a varidvel independente X vagria e.m um
montante AX,, mantendo constantes as outras variiveis independentes X,, ..., X, Quando a fungi; de regressio
da populagio ¢é linear, esse efeito é ficil de calcular: conforme mostrado na Equagio (5.4), a variacio esg erad
em Y é AY = B,AX,, onde f}; é o coeficiente da regressio da populagio multiplicando X , ; =
funcio de regressio é ndo-linear, a variagio esperada em Y é mais dificil de calcular, uma vefz'
der dos valores das variiveis independentes. ,

Contudo, quando a
que ela pode depen-

Uma férmula geral para uma fungéo de regresséo da populagéo nao-linear.

Os modelos de regressi
-~ -~ v . Id A Ssao
da populagio nio-lineares considerados neste capitulo tém a seguinte forma:

Y, =f(Xpp Xopy oo, X)) +upi=1, .., n, (6.3)

' o « s
ter - g i ili i 1
mo “regressio ndo linear” se aplica a duas familias de modelos conceitualmente diferentes. Na primeira familia, a funcio de
re ~ I ~ -~ - . -~ . A ’
: gr’t;issao ;ia populagio é uma fungio nio-linear dos Xs, mas é uma funcio linear dos parimetros desconhecidos (os Bs). Na segunda
ami a a 30 é o nio-li .
3, a fungdo de regressio da populagio é uma fungio nio-linear dos parimetros desconhecidos e pode ou nio ser uma fungio nio

line i i primei ili
ar dos Xs. Todos os modelos deste capitulo pertencem 4 primeira familia. Encontraremos modelos da segunda familia no Capitulo
9 quando tratarmos da regressio com uma varivel biniria dependente. P
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onde [(Xii» X5 - Xy) € a fungdo de regressdo ndo-linear da populagio, uma fungio possivelmente nio-
Jinear das variiveis independentes X;;, Xy, ..., Xj;, € #;€ 0 termo de erro. Por exemplo, no modelo de regressio
quadratica da Equagio (6.1), somente uma varidvel independente esta presente, de modo que X, é Renda € a
funcio de regressio da populagio é f(Renda) = B + Renda; + B, Renda?.

Como a funcio de regressio da populagio é a expectativa condicional de Y; dados X, X,, ..., X,,, na Equagio
(6.3) admitimos a possibilidade de que essa expectativa condicional seja uma fung¢io nio-linear de X;;, X,;,
oy Xy isto &, E(Y| Xy, X5 s X = f(Xii XKoo -0 Xii)s onde fpode ser uma fungio nio-linear. Se a fungio
de regressio da populagio é linear, ento f(X,;, X5 -, Xp) = B + BiXy; + B X5 + - + B,X,; e a Equacio (6.3)
torna-se o modelo de regressio linear do Conceito-Chave 5.2. Contudo, essa equagio também admite fun¢des
de regressio ndo-lineares.

Efeito de uma variagdo em X sobreY. Conforme discutido na Se¢io 5.2, o efeito de uma variagio em X,
AX;, sobre Y, mantendo constantes Xy, ..., X,, € a diferenca entre o valor esperado de Y quando as varidveis inde-
pendentes assumem 0s valores X; + AX|, X;, ..., X, e o valor esperado de Y quando as variaveis independentes
assumem os vilores X, X5, ..oy X, A diferenga entre esses dois valores esperados, digamos AY, é o que acontece
com Y em média na populagio quando X varia em um montante AX;, mantendo constantes as outras varidveis
X,, ..., X, No modelo de regressio nio-linear da Equagio (6.3), esse efeito sobre Y é AY = f(X; + AX, X, ...,
X))~ f(Xy X500 X,).

Como a funcio de regressio fé desconhecida, o efeito da populagio de uma variagio em X sobre Y tam-
bém é desconhecido. Para estimar o efeito da popula¢io, primeiro estime a fungio de regressio da populagio.
Em um nivel geral, represente essa fungio estimada por f; um exemplo dessa fungdo estimada € a fungdo de
regressio quadritica estimada na Equacio (6.2). O efeito estimado de uma variagdo em X, sobre Y (represen-
tado por AY) é a diferenca entre o valor previsto de Y quando as varidveis independentes assumem os valores
X, + AX}, X, ..., X € o valor previsto de Y quando as variaveis independentes assumem os valores X, X,, ..., Xj.

O Conceito-Chave 6.1 resume o método para calcular o efeito esperado de uma variagdo em X; sobre Y.

Aplicagdo ao caso de pontuacdo nos exames e renda. Qual é a variagio prevista da pontuagdo nos exames
associada a uma variacio da renda na diretoria de US$ 1.000,00, com base na fungio de regressdo quadratica esti-
mada na Equagio (6.2)? Como a fungio de regressio & quadratica, esse efeito depende da renda inicial na dire-
toria. Consideremos, portanto, dois casos: um aumento da renda na diretoria de 10 para 11 (isto é, de US$ 10.000
per capita para US$ 11.000) e um aumento da renda na diretoria de 40 para 41.

Para calcularmos AY associado a uma variacio da renda de 10 para 11, podemos aplicar a formula geral da
Equagio (6.6) ao modelo de regressio quadritico. Fazendo isso, temos

AY = (By+ B, x 11+ Py x 113 = (By + By X 10 + B, x 10?), (6.4)

onde BO, [§1 e ﬁ'z s30 os estimadores de MQO.

O termo no primeiro conjunto de parénteses da Equacio (6.4) & o valor previsto de Y quando Renda = 11
e o termo no segundo conjunto de parénteses é o valor previsto de ¥ quando Renda = 10. Esses valores sio cal-
culados utilizando-se as estimativas de MQO dos coeficientes na Equagio (6.2). Dessa forma, quando Renda =
10, o valor previsto da pontuagio nos exames é 607,3 + 3,85 X 10 — 0,0423 X 10% = 641,57. Quando Renda = 11,
o valor previsto é 607,3 + 3,85 X 11 — 0,0423 X 112 = 644,53. A diferenca entre esses dois valores previstos &
AY = 644,53 — 641,57 = 2,96 pontos, isto &, a diferenca prevista para a pontuagio nos exames entre uma dire-
toria com renda média de US$ 11.000 e outra com renda média de US$ 10.000 € de 2,96 pontos.

No segundo caso, quando a renda passa de US$ 40.000 para US$ 41.000, a diferenga nos valores previstos
da Equagio (6.4) é AY = (607,3 + 3,85 X 41 — 0,0423 x 41?) — (607,3 + 3,85 X 40 — 0,0423 x 40?%) = 694,04
~ 693,62 = 0,42 pontos. Assim, uma variagio da renda de US$ 1.000 esta associada a uma variagio maior da pon-
tuagio nos exames prevista se a renda inicial for US$ 10.000 do que se ela for US$ 40.000 (as variagQes previs-
tas sio 2,96 pontos e 0,42 pontos, respectivamente). Dito de outra forma, a declividade da fun¢io de regressio
quadritica estimada da Figura 6.3 é mais acentuada para valores baixos de renda (como US$ 10.000) do que para
valores mais altos (como US§ 40.000).
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Efeito Esperado de uma Variacao em X, sobre Y no
Modelo de Regressiao Nao-Linear

A variagdo esperada em Y, AY, associada a uma variacio em X, AXj, mantendo X, ..., X,
constantes, ¢ a diferenca entre o valor da fungio de regressio da populacio antes e depois da

B==
. variagio em X;, mantendo X, ..., X, constantes. Isto é, a variacio esperada em Y é a dife-
Conceito- _
rencga:
Chave AY = (X, + AKXy, X, oy %) = f(Xps Xy oy X)), 6.5)
6.1 O estimador dessa diferenca da populagio desconhecida é a diferenca entre os valores pre-

1

vistos para esses dois casos. Seja f(X;, X,, ..., X,) o valor previsto de Y com base no estiniador
A
S da fungio de regressio da populagio. Entiio a variagio prevista em Y &

AY = f(X) + AX;, Xy, oy Xp) — f(X0 Xor s X,). (6.6)

Erros padrao dos efeitos estimados. O estimador do efeito de uma variagio em X, sobre Y depende do
estimador da fungio de regressio da populagio, f, que varia de uma amostra para a seguinte. Portanto, o efei-
to estimado contém erro de amostragem. Uma forma de quantificar a incerteza com relagio 3 amostragem asso-
ciada a0 efeito estimado é calcular um intervalo de confianca para o verdadeiro efeito da populagio. Para isso,
precisamos calcular o erro padrio de AY na Equagio (6.6).

E ficil calcular um erro padrio para AY quando a funcio de regressio & linear. O efeito estimado de uma
variagdo em'X; é ﬁlAXl, de modo que um intervalo de confianga de 95 por cento para a variagdo estimada é
BiAX, £ 1,96EP(B,)AX,.

Nos modelos de regressio nio-linear deste capitulo, o erro padrio de AY pode ser calculado utilizando as
ferramentas apresentadas na Se¢io 5.8 para o teste de uma Gnica restri¢do que envolve miltiplos coeficientes.
Para ilustrar esse método, considere a variacio estimada da pontuagio nos exames associada a uma variacio na
renda de 10 para 11 na Equagio (6.4), que é AY = B x (11 -10) + By x (112 - 10%) = f, + 218,. Portanto, o
erro padrio da variagio prevista é

EPAY) = EP(f, + 214,). ' (6.7)

Assim, se conseguirmos calcular o erro padrio de f}; + 218,, teremos calculado o erro padrio de AY. Exis-
tem dois métodos para fazer isso utilizando pacotes de regressio padrio, que correspondem aos dois enfoques da
Se¢do 5.8 para o teste de uma finica restrigio sobre maltiplos coeficientes.?

O primeiro método £ utilizar o0 “Enfoque n® 1” da Segdo 5.8, que consiste em calcular a estatistica F que testa
a hipétese de que ; + 218, = 0. O erro padrio de AY entfio ¢ dado por®

o IAY]
EP(AY) = EVE (6.8)

Quando aplicada i regressio quadritica na Equagio (6.2), a estatistica F que testa a hipétese de que 3, + 218,
=0é& F=299,94. Como AY = 2,96, a aplicagdo da Equagio (6.8) gera EP(AY) = 2,96/ 299,94 = 0,17. Assim,
um intervalo de confianga de 95 por cento para a variagio no valor esperado de Y é 2,96 + 1,96 X 0,17 ou
(2,63, 3,29).

? Esses dois enfoques sio formas diferentes de utilizar um pacote de regressio para implementar as formulas gerais para os erros padrio
dos efeitos previstos apresentadas na Se¢io 16.2.

? A Equagio (6.8) é derivada observando-se que a estatistica F é o quadrado da estatistica t que testa essa hipétese, isto &, F= 2= [(§, +
218,)/EP@, + 218,)]2 = [AY/EP(AY)] ¢ resolvendo EP(AY).
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O segundo método é utilizar o “Enfoque n? 2” da Secio 5.8, que envolve a transformagio dos regressores
de modo que, na regressio transformada, um dos coeficientes seja By + 218,. A demonstragio dessa transfor-
magio € deixada como um exercicio (veja o Exercicio 6.4).

Um comentdrio sobre a interpretagdo de coeficientes em especificagbes ndo-lineares. No modelo de
regressdo multipla do Capitulo 5, os coeficientes da regressio tinham uma interpretagio natural. Por exemplo,

| € a variagdo esperada em Y associada a uma variagdo em X, mantendo constantes os demais regressores. Mas,
como vimos, esse geralmente nio é o caso em um modelo nio-linear. Isto é, ndo ajuda muito pensar em f3; na
Equagdo (6.1) como o efeito de uma variacio da renda na diretoria, mantendo constante o quadrado dessa renda.
[sso significa que, em modelos nio-lineares, a func¢io de regressio é mais bem interpretada quando é mostrada

m um grafico e quando o efeito previsto de uma variagdo em uma ou mais das variaveis independentes sobre Y
é calculado.

Enfoque Geral para a Modelagem de Nao-Linearidades
Utilizando Regressao Mualtipla

O enfoque geral para a modelagem de fun¢des de regressio nio-lineares examinado neste capitulo possui
cinco elementos:

1. Identifique uma possivel relacio ndo-linear. A melhor coisa a fazer é utilizar a teoria econdmica e o que vocé
sabe sobre a aplicagdo para sugerir uma possivel relagio nio-linear. Antes mesmo de examinar os dados, per-
gunte a si mesmo se a declividade da fungio de regressio que relaciona Y e X teria motivos para depender
do valor de X ou de outra varidvel independente. Por que essa dependéncia nio-linear pode existir? Que
formas ndo-lineares ela sugere? Por exemplo, pensar sobre a dinimica em uma sala de aula com alunos de
11 anos de idade sugere que a reducio do tamanho da turma de 18 para 17 alunos poderia ter um efeito
maior do que a redugio de 30 para 29 alunos.

2. Especifique uma funcio nio-linear e estime seus pardmetros por MQO. As se¢bes 6.2 € 6.3 contém virias
funcdes de regressio nao-lineares que podem ser estimadas por MQO. Apds estudar essas se¢des, vocé com-
preenderi as caracteristicas de cada uma delas.

3. Determine se o modelo nio-linear é melhor do que o modelo linear. O fato de vocé pensar que uma funcio
de regressio é nio-linear nio significa que ela realmente o seja! Vocé deve determinar empiricamente se o
seu modelo ndo-linear é apropriado. Na maioria das vezes, vocé pode utilizar a estatistica ¢ e a estatistica F
para testar a hipotese nula de que a fungio de regressio da populacio é linear contra a alternativa de que ela
¢ nio-linear.

4. Desenhe a fungdo de regressio ndo-linear estimada. A fungio de regressio estimada descreve bem os dados?
Um exame das figuras 6.2 e 6.3 sugere que o modelo quadrético se ajusta melhor aos dados do que o mo-
delo linear.

5. Estime o efeito de uma variacio em X sobre Y. O tGltimo passo € utilizar a regressdo estimada para calcular o
efeito de uma variagio em um ou mais regressores X sobre Y utilizando o método do Conceito-Chave 6. 1.

6.2 Fungdes Nao-Lineares de uma
Unica Variavel Independente

Nesta secio fornecemos dois métodos para modelar uma fun¢io de regressio nio-linear. Para simplificar,
desenvolvemos esses métodos para uma fungio de regressio nio-linear que envolva somente uma variavel inde-
pendente X. Contudo, como veremos na Segdo 6.4, esses modelos podem ser modificados para incluir mualtiplas
varidveis independentes.
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O primeiro método discutido nesta segio é a regressio polinomial, uma extensio da regressio quadratica
utilizada na segio anterior para modelar a relagdo entre pontua¢io nos exames e renda. O segundo método uti-
liza logaritmos de X e/ou de Y. Embora esses métodos sejam apresentados separadamente, eles podem ser
utilizados de forma combinada.

Polinémios

Uma forma de especificar uma fungdo de regressao nido-linear ¢ utilizar um polinémio em X. Em geral,
represente por r a maior poténcia de X incluida na regressio. O modelo de regressdo polinomial de grau r é

Y=o+ B X+ B X7+ + BX] + uy (6.9)

Quando r = 2, a Equagio (6.9) é o modelo de regressio quadritica discutido na Se¢do 6.1. Quando r = 3,
de modo que a maior poténcia de X incluida na regressio & X3, a Equagio (6.9) é chamada de modelo de
regressdo cubica.

O modelo de regressio polinomial é semelhante a0 modelo de regressio miltipla do Capitulo 5, exceto pelo

fato de que nesse capitulo os regressores eram variaveis independentes distintas, ao passo que neste caso os regres-
sores sio poténcias da mesma varidvel independente, X, isto &, os regressores sio X, X 2. X3 etc. Assim, as técni-
cas para estimagio e inferéncia desenvolvidas para a regressio miltipla podem ser aplicadas aqui. Em particular,
os coeficientes desconhecidos f3;, B, ..., B, da Equagio (6.9) podem ser estimados pela regressio de MQO de Y,
sobre X, X2, ..., X/.
Testando a hipdtese nula de que a fungdo de regressdo da populagdo é linear.  Se a funcio de regressio
da populacio é linear, os termos quadraticos e de ordem maior nio entram na fung¢io de regressio da populagio.
Dessa forma, a hipétese nula (H,)) de que a regressio ¢ linear e a alternativa (H,) de que ela é um polinémio de
grau r correspondem a

Hy B,=0,B5=0, ..., B, = 0 versus H;: pelo menos um Bj;t 0,j=2,..,r (6.10)

A hipbétese nula de que a fungio de regressio da populagio € linear pode ser testada contra a alternativa de
que ela é um polinémio de grau r pelo teste de H, contra H; na Equagio (6.10). Como H, ¢ uma hipétese nula
conjunta com g = r— 1 restri¢des sobre os coeficientes do modelo de regressio polinomial da populagio, ela pode
ser testada utilizando a estatistica F descrita na Se¢do 5.7.

Que grau de polinémio deveria ser usado? Isto é, quantas poténcias de X deveriam ser incluidas em uma
regressio polinomial? A resposta pondera um dilema entre flexibilidade e precisio estatistica. O aumento do grau
r introduz mais flexibilidade na funcio de regressio e permite que ela se ajuste a mais formas de curva; um
polindmio de grau r pode ter até r — 1 pontos de inflexdo em seu grifico. Mas o aumento de r implica a adi¢do
de mais regressores, o que pode reduzir a precisio dos coeficientes estimados.

Assim, a resposta para a pergunta feita no parigrafo anterior é a seguinte: vocé deveria incluir o suficiente
para modelar a fungio de regressio nio-linear adequadamente, mas nada mais. Infelizmente, essa resposta nio
tem muita utilidade na pratica!

Uma forma pritica de determinar o grau do polindmio é perguntar se os coeficientes da Equacio (6.9) asso-
ciados aos valores maiores de rsio iguais a zero. Se for esse o caso, esses termos poderdo ser excluidos da regressio.
Esse procedimento, chamado de teste seqiiencial de hipotese, uma vez que as hipéteses individuais s3o testadas
seqiiencialmente, esti resumido nos seguintes passos:

1. Escolha um valor maximo para r ¢ estime a regressdo polinomial para ele.

2. Utilize a estatistica ¢ para testar a hipdtese de que o coeficiente de X' (3, na Equagio (6.9)) é igual a zero.
Se vocé rejeitar essa hipotese, X' pertencerd a regressio; assim, utilize o polinémio de grau r.
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3. Se voce nio rejeitou B, = 0 no passo 2, elimine X" da regressio e estime uma regressio polinomial de

_ - —1 g A reie - S
grau r — 1. Teste se o coeficiente de X'~ & igual a zero. Se vocé rejeitou 8, = 0, utilize o polinémio
de grau r— 1.

4. Se vocé nio rejeitou f,_; = 0 no passo 3, continue este procedimento até que o coeficiente da maior
poténcia de seu polindmio seja estatisticamente significante.

Falta um ingrediente nesta receita: o grau inicial r do polinémio. Em muitas aplicagdes que envolvem dados
economicos, as fungdes nio-lineares sdo suaves, isto é, nio apresentam saltos abruptos ou “picos”. Se for esse o

caso, € apropriado escolher uma ordem méxima pequena para o polindmio, tal como 2, 3 ou 4; isto é, comece
com r =2, 3 ou 4 no passo 1.4

Aplicagéo ao caso de renda na diretoria e pontuacdo nos exames. A funcio de regressio ctibica esti-
mada que relaciona renda na diretoria e pontuagio nos exames é

!

e —_
PontExame = 600,1 + 5,02Renda — 0,096Renda® + 0,00069Rendd’,
(5,1) (0,71) (0,029) (0,00035) (6.11)

R% =0,555.

A estatistica f de Renda® é 1,97, de modo que a hipdtese nula de que a funcio de regressdo € quadratica é
rejeitada contra a alternativa de que ¢ ctibica ao nivel de 5 por cento. Além disso, a estatistica F que testa a hipétese
nula conjunta de que os coeficientes de Renda® e Renda’ sio iguais a zero € 37,7, com um valor p inferior a 0,01

por cento, de modo que a hipdtese nula de que a fungio de regressio é linear é rejeitada contra a alternativa de
que ela é ctbica.

Interpretagéo dos coeficientes nos modelos de regressao polinomial. ~ Os coeficientes nas regressdes poli-
nomuiais nao tém uma interpretagio simples. A melhor forma de interpretar essas regressdes é desenhar a funcio

de regressdo estimada e calcular o efeito estimado associado a uma variagio em X sobre Y para um ou mais va-
lores de X.

Logaritmos

Outra forma de especificar uma fungio de regressio nio-linear é utilizar o logaritmo natural de Y e/ou de
X. Os logaritmos convertem as variagdes nas varidveis em variagdes percentuais, e muitas relagdes sio expressas
naturalmente em termos de porcentagem. Aqui estio alguns exemplos:

» Na Se¢io 3.5, examinamos a diferenga de salirios entre homens e mulheres com curso superior. Naquela
discussio, a diferenca de salirios foi medida em délares. Contudo, é mais ficil comparar diferencas de salirios
entre profissdes e ao longo do tempo quando elas sdo expressas em porcentagem.

» Na Segdo 6.1, constatamos que a renda na diretoria e a pontuagio nos exames estavam relacionadas de
forma ndo-linear. Essa relagdo seria linear para variagSes percentuais? Isto é, uma variacio da renda na dire-
toria de 1 por cento — em vez de US$ 1.000 — poderia estar associada a uma variagio na pontuacio nos
exames que é aproximadamente constante para diferentes valores de renda?

= Na anilise econémica da demanda do consumidor, freqiientemente se supde que um aumento de 1 por
cento nos precos leva a determinado percentual de queda na quantidade demandada. A variacio percentual
na demanda resultante de um aumento de 1 por cento no prego é chamada de elasticidade-prego.

4 : L o . . . . 1 -
Uma forma diferente de escolher r é utilizar um “critério de informagido”, descrito no Capitulo 12 no contexto da analise de séries

temporais. Na pritica, o enfoque do critério de informagio e o enfoque do teste seqiiencial de hipétese descrito aqui freqiientemente
geram resultados semelhantes.
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As especificagdes de regressio que utilizam logaritmos naturais permitem que os modelos de regressig
estimem relages de porcentagem como essas. Antes de apresentar essas especificagdes, revisaremos as funces
exponencial e logaritmo natural.

A fungéo exponencial e a fung¢do logaritmica (ou logaritmo natural). A fungio exponencial e sey
inverso, o logaritmo natural, desempenham um papel importante na modelagem de fun¢des de regressio nio-
lineares. A fung¢io exponencial de x & ¢, isto €, ¢ elevado i poténcia x, onde e é a constante 2,71828 ..; 3
fungio exponencial também ¢ expressa como exp(x). O logaritmo natural ¢ o inverso da fun¢do exponencial,
isto &, ele é a funcio para a qual x = In(e*) ou, de forma equivalente, x = In[exp(x)]. A base do logaritmo na-
tural é e. Embora haja logaritmos em outras bases, como base 10, neste livro consideraremos somente logaritmos
na base e, isto é, o logaritmo natural, de modo que, quando utilizarmos o termo “logaritmo”, estaremos nos
referindo ao “logaritmo natural”

A Figura 6.4 mostra o grafico da fungio logaritmica y = In(x). Observe que ela s6 é definida para valores
positivos de x. A fungio logaritmica possui uma declividade que é inicialmente acentuada e entio se torna mais
plana (embora a fungio continue a crescer). A declividade da fungio logaritmica In(x) é 1/x.

A funcio logaritmica tem as seguintes propriedades Gteis:

In(1/x) = —In(x); (6.12)
In(ax) = In(a) + In(x); (6.13)
In(x/a) = In(x) — In(a); e 6.14)
In(x*) = aln(x). (6.15)

Logaritmos e porcentagem. A relagio entre logaritmo e porcentagem baseia-se em um fato importante:
quando Ax é pequeno, a diferenca entre o logaritmo de x + Ax e o logaritmo de x é aproximadamente _?x’ a
variagio percentual em x dividida por 100. Isto &,

In(x + Ax) — In{x) = % {quando % € pequeno), (6.16)
onde = significa “aproximadamente igual a”. A deriva¢do dessa aproximagio baseia-se no cilculo, mas pode ser
demonstrada rapidamente por meio da experimentag¢io de alguns valores de x e Ax. Por exemplo, quando x =
100 e Ax = 1, entio Ax/x = 1/100 = 0,01 (ou 1 por cento), ao passo que In(x + Ax) — In(x) = In(101) — In(100)
= 0,00995 (ou 0,995 por cento). Assim, Ax/x (que € 0,01) € muito préximo de In(x + Ax) —In(x) (que é 0,00995).
Quando Ax =5, Ax/x = 5/100 = 0,05, ao passo que In(x + Ax) — In(x) = In(105) — In(100) = 0,04879.

FIGURA 6.4 A Fungdo Logaritmica, Y = In(X)

A fungdio logaritmica

Y = In{X} é mais inclinada para
valores pequenos do que

para valores grandes de X,

é definida somente para X>0 e
tem dedlividade 1/X.
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X
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Trés modelos de regressdo logaritmica. Existem trés casos em que & possivel utilizar logaritmos: quando
Xé transformado em seu logaritmo, mas Y nio; quando Y é transformado em seu logaritmo, mas X nio; e quan-
do tanto X quanto Y'sio transformados em seus logaritmos. A interpretagio dos coeficientes da regressio é dife-
rente em cada caso. Discutiremos os trés casos a seguir.

Caso I: X estd em logaritmo, mas Y ndo. Neste caso, o modelo de regressio é
Y= By + BiIn(X) + upi=1, .. n (6.17)

Como Y nio esti em logaritmo, mas X estd, esse modelo ds vezes é chamado de modelo linear-log.

No modelo linear-log, uma variagio de 1 por cento em X estd associada a uma variagio de 0,015, em Y.
Para visualizar isso, considere a diferenca entre a fungio de regressio da populagio para valores de X que diferem
em AX: ela é [By + BiIn(X + AX)] — [B, + BiIn(X)] = By[In(X + AX) — In(X)] = B,(AX/X), onde o fltimo
passo utiliza a aproximacio da Equagio (6.16). Se X variar em 1 por cento, entio AX/X = 0,01; desse modo,
nesse modelo, uma variagio de 1 por cento em X estd associada a uma variagao de 0,013, em Y.

A Gnica diferenca entre o modelo de regressio da Equagio (6.17) ¢ o modelo de regressio do Capitulo 4
com um Unico regressor é que a variavel do lado direito agora é o logaritmo de X, e nio o proprio X. Para esti-
mar o coeficientes f3; e 3, na Equagio (6.17), primeiro calcule uma nova variivel, In(X); isso pode ser feito ra-
pidamente utilizando uma planilha eletrénica ou um pacote estatistico. Entao, B, e B, podem ser estimados pela
regressio de MQO de Y; sobre In(X)), hipoteses sobre §; podem ser testadas utilizando a estatistica ¢ e um inter-
valo de confianga de 95 por cento para §; pode ser construido como ,31 + 1,96EP(ﬁ1).

Como exemplo, volte i relagio entre renda na diretoria e pontuagio nos exames. No lugar da especificagio
quadritica, poderiamos utilizar a especificagio linear-log da Equagdo (6.17). A estimagdo dessa regressio por
MQO produz

e .
PontExame = 557,8 + 36,42In(Renda), R? = 0,561. (6.18)
(3.8) (1,40

De acordo com a Equagio (6.18), um aumento de 1 por cento na renda estd associado a um aumento na
pontuagio nos exames de 0,01 X 36,42 = 0,36 pontos.

Para estimarmos o efeito de uma variacio em X sobre Y em suas unidades originais de milhares de ddlares
(ndo em logaritmos), podemos utilizar o método do Conceito-Chave 6.1. Por exemplo, qual ¢ a diferenca pre-
vista na pontuacio nos exames entre diretorias com rendas médias de US$ 10.000 versus US$ 11.000? O valor
estimado de AY é a diferenca entre os valores previstos: AY = [557,8 + 36,42In(11)] — [557,8 + 36,42In(10)] =
36,42 x [In(11) = In(10)] = 3,47. Do mesmo modo, a diferen¢a prevista entre uma diretoria com renda média
de US$ 40.000 e uma diretoria com renda média de US$ 41.000 é 36,42 X [In(41) — In(40)] = 0,90. Portanto,
assim como a regressio quadritica, essa regressio prevé que um aumento de US$ 1.000 na renda tem um efeito
maior na pontuagio nos exames de diretorias pobres do que na de diretorias ricas.

A Figura 6.5 mostra a fungio de regressio linear-log estimada da Equacio (6.18). Como o regressor na
Equacio (6.18) é o logaritmo natural da renda, e nio a renda, a fungio de regressio estimada nio é uma linha
reta. Assim como a funcio de regressio quadritica da Figura 6.3, ela é inicialmente inclinada, mas torna-se mais
plana para niveis mais altos de renda.

Caso II: Y estd em logaritmo, mas X nd@o. Neste caso, o modelo de regressio é
In(Y) = By + B1X; + u; (6.19)

Como Y esta em logaritmo, mas X nio, ele é chamado de modelo log-linear.

No modelo log-linear, a variagio unitiria em X (AX = 1) estd associada a uma variagdo de 100 X B por cento
em Y. Para visualizar isso, compare os valores esperados de In(Y) para valores de X que diferem em AX. O valor
esperado de In(Y) dado X é In(Y) = f, + $;X. Quando X ¢é X + AX, o valor esperado & dado por In(Y +AY) = Byt
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B,(X + AX). Assim, a diferenca entre esses valores esperados é In(Y + AY) — In(Y) = B, + f;(X + AX)] = [By +
B,X] = B,;AX. Da aproximagio na Equagio (6.16), contudo, se $;AX for pequeno, entio In(Y + AY) —In(Y) =
AY/Y. Assim, AY/Y = 3,AX. Se AX=1, de modo que X varia em uma unidade, AY/Y varia em ;. Traduzido em
porcentagem, uma variagio unitiria em X estd associada a uma variagdo de 100 X f3; por cento em Y.

Para fins de ilustragio, voltemos ao exemplo empirico da Se¢do 3.6, a relagio entre idade e salario de indi-
viduos com curso superior. Muitos contratos de trabalho incluem uma cliusula segundo a qual, para cada ano
adicional de servigo, um trabalhador ganha determinado percentual de aumento em seu salario. Essa relagdo per-
centual sugere que se estime a especificagio log-linear da Equagdo (6.19) de modo que cada ano adicional de
idade (X) esti, em média, na populagio, associado a um aumento percentual constante no salario (Y). Calcu-
lando-se primeiro a nova variavel dependente, In(Saldrio), € possivel estimar os coeficientes desconhecidos fi; e
B, pela regressio de MQO de In(Saldrio)) sobre Idade,. A relagio estimada utilizando as 12.077 observagdes sobre
individuos com curso superior do Current Population Survey de 1999 (os dados estio descritos no Apéndice
3.1) é dada por

In(Saldrio) = 2,453 + 0,01281dade, R* = 0,0387. (6.20)
(0,024) (0,0006)

Segundo essa regressio, estima-se que o salirio aumente em 1,28 por cento ((100 X 0,0128) por cento) para
cada ano adicional de idade.

Caso I1I: Tanto X quanto Y estao em logaritmo. Neste caso, o modelo de regressio é
In(Y) = B, + Biln(X) + u, (6.21)

Como Y e X estio especificados em logaritmo, ele € identificado como modelo log-log.

No modelo log-log, uma variagio de 1 por cento em X estd associada a uma variagio de B, por cento em
Y. Assim, nessa especificagio, f; ¢ a elasticidade de Y com relagdo a X. Para visualizar isso, aplique novamente o
Conceito-Chave 6.1; assim, In(Y + AY) —In(Y) = [ B, + SiIn(X + AX)] — [ B, + BIn(X)] = B [In(X + AX) —
In(X)]. A aplicagio da aproximagdo na Equagio (6.16) para os dois lados dessa equagio produz

X
—Ayl/ = ﬁlAY ou 6.22)

FIGURA 6.5 A Funcdo de Regressdo Linear-Log

A fungio de regresséo linear-log
estimada Y = B + B;In(X) capta 740 -
muito da relagdo ndo-linear entre
pontuagdo nos exames e renda da
diretoria.
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_AY/Y 100X (AY/Y) Variagio percentual de Y
B = AX/X 100 x (AX/X)  Variagio percentual de X

Portanto, na especificagdo log-log, 3 € a razio da variagdo percentual em Y associada i variacio percentual
em X. Se a variagdo percentual em X € de 1 por cento (isto &, se AX = 0,01X), entio 8, é a variagio percen-
tual em Y associada a uma variagdo de 1 por cento em X. Isto &, f3; € a elasticidade de Y com relacio a X.

Para fins de ilusgracdo, voltemos i relagdo entre renda e pontuagio nos exames. Quando essa relagio estd
especificada dessa forma, os coeficientes desconhecidos sio estimados por uma regressio do logaritmo de pontua-
¢do nos exames contra o logaritmo da renda. A equagio estimada resultante é

e —
PontExame = 6,336 + 0,0554In(Renda), R?2 = 0,557. (6.23)
{0,006) (0,0021)

De acordo com essa func¢io de régressio, estima-se que um aumento de 1 por cento na renda corresponda
a um aumento de 0,0554 por cento na pontuagio nos exames.

A Figura 6.6 mostra a fungio de regressio log-log estimada da Equagio (6.23). Como Y estd em logaritmos,
o eixo vertical na Figura 6.6 é o logaritmo da pontuagio nos exames e o grifico de dispersio é o logaritmo da
pontuagdo nos exames versus renda na diretoria. Para fins de comparagio, a Figura 6.6 também mostra a fungio
de regressdo estimada para uma especificagio log-linear, que é

A —_
PontExame = 6,439 + 0,00284Renda, R? = 0,497. (6.24)
(0,003) (0,00018)

Como o eixo vertical estd em logaritmos, a fun¢ao de regressio na Equagio (6.24) ¢ a linha reta da Figura 6.6.

Na Figura 6.6 vocé pode ver que a especificagio log-log se ajusta ligeiramente melhor do que a especifi-
cagio log-linear. Isso é consistente com o R? maior para a regressio log-log (0,557) do que para a regressio log-
linear (0,497). Mesmo assim, a especificacio log-log nio se ajusta tio bem aos dados: nos valores mais baixos da
renda, a maioria das observages situa-se abaixo da curva log-log, a0 passo que no nivel médio da renda a maio-
ria das observagdes situa-se acima da fung¢do de regressio estimada.

Os trés modelos de regressio logaritmica estio resumidos no Conceito-Chave 6.2.

A dificuldade de comparar regressGes logaritmicas. Qual dos modelos de regressio logaritmica
se ajusta melhor aos dados? Como vimos na discussio das equagdes (6.23) e (6.24), podemos utilizar o R? para

FIGURA 6.6 Func¢des de Regresséo Log-linear e Log-log

Na funcéio de regressdo log-linear, In(Pontuagio nos exames)
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Logaritmos na Regressao: Trés Casos

Logaritmos podem ser utilizados para transformar a variivel dependente Y, a variavel inde-
pendente X, ou ambas (desde que elas sejam positivas). A tabela a seguir resume esses trés casos
- . ) 3 - . X . ;
e a interpretacio do coeficiente de regressio ;. Em cada caso, é possivel estimar 3, aplicando

Conceito- MQO apés a tomada do logaritmo da variavel dependente e/ou independente.

Chave Caso Especificacdes da RegressGo  Interpretacéo de 8,
6 2 I Y, = By + BiIn(X) + u; A variagio de 1 por cento em X esti associada a uma varia¢io
* de 0,018, em Y.
11 In(Y;) =By + B X + u; A variagio de uma unidade em X (AX = 1) estd associada a uma
variagio de 1008, por cento em Y.
11 In(Y}) = By + Bln(X)) + u; A variagio de 1 por cento em X esta associada a uma variagio

de B, por cento em Y, de modo que 3, é a elasticidade de Y
com relagio a X.

comparar os modelos log-linear e log-log; constatamos que o modelo log-log apresentava o R? maior. Da mesma
forma, podemos utilizar o R? para comparar a regressio linear-log da Equagio (6.18) com a regressio linear de
Y contra X. Na regressio entre pontua¢io nos exames e renda, a regressio linear-log possui um R? de 0,561, ao pas-
s0 que a regressio linear possui um R? de 0,508, de modo que o modelo linear-log se ajusta melhor aos dados.

Como podemos comparar o modelo linear-log e o modelo log-log? Infelizmente, o R? ndo pode ser uti-
lizado para comparar essas duas regressdes, uma vez que suas variaveis dependentes sio diferentes (uma é Y, e a
outra ¢ In(Y). Lembre-se de que o R? mede a fragio da varidncia da variavel dependente explicada pelos regres-
sores. Como as varidveis dependentes dos modelos log-log e linear-log sio diferentes, nio faz sentido comparar
seus RZs.

Em virtude desse problema, a melhor coisa a fazer em uma aplicagdo em particular é decidir se faz sentido
especificar Y em logaritmos, utilizando a teoria econdmica e o conhecimento que vocé e os outros tém do pro-
blema. Por exemplo, pesquisadores de economia do trabalho geralmente modelam o salario utilizando logarit-
mos, uma vez que as comparacgdes de salarios, os reajustes salariais e assim por diante freqiientemente sio discutidos
de modo mais natural em termos percentuais. Na modelagem da pontuagio nos exames, parece natural (a0 menos
para nds) discutir os resultados dos exames em termos dos pontos feitos, e nio dos aumentos percentuais na pon-
tuagio, de modo que nos concentramos em modelos em que a varidvel dependente € a pontuagio no exame, e
nio seu logaritmo.

Calculando valores previstos de Y quando este se encontra em logaritmos.®  Se a variivel dependente

Y foi transformada em logaritmos, a regressio estimada pode ser utilizada para calcular diretamente o valor pre-
visto de In(Y). Contudo, é um pouco complicado calcular o proprio valor previsto de Y.

Para visualizar isso, considere o modelo de regressio log-linear da Equag¢io (6.19) e reescreva-o de modo
que ele esteja especificado em termos de Y, e nio de In(Y). Para fazer isso, tome a fungio exponencial dos dois
lados da Equagio (6.19); o resultado é

Y = exp(Bg + B X + u) = ebhiXigh, (6.25)

Se u, é distribuido independentemente de X;, o valor esperado de Y, dado X; & E(Y/| X)) = E(efoPie" | X))
= ™A% E(e*). O problema é que, mesmo que E(w) =0, E(e") # 1. Assim, o valor previsto apropriado de Y; nio
¢ obtido simplesmente tomando-se a funcio exponencial de f, + f,X,, isto ¢, fazendo ¥, = ef*A%i; esse valor
previsto é viesado em razdo da auséncia do fator E(e*).

Uma solugio para esse problema é estimar o fator E(e") e utilizd-lo no calculo do valor previsto de Y, porém,
como isso é complicado, nio prosseguiremos.

5 Este material & mais avangado e por isso pode ser pulado sem perda de continuidade.
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Outra “solugio”, que € o enfoque utilizado neste livro, ¢ calcular os valores previstos do logaritmo de Y, mas
nio transforma-los em suas unidades originais. Na pratica, isso em geral & aceitivel, uma vez que, quando a varii-
vel dependente é especificada como um logaritmo, freqilentemente é mais natural utilizar somente a especifi-
cagio logaritmica (e as interpretagdes percentuais associadas) ao longo da analise.

Modelos Polinomiais e Logaritmicos de-Pontuacao
nos Exames e na Renda na Diretofia

Na pratica, a teoria econémica e o julgamento cuidadoso podem sugerir uma forma funcional a ser utilizada,
mas no final a forma verdadeira da fungio de regressio da populagio é desconhecida. Na pritica, ajustar uma
fun¢io nio-linear envolve, portanto, a decisio sobre o método ou a combinagio de métodos que funciona me-
lhor. Para fins de ilustra¢io, comparemos os modelos logaritmico e polinomial da relagio entre renda na direto-
ria € pontuagao nos exames.

Especificagbes polinomiais. Consideremos duas especificagdes polinomiais, a quadritica (veja a Equagio
(6.2)) e a chbica (veja a Equagdo (6.11)), especificadas utilizando-se poténcias de Renda. Como o coeficiente de
Renda® na Equagio (6.11) era significante ao nivel de 5 por cento, a especificagio ctibica ofereceu uma melhora
em relagdo 4 quadratica, de modo que selecionamos o modelo ctibico como a especificagio polinomial preferida.

Especificacdes logaritmicas. A especificagio logaritmica na Equagio (6.18) parecia fornecer um bom
ajuste a esses dados, mas nio a testamos formalmente. Uma maneira de fazer isso & amplid-la com poténcias
mais altas do logaritmo da renda. Se esses termos adicionais nio sio estatisticamente diferentes de zero, podemos
concluir que a especificagio na Equagio (6.18) é adequada, uma vez que nao pode ser rejeitada contra uma
fung¢io polinomial do logaritmo. Desse modo, a regressio clibica estimada (especificada em poténcias do loga-
ritmo da renda) é

e
PontExame = 486,1 + 113,4In(Renda) — 26,9[In(Renda)]?

(79.4) (87,9) (31,7)
— (6.26)
+ 3,06[In(Renda)]*, R? = 0,560.

(3,74)

A estatistica t do coeficiente do termo ciibico é 0,818, de modo que a hipétese nula de que o coeficiente
verdadeiro é zero nio ¢é rejeitada a0 nivel de 10 por cento. A estatistica F que testa a hipitese conjunta de que os
coeficientes verdadeiros dos termos quadritico e cibico sio iguais a zero é 0,44, com um valor p de 0,64, de
modo que essa hipdtese nula conjunta nio é rejeitada ao nivel de 10 por cento. Desse modo, o modelo logarit-
mico ctbico na Equagido (6.26) nio fornece uma melhora estatisticamente significante em relagio ao modelo da
Equagio (6.18), que € linear no logaritmo da renda.

Comparando as especificagbes cubica e linear-log. A Figura 6.7 mostra as fungdes de regressio estimadas
da especificagio ciibica da Equagio (6.11) e a especificagio linear-log da Equagdo (6.18). As duas funcdes de
regressdo estimadas sio muito semelhantes. Uma ferramenta estatistica que compara essas especificagdes é o R?.
O R? da regressio logaritmica é 0,561 e o da regressio cabica é 0,555. Como a especifica¢io logaritmica possui
uma pequena vantagem em termos do R2, e como essa especificagio nio precisa de polinémios de ordens mais
altas no logaritmo da renda para o ajuste aos dados, adotamos a especificagio logaritmica da Equagio (6.18).

6.3 InteragoOes entre
Variaveis Independentes

Na introdugio deste capitulo, nds nos perguntamos se a redugio da razio aluno-professor poderia ter um
efeito maior sobre a pontuagio nos exames em diretorias em que muitos alunos ainda estio aprendendo inglés
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do que naquelas em que poucos ainda estdo aprendendo inglés. Isso poderia ocorrer, por exemplo, se os alunog
que ainda estio aprendendo inglés se beneficiassem de forma diferenciada de uma instrugio individualizada oy
em grupos pequenos. Se for esse o caso, a presenga de muitos alunos que estio aprendendo inglés em uma dire-
toria interagiria com a razdo aluno-professor de tal forma que o efeito de uma variagio na razio aluno-profes-
sor sobre a pontuagio nos exames dependeria da fra¢iao de alunos aprendendo inglés.

Nesta se¢io, explicamos como incluir essas interagdes entre duas varidveis independentes no modelo de
regressio multipla. A interagio possivel entre a razdo aluno-professor e a fragio de alunos que estd aprendendo
inglés € um exemplo da situagio mais geral em que o efeito de uma variagio em uma variavel independente sobre
Y depende do valor de outra varidvel independente. Consideremos trés casos: quando ambas as varidveis inde-
pendentes sio binarias, quando uma é biniria e a outra é continua, e quando ambas sio continuas.

Interacbes entre Duas Variaveis Binarias

Considere a regressio da populagio do logaritmo do salario (Y, onde Y; = In(Saldrio))) contra duas varidveis
binarias, o sexo do individuo (D,;, que é igual a 1 se a i-ésima pessoa é mulher) e se esse individuo tem curso
superior (D,;, onde D,, =1 se a i-ésima pessoa tem curso superior). A regressio linear da populacio de Y, sobre
essas duas varidvels bindrias é

Y, = By + ByDy; + ByDy; + s (6.27)

Nesse modelo de regressdo, 3; € o efeito de ser mulher sobre o logaritmo do salirio, mantendo constante o
nivel de instrucio, e 3, é o efeito de ter um curso superior, mantendo constante o sexo.

A especificagio na Equagio (6.27) tem uma limitagdo importante: o efeito de ter um curso superior nessa
especificacio, mantendo constante o sexo, € o mesmo para homens e mulheres. Entretanto, nio h motivos para
que isso seja assim. Expresso matematicamente, o efeito de D,, sobre Y, mantendo constante D, ;, poderia depen-
der do valor de D,;. Em outras palavras, poderia haver uma interagio entre sexo e ter um curso superior, de modo
que o valor no mercado de trabalho de um curso superior seria diferente para homens e mulheres.

Embora a especificagio na Equagio (6.27) nio permita essa interago entre sexo € ter um curso superior, é
facil modificar a especificagio para que ela permita a interagdo por meio da introdugio de outro regressor, o pro-
duto de duas variaveis bindrias, D;; X D,,. A regressio resultante é

Y, = By + ByDy; + BaDy; + B5(Dy; X Dy) + . (6.28)

FIGURA 6.7  Fungdes de Regressdo Linear-Log e Cibica ‘

A fungdio de regresséio cibica estimada Pontuagio nos exames
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O novo regressor, o produto Dy; X D,,, é chamado de termo de interagdo ou regressor interado, ¢ o
modelo de regressio da populagio na Equagdo (6.28) é chamado de modelo de regressio com interacio
entre varidveis bindrias.

O termo de intera¢io na Equagio (6.28) permite que o efeito da populagio de ter um curso superior (va-
siando Dy, de Dy; = 0 para D,; = 1) sobre o logaritmo do salirio (Y)) dependa do sexo (D). Para mostrar isso
matematicamente, calcule o efeito da populagio de uma variagio em D, utilizando o método geral exposto no
Conceito-Chave 6.1. O primeiro passo é calcular a expectativa condicional de Y; para D,; = 0, dado um valor
de D esta é E(Y;|Dy; = dy, Dy; = 0) = By + By X dy + B, X 0 + 3 X (d, X 0) = Bo + Bid;. O proximo passo €
calcular a expectativa condicional de Y; apés a variagdo, isto &, para D,; = 1, dado o mesmo valor de D, ; esta
¢ B(Y;|Dy;=dy, Doy = 1) = By + By X dy + By X 1+ By x (dy X 1) = o + Bydy + B + Bady. O efeito dessa varia-
¢io & a diferenga entre os valores esperados (isto é, a diferenga na Equagio (6.6)), que é

E(Y|Dy; = dl’ Dy, =1) - E(Y;|Dy; = d1a D, = 0) = ﬂz + :B3dl' (6.29)

Assim, na especificacio da interagio entre varidveis binirias da Equagio (6.28), o efeito de ter um curso supe-
rior (uma variagio unitiria em D,;) depende do sexo da pessoa (o valor de Dy, que € d; na Equagio (6.29)). Se
a pessoa é do sexo masculino (d; = 0), o efeito de ter um curso superior € 55, mas, se a pessoa € do sexo feminino
(d, = 1), o efeito é B, + B5. O coeficiente B; sobre o termo de interagdo ¢ a diferenca entre o efeito de ter um
curso superior para mulheres versus homens.

Embora esse exemplo tenha sido exposto utilizando o logaritmo do salario, sexo e ter um curso superior, 0
ponto & geral. A regressio com interagio entre varidveis binarias permite que o efeito da variagio em uma das
variaveis independentes binarias dependa do valor de outra variavel binaria.

Para interpretarmos os coeficientes, consideramos cada combinagio possivel das varidveis binarias. Esse
método, que se aplica a todas as regressdes com varidveis bindrias, estd resumido no Conceito-Chave 6.3.

Aplicacéo para a razdo aluno-professor e porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés. Scja
RAPAIta; uma variavel biniria que é igual a um se a razio aluno-professor é de 20 ou mais e igual a zero nos
demais casos; seja AIAlta; uma variavel biniria que é ignal a um se a porcentagem de alunos que esta aprendendo
inglés é de 10 por cento ou mais € igual a zero nos demais casos. A regressio interada da pontuagio nos exames
contra RAPAIta; e AIAlta; &

e I
PontExame = 664,1 — 18, 2AIAlta — 1,9RAPAlta — 3,5(RAPAIlta X AlAlta),
(L4 (23 (1,9) G.1) (6.30)
R% =0,290.

O efeito previsto da mudanga de uma diretoria com razio aluno-professor baixa para outra com razio aluno-
professor alta, mantendo constante a porcentagem alta ou baixa de alunos que estd aprendendo inglés, € dado pela
Equacio (6.29), com coeficientes estimados substituindo os coeficientes da populag¢do. De acordo com as esti-
mativas na Equacio (6.30), esse efeito é —1,9 — 3,5AIAlta. Isto &, se a fragdo de alunos que estd aprendendo inglés
é baixa (AIAlta; = 0), o efeito de passar de RAPAlta, = 0 para RAPAlta; = 1 sobre a pontuagio nos exames equi-
vale a uma queda de 1,9 ponto. Se a fragio de alunos que estd aprendendo inglés € alta, estima-se que a pontua-
¢ao nos exames caia em 1,9 + 3,5 = 5,4 pontos.

A regressio estimada na Equagdo (6.30) também pode ser utilizada para estimar a pontuagio média nos
exames para cada uma das quatro combinagdes possiveis das varidveis bindrias. [sso € feito utilizando-se o pro-
cedimento do Conceito-Chave 6.3. Assim, a pontuagio média nos exames da amostra para diretorias com razio
aluno-professor baixa PAlta, = 0) e fragio baixa de alunos que estd aprendendo inglés (ALAlta; = 0) € de 664,1.
Para diretorias com RAPAlta; = 1 (razio aluno-professor alta) e AIAlta; = O (fragdo baixa de alunos que estd apren-
dendo inglés), a média da amaostra & de 662,2 (= 664,1 — 1,9). Quando RAPAlta; = 0 e ALAlta; = 1, a média da
amostra é de 645,9 (= 664,1 — 18,2); e quando RAPAlta; = 1 e AlAlta; = 1, a média da amostra é de 640,5
(= 664,1 —18,2-1,9 - 3,5).
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Método para Interpretar os Coeficientes em
Regressoes com Varidveis Binarias

Em primeiro lugar, calcule os valores esperados de Y para cada caso possivel descrito pelo con-
junto de variaveis bindrias. A seguir, compare esses valores esperados. Cada coeficiente pode
— entio ser expresso tanto como um valor esperado quanto como a diferenca entre dois ou mais
Conceito- valores esperados.

Chave
6.3

Interagdes entre uma Variavel
Continua e uma Variavel Binaria

A seguir, considere a regressio da populagio do logaritmo do salario (Y; = In(Saldrio)) contra uma variavel
continua, os anos de experiéncia profissional de um individuo (X)) e uma variavel binaria, se o trabalhador tem
curso superior (D,, onde D, = 1, se a i-ésima pessoa tem curso superior). Conforme a Figura 6.8 mostra, exis-
tem trés formas para que a reta de regressio da populagdo que relaciona Y e a varidvel continua X possa depen-
der da variavel binaria D.

Na Figura 6.8a, as duas retas de regressio diferem somente em seu intercepto. O modelo de regressio da
populagio correspondente

Y; =By + By X+ BoDi + u;. (6.31)

Esse é o modelo de regressio multipla familiar com uma fungio de regressio da populagio que é linear
em X; e D;. Quando D; = 0, a fungio de regressio da populagio é f§; + 5, X;, de modo que o intercepto é f3;
e a declividade é ;. Quando D, = 1, a fungio de regressio da populagio é S, + ,X; + f3,, de modo que a
declividade permanece 8;, mas o intercepto passa a ser 3, + f3,. Desse modo, 3, é a diferenca entre os inter-
ceptos das duas retas de regressio, como mostra a Figura 6.8a. Expresso em termos do exemplo do salario, f3,
¢ o efeito de um ano adicional de experiéncia profissional sobre o logaritmo do salirio, mantendo constante
o fato de ter ou nio um curso superior, e f3, &€ o efeito de ter um curso superior sobre o logaritmo do salario,
mantendo constantes os anos de experiéncia. Nessa especificacdo, o efeito de um ano adicional de experién-
cia profissional é o mesmo para individuos com ou sem curso superior, isto &, as duas retas na Figura 6.8a pos-
suem a mesma declividade.

Na Figura 6.8b, as duas retas tém declividade e intercepto diferentes. Declividades distintas permitem que o
efeito de um ano adicional de trabalho seja diferente para individuos com e sem curso superior. Para permitir
inclina¢des diferentes, adicione um termo de interagdo a Equagio (6.31):

Y, = By + B X + BaD; + B3(X; X D)) + u, (6.32)

onde X; X D, é uma nova variavel, o produto de X; por D;. Para interpretar os coeficientes dessa regressio, aplique
o procedimento do Conceito-Chave 6.3. Sua aplicagio mostra que, se D, = 0, a fun¢io de regressio da popu-
lagio é B, + B, X, ao passo que, se D; = 1, a fungdo de regressio da populagio € (8, + f3,) + (B, + B3)X;. Desse
modo, essa especificacdo permite duas fungbes de regressio da populagio que relacionam Y, e X, dependendo
do valor de D, como & mostrado na Figura 6.8b. A diferenca entre os dois interceptos é f3, e a diferenga entre as
duas declividades é 5. No exemplo do salirio, 3; é o efeito de um ano adicional de experiéncia profissional para
individuos sem curso superior (D; = 0) e f; + B5 € o efeito para individuos com curso superior, de modo que
B € a diferenca entre o efeito de um ano adicional de experiéncia profissional para individuos com curso superior
versus individuos sem curso superior.
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Interagdes enire varidveis bindrias e varigveis continuas podem produzir trés funcdes de regresséio da populacdo: (a} B, + B X +
B,D permite interceptos diferentes, mas tem a mesma declividade; {b) B, + 81X + B,D + B4(X x D) permite interceptos diferentes e
declividades diferentes; e (c) B, + 8;X + B,(X x D) tem o mesmo intercepto, mas permite declividades diferentes.

Uma terceira possibilidade, mostrada na Figura 6.8c¢, é a de que as duas retas tém declividades diferentes, mas
o mesmo intercepto. O modelo de regressio com intera¢io para esse caso €

Y, =fo+ X + Bo(X; X D) + u,. (6.33)

Os coeficientes dessa especificacdo também podem ser interpretados utilizando o Conceito-Chave 6.3. Em
termos do exemplo do salario, essa especificagio permite efeitos diferentes da experiéncia sobre o logaritmo do
salirio entre individuos com e sem curso superior, mas requer que o logaritmo do salirio esperado seja 0 mesmo
para ambos os grupos quando eles nio tém experiéncia anterior. Dito de outra forma, essa especificagio equi-
vale 4 igualdade do salario inicial médio da populagio para individuos com e sem curso superior. Isso nio faz
muito sentido para essa aplicagdo; na pritica, essa especificagio é utilizada com menor freqtiéncia do que a Equagio
(6.32), que permite interceptos e declividades diferentes.

As trés especificagdes, equagdes (6.31), (6.32) e (6.33), sio versdes do modelo de regressio maltipla do Capi-
tulo 5 e, uma vez que uma nova variavel X; X D; seja criada, os coeficientes das trés podem ser estimados por MQO.

Os trés modelos de regressdo com uma variavel independente biniria e uma varivel independente continua
estao resumidos no Conceito-Chave 6.4.

Aplicagdo para a razao aluno-professor e a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés. O
efeito do corte da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames depende de a porcentagem de alunos
que esta aprendendo inglés ser alta ou baixa? Uma forma de responder a essa pergunta é utilizar uma especi-
ficagio que permite duas retas de regressio diferentes, dependendo de a porcentagem de alunos que esti apren-
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Interagdes entre Variaveis Binarias e Variaveis Continuas

Utilizando-se o termo de interagio X, X D,, a reta de regressio da populagio que relaciona Y;
e a varidvel continua X; pode ter uma declividade que dependa da variivel biniria D;. Exis-

C . tem trés possibilidades:

R 1. Intercepto diferente, mesma declividade (veja a Figura 6.8a):
Chave Y, = By + By X; + BoD; + u;.
6.4 2. Intercepto diferente e declividade diferente (veja a Figura 6.8b):

Y; = By + B X + BoD; + B3(Xix D) + u;.

3. Mesmo intercepto, declividade diferente (veja a Figura 6.8c):
Y, = fy + By X; + Bo(Xi X D)) + u,.

dendo inglés ser alta ou baixa. Isso é obtido utilizando-se a especificagdo intercepto diferente/declividade di-
ferente:

e
PontExame = 682,2 — 0.97RAP + 5,6AIAla — 1,28(RAP x AlAlta)
(11,9) (0,59)  (19,5) (0,97) (6.34)

R2 =0,305,

onde a variivel biniria AIAlta, é igual a um se a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés na diretoria
é maior do que 10 por cento ¢ igual a zero nos demais casos.

Para diretorias com uma fracio baixa de alunos que estd aprendendo inglés (AIAlta; = 0), a reta de regressao
estimada é 682,2 — 0,97RAP,. Para diretorias com uma fragio alta de alunos que est aprendendo inglés (ALAlr;
= 1), a reta de regressdo estimada é 682,2 + 5,6 —0,97RAP,— 1,28RAP,; = 687,8 — 2,25RAP,. De acordo com
essas estimativas, prevé-se que a redugdo da razio aluno-professor em um aumentara a pontuagdo nos exames
em 0,97 pontos nas diretorias com fragdes baixas de alunos aprendendo inglés e em 2,25 pontos nas diretorias
com fracdes altas de alunos aprendendo inglés. A diferenga entre esses dois efeitos, 1,28 pontos, é o coeficiente
do termo de interacio na Equagio (6.34).

A regressio de MQO na Equagio (6.34) pode ser utilizada para testar vdrias hipoteses sobre a reta de
regressio da populagio. Em primeiro lugar, a hipotese de que as duas retas sio na verdade a mesma pode ser tes-
tada calculando-se a estatistica F que testa a hipotese conjunta de que o coeficiente de AIAlta e o coeficiente do
termo de interacio RAP; X AIAlta, sio iguais a zero. A estatistica F & 89,9, que ¢ significante ao nivel de
1 por cento.

Em segundo lugar, o teste da hipotese de que as duas retas tém a mesma declividade pode ser feito ao testar
se o coeficiente do termo de interagio é igual a zero. A estatistica —1,28/0,97 = —1,32 é menor do que 1,645
em valor absoluto, de modo que a hipétese nula de que as duas retas tém a mesma declividade nio pode ser
rejeitada utilizando-se um teste bicaudal ao nivel de significincia de 10 por cento.

Em terceiro lugar, o teste da hipétese de que as duas retas tém o mesmo intercepto pode ser feito ao testar
se o coeficiente da populagio de ALAlta é igual a zero. A estatistica ¢ = 5,6/19,5 = 0,29, de modo que a hipétese
de que as retas tém o mesmo intercepto nio pode ser rejeitada ao nivel de 5 por cento.

Esses trés testes geram resultados aparentemente contraditorios: o teste conjunto com a utilizagio da estatis-
tica F rejeita a hipotese conjunta de que a declividade e o intercepto sio os mesmos, mas os testes das hipoteses
individuais que utilizam a estatistica ¢ ndo as rejeitam. Isso ocorre porque os regressores AlAlta e RAP X AlAlta
s3o altamente correlacionados, o que resulta em erros padrio grandes dos coeficientes individuais. Mesmo que
seja impossivel dizer qual dos coeficientes é diferente de zero, existe uma forte evidéncia contra a hipotese de

que ambos sdo iguais a zero.
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Finalmente, a hipétese de que a razio aluno-professor nio entra nessa especificagio pode ser testada pelo
calculo da estatistica F para a hipotese conjunta de que os coeficientes da RAP e do termo de interacio sio iguais
a zero. A estatistica F & 5,64, com um valor p de 0,004. Desse modo, os coeficientes da razio aluno-professor sio
estatisticamente significantes ao nivel de significincia de 1 por cento.

Interagoes entre Duas Varidveis Continuas

Agora suponha que ambas as varidveis independentes (X); e X;,) sejam continuas. Por exemplo, seja Y; o loga-
ritmo do saldrio do i-ésimo trabalhador, seja X;; os anos de experiéncia profissional e seja X,; o nmero de anos
que o individuo freqiientou a escola. Se a fungio de regressio da populagio é linear, o efeito de um ano adicional
de experiéncia sobre o salirio nio depende do ntimero de anos de estudo ou, de forma equivalente, o efeito de um
ano adicional de instru¢io nio depende do ntimero de anos de experiéncia profissional. Na realidade, entretanto,
pode haver uma interagio entre essas duas varidveis de modo que o efeito de um ano adicional de experiéncia
sobre o salirio dependa do ntimero de anos de estudo. Essa interagio pode ser modelada ampliando-se o modelo
de regresso lindar com um termo de interagio que é o produto de X;; por X,

Yi =By + i Xy + BpXo + B3(Xy; X X5) + uy. (6.35)

O termo de interagio permite que o efeito de uma variagdo unitiria em X; dependa de X,. Para visualizar
isso, aplique o método geral para o cilculo dos efeitos em modelos de regressio nio-linear do Conceito-Chave
6.1. A diferenga na Equagio (6.6), calculada para a fungio de regressio interada na Equagio (6.35), é AY =

(B1 + B3X3)AX; (veja o Exercicio 6.5(a)). Portanto, o efeito de uma variagio em X, sobre Y, mantendo X,
constante, é

AY

2L =B, +

AX, By + B5X5, (6.36)
que depende de X;,. Por exemplo, no caso do salirio, se 3, for positivo, o efeito de um ano adicional de experién-
cia sobre o logaritmo do salirio é maior, no montante 35, para cada ano adicional de instrucio do trabalhador.

Um cilculo semelhante mostra que o efeito de uma variagio AX, em X,, sobre Y, mantendo X, cons-
tante, é % = (B, + B3X,).

Colocando esses dois efeitos juntos vemos que o coeficiente f8; do termo de interacio é o efeito de um
aumento unitdrio em X, e X,, maior do que a soma dos efeitos de um aumento unitirio somente em X, e de
um aumento unitario somente em X,. Isto &, se X, varia em AX, e X, varia em AX,, a variagio esperada em Y
€AY = (B + BXo)AX) + (B, + B3X))AX, + BAX AX, (veja o Exercicio 6.5(c)). O primeiro termo é o efeito
de variar X; mantendo X, constante; o segundo termo é o efeito de variar X, mantendo X constante; e o tltimo
termo, $;AX;AX,, € o efeito extra de variar tanto X, quanto X,.

O Conceito-Chave 6.5 resume as interacdes entre duas variiveis.

Quando as interagdes sdo combinadas com transformag&es logaritmicas, elas podem ser utilizadas para esti-
mar a elasticidade-prego quando esta depende das caracteristicas do bem (veja o quadro para um exemplo).

Aplicagdo para a razédo aluno-professor e porcentagem de alunos aprendendo inglés. Os exemplos
anteriores consideraram intera¢des entre a razio aluno-professor e uma variivel binaria indicando se a porcen-
tagem dos alunos aprendendo inglés era grande ou pequena. Uma forma diferente de estudar essa interagio é
examinar a interagdo entre a razo aluno-professor e a variivel continua porcentagem de alunos aprendendo inglés
(%AI). A regressio de interagio estimada é

e
PontExame = 686,3 — 1,12RAP - 0,67%AI + 0,0012(RAP X %Al),
(11.8) (0,59) (0,37) (0,019) (6.37)

R? = 0,422.
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Demanda por Periédicos de Economia )

Os economiistas acompanham as pesquisas mais re-
centes em suas areas de especializagio. A maioria das
pesquisas em economia aparece primeiro em periddicos
de economia, de modo que os economistas — ou suas
bibliotecas — assinam esses periodicos.

Em que medida a demanda por periédicos de econo-
mia pelas bibliotecas é elistica? Para descobrir isso, ana-
lisamos a relagio entre o niimero de assinaturas de um
periddico nas bibliotecas dos Estados Unidos (Y)) e o prego
de sua assinatura para a biblioteca, utilizando dados de 180
periddicos de economia do ano 2000. Como o produto
de um periddico nio é o papel em que ele é impresso, mas
as idéias que contém, seu preco logicamente nio é medido
em dolares por ano ou ddlares por pigina, mas em ddlares
por idéia. Embora nio possamos medir diretamente
“idéias”, uma boa medida indireta é o nimero de vezes
que os artigos de um periddico sio citados posteriormente
por outros pesquisadores. Portanto, medimos o prego
como “pre¢o por citagio” no periddico. A gama de precos

€ enorme, de 0,5 centavo de dolar por citagio (American
Economic Review) a 20 centavos de ddlar por citacio ou
mais. Alguns periddicos tém precos por citagio altos
porque possuem poucas citagdes, outros porque o prego
da assinatura anual para biblioteca é muito alto: em 2000,
uma assinatura para biblioteca do Journal of Econometrics
custou cerca de US$ 1.900, quarenta vezes o prego de uma
assinatura da American Economic Review!

Como estamos interessados em estimar elasticidades,
utilizamos uma especificagio log-log (veja o Conceito-
Chave 6.2). Os grificos de dispersio das figuras 6.9a € 6.9b
fornecem suporte empirico para essa transformagio.
Como alguns dos periédicos mais antigos e respeitados
tém precos por citagdo mais baixos, uma regressio do
logaritmo da quantidade contra o logaritmo do preco
poderia ter viés de omissio de varidveis. Nossas regressdes,
portanto, incluem duas varidveis de controle, o logaritmo
da idade e o logaritmo do niimero de caracteres por ano
no periédico.

(Continua)

FIGURA 6.9 Assinaturas de Periédicos de Economia por Bibliotecas e Seus Precos

Assinaturas
1200

10 15 20 25
Preco por citagao

(a) Assinaturas e prego por citagdo

In(Assinaturas)

8r demanda quando /dade = 5

demanda quando
L Idade = 80

S = W s
T

1 2 1 1 J

6 -5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4
In(Preco por citagido)

(c) In(Assinaturas) e In(Prego por citagio)

In(Assinaturas)
8
7F
6
5+
4|
3L
2k
1k
L ]
0 4 1 1 1 1 1 1 1 L J
6 5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

In(Preco por citagio)

(b) In(Assinaturas) e In(Preco por citagio)

Existe uma relacdo inversa ndo-linear entre o nimero de
assinaturas feitas por bibliotecas dos Estados Unidos
(quantidade) e o preco por citagdo (preco), como mostra a
Figura 6.9a para 180 periédicos de economia em 2000.
Mas, como podemos ver na Figura 6.9b, a relacéo entre
logaritmo da quantidade e logaritmo do preco parece

. ser aproximadamente linear. A Figura 6.9c mostra

que a demanda é mais eléstica para periédicos novos
(ldade = 5 anos) do que para periédicos antigos

(Idade = 80 anos).

Os resultados da regressio estio resumidos na Tabela
6.1 e produzem as seguintes conclusdes (veja se voceé con-

segue encontrar a base para essas conclusdes na tabela):

1. A demanda € menos eldstica para os periédicos mais

antigos do que para os mais novos.

2. A evidéncia sustenta uma fungio linear do logaritmo do

prego em vez de uma citbica.

3. A demanda é maior para peridédicos com mais carac-

teres, mantendo constantes o preco e a idade.

Logo, qual ¢ a elasticidade da demanda por periédicos
de economia? Ela depende da idade do periddico. Curvas

de demanda’para um peridédico de 80 anos para uma
novata de 5 ahos estio superpostas no grafico de dispersio

da Figura 6.9¢; a elasticidade da demanda do periédico
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mais antigo € —0,28 (EP = 0,06) ao passo que a do pe-
riddico mais novo é —0,67 (EP = 0,08).

Essa demanda é muito inelastica: a demanda é pouco
sensivel ao prego, especialmente para periddicos mais anti-
gos. Para as bibliotecas, ter as pesquisas mais recentes 4 mio
é uma necessidade, e nio um luxo. Para fins de compara-
a0, os especialistas estimam que a elasticidade da demanda
por cigarros esteja na faixa de —0,3 a —0,5. Os periddicos
de econormia viciam, aparentemente, tanto quanto os ci-

garros — porém, sio muito mais saudaveis!®

® Esses dados foram fornecidos por cortesia do professor Theo-
dore Bergstrom do Departamento de Economia da Universi-
dade da Califérnia, Santa Barbara, Estados Unidos. Se vocé
estiver interessado em conhecer mais sobre a economia dos pe-
ribdicos de economia, veja Bergstrom (2001).

TABELA 6.1 Estimativa da Demanda por Periodos de Economia
Variavel Dependente: Logaritmo de Assinaturas em Bibliotecas dos Estados Unidos em 2000;
180 Observacgées
Regressor n {2) (3) {4)
In(Prego por citagio) —0,533** -0,408%* -0,961** —(),899%* |
(0,034) (0,044) (0,160} (0,145)
(In(Prego por citagio)]? 0,017
(0,025)
[In(Preco por citagio)}? 0,0037
(0,0055)
In(Idade) 0,424** 0,373** 0,374**
0,119) (0,118) (0,118)
In(Idade) X In(Prego por citagio) 0,156** 0,141+
(0,052) (0,040)
In(Caracteres + 1.000.000) 0,206* 0,235% 0,229*
(0,098) (0,098) (0,096)
Intercepto 4, 77%* 3,21%* 3,41%* 3,43%*
(0,055) (0,38) (0,38) (0,38)
Estatistica F e Estatistica-Resumo
Estatistica F testando os coeficientes 0,25
dos termos quadritico
e cibico (valor p) (0,779)
EPR 0,750 0,705 0,691 0,688
R 0,555 0,607 0,622 0,626

-

A estatistica F testa a hip6tese de que os coeficientes de [In(Prego por citaggo)|? e [In(Prego por citagio)]® sio iguais a zero. Os erros
Padrio estio entre parénteses abaixo dos coeficientes, e os valores p estio entre parénteses abaixo da estatistica F. Os coeficientes
individuais sio estatisticamente significantes ao nivel de *5 por cento ou **1 por cento.

=
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Interagdes na Regressao Mdiltipla

O termo de interagio entre as duas variaveis independentes X, e X, é seu produto, X; X X,.
A inclusio desse termo de interagio permite que o efeito de uma variagio em X, sobre Y
dependa do valor de X, e, inversamente, permite que o efeito de uma variagio em X, sobre
Conceito- v dependa do valor de X;.

Ch O coeficiente de X; X X, é o efeito de um aumento unitirio em X, e X,, maior do que
LA a soma dos efeitos individuais de um aumento unitirio somente em X, e somente em X,. Isso
6.5 é verdadeiro se X; e/ou X, sio continuas ou binirias.
»

Quando a porcentagem de alunos que esta aprendendo inglés € igual 3 mediana (%A1 = 8,85), estima-se que a
declividade da reta que relaciona a pontuagio nos exames e a razio aluno-professor seja—1,11 (= —1,12 + 0,0012 X 8,85).
Quando a porcentagem de alunos aprendendo inglés estd no 752 percentil (%Al = 23,0), estima-se que a reta seja mais
plana, com uma declividade de —1,09 (= —1,12 + 0,0012 X 23,0). Isto ¢, para uma diretoria com 8,85 por cento de
alunos aprendendo inglés, o efeito estimado de uma redugio unitiria na razio aluno-professor é um aumento da pon-
tuagio nos exames de 1,11 pontos; porém, para uma diretoria com 23,0 por cento de alunos aprendendo inglés, estima-
se que a reducdo da razio aluno-professor em uma unidade aumente a pontuagio nos exames em apenas 1,09 pontos.
A diferenca entre esses efeitos estimados nio é estatisticamente significante, entretanto a estatistica ¢ que testa se o coefi-
ciente do termo de interacio é zero é ¢ = 0,0012/0,019 = 0,06, que nio é significante ao nivel de 10 por cento.

Para manter a discussio centrada em modelos ndo-lineares, as especificacdes nas se¢des 6.1-6.3 excluem as
variaveis de controle adicionais, tal como a situagio economica dos alunos. Conseqiientemente, esses resultados
provavelmente estio sujeitos a um viés de omissio de variaveis. Para obter conclusGes importantes quanto ao
efeito da diminui¢io da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames, essas especificagdes nio-lineares
devem ser ampliadas com variiveis de controle; é para tal exercicio que nos voltamos agora.

6.4 Efeitos Nao-Lineares da Razao Aluno-Professor
sobre a Pontuacao nos Exames

Nesta secio, apontamos trés questdes especificas sobre a pontuagdo nos exames e a razio aluno-professor. A
primeira seria: apds o controle das diferengas entre as caracteristicas econdmicas nas diversas diretorias, o efeito
da reducio da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames depende da fragio de alunos que esta apren-
dendo inglés? A segunda seria: esse efeito depende do valor da razio aluno-professor? A terceira e mais impor-
tante seria: apds levar em consideragdo os fatores econdmicos € as nio-linearidades, qual ¢ o efeito estimado da
redugdo da razio aluno-professor em dois alunos por professor sobre a pontuagio nos exames, conforme nossa
superintendente do Capitulo 4 se propde a fazer?

Respondemos a essas perguntas quando consideramos as especificagdes de regressio nio-lineares do tipo dis-
cutido nas se¢des 6.2 e 6.3, estendidas para incluir duas medidas da situagio econdmica dos alunos: a porcen-
tagem de alunos com direito a um almogo subsidiado e o logaritmo da renda média na diretoria. O logaritmo
da renda é utilizado porque a analise empirica da Segdo 6.2 sugere que essa especificagdo capta a relagio nio-
linear entre pontuagio nos exames e na renda. Assim como na Se¢do 5.12, ndo incluimos o gasto por aluno como
um regressor e, dessa forma, consideramos o efeito da redug¢io da razio aluno-professor, o que permite que o
gasto por aluno aumente (isto é, nio estamos mantendo o gasto por aluno constante).

Discussao dos Resultados da Regressao

Os resultados da regressio de MQO estio resumidos na Tabela 6.2. As colunas (1)-(7) mostram regressdes
separadas. As entradas da tabela sdo coeficientes, erros padrio, determinadas estatisticas F e seus valores p e estatis-
ticas-resumo, conforme indicado na descrigdo de cada linha.
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A primeira coluna de resultados de regressdo, chamada regressio (1) na tabela, ¢ a regressio (4) da Tabela 5.2
— repetida aqui por conveniéncia. Essa regressio ndo controla a renda, de modo que a primeira coisa que faze-
mos é verificar se os resultados variam substancialmente quando o logaritmo da renda é incluido como uma va-
ridvel economica de controle adicional. Os resultados estio na regressio (2) da Tabela 6.2. O logaritmo da renda
é estatisticamente significante ao nivel de 1 por cento, e o coeficiente da razio aluno-professor torna-se um tanto
mais proximo de zero, diminuindo de —1,00 para —0,73, embora permanega estatisticamente significante ao nivel
de 1 por cento. A variagio no coeficiente de RAP entre as regressdes (1) e (2) € grande o suficiente para garantir
a inclusio do logaritmo da renda nas regressdes restantes como um impedimento ao viés de omissio de variiveis.

TABELA 6.2 Modelos de Regresséo Nao-Lineares para a Pontuagéo nos Exames

Variavel Dependente: Pontuagéo Média nos Exames na Diretoria; 420 Observacoes

Regressor | (1 (2) (3) 4) (5) {6) (7)
Razio aluno-professor (RAP) —1,00%*%  —0,73** —-0,97 -0,53 64,33%*  83,70%* 65,29%*
(0,27) (0,26) (0,59) (0,34) (24,86) (28,50) (25,26)
RAP? —3,42%%  —4 38%* —3,47%*
(1,25) (1,44 (1,27)
RAP 0,059%*  0,075**  0,060**
(0,021) (0,024) (0,021)
% de alunos aprendendo inglés —0,122*%* —0,176** —0,166**
(0,033)  (0,034) (0,034)
| % de alunos aprendendo inglés 5,64 5,50 —5,47*%*  816,1*
210%? (Binaria, AILAlta) (19,51) (9,80} 1,03y  (327,7)
AlAlta x RAP —1.28 -0,58 —123,3%
(0,97) (0,50) (50,2)
AlAita x RAP? 6,12*
(2,54)
AlAlta x RAP? -0,101*
(0,043)
% com direito a almoco subsidiado —0,547%% —0,398** —0,411%* —0,420** —0,418*%*  —0,402**
(0,024)  (0,033) (0,029) (0,029) (0,029) (0,033)
Renda média na diretoria 11,57%* 12,12%*  11,75% 11, 80** 11,51**
(logaritmo) (1,81) (1,80) (1,78) (1,78) (1,81)
Intercepto 700,1%*%  658,6** 682,2%*  653,6%* 2520 122,3 2448
(5.6) (8,6) (11,9) (9,9)  (163,6)  (185)5) (165,7)
Estatistica F e Valores p para Hipéteses Conjuntas .
(a) Todas as variaveis RAP 5,64 5,92 6,31 4,96 5,91
e interacdes = 0 (0,004) (0,003) (<0,001) (<0,001) (0,001)
(b) RAP2, RAP®> =0 6,17 5,81 5,96
(<0,001) (0,003) (0,003)
(c) ALAlta x RAP, AIAlta x RAP?, 2,69
AlAltax RAP? =0 (0,046)
EPR 9,08 8,64 15,88 8,63 8,56 8,55 8,57 |
R? 0773 0794 0305 0795 0,798 079 0,798

Essas regressdes foram estimadas utilizando dados sobre diretorias regionais de ensino K-8 na Califérnia, descritos no Apéndice 4.1. Os
erros padrio estio entre parénteses abaixo dos coeficientes e os valores p estio entre parénteses abaixo da estatistica F. Os coeficientes
individuais sio estatisticamente significantes ao nivel de significincia de *5 por cento ou de **1 por cento.
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A regressio (3) da Tabela 6.2 é a regressio interada da Equagio (6.34) com a variével biniria para uma por-
centagem alta ou baixa de alunos aprendendo inglés, mas sem varidveis econdmicas de controle. Quando as va-
ridveis econdmicas de controle (logaritmo da renda e porcentagem com direito a almoco subsidiado) sio
adicionadas (veja a regressio (4) da tabela), os coeficientes mudam, porém em nenhum dos casos o coeficiente
do termo de interagio é significante ao nivel de 5 por cento. Com base na evidéncia da regressio (4), a hipotese
de que o efeito da RAP é o mesmo para diretorias com porcentagens baixas e altas de alunos aprendendo inglés
ndo pode ser rejeitada ao nivel de 5 por cento (estatistica ¢ é t = —0,58/0,50 = —1,16).

A regressio (5) examina se o efeito da variagio da razio aluno-professor depende do valor da razio aluno-
professor ao incluir uma especificagio ctibica em RAP além de outras variiveis de controle na regressio (4) (o
termo de interagio, ALAlta X RAP, foi excluido porque nio era significante na regressio (4) ao nivel de 10 por
cento). As estimativas da regressio (5) sio consistentes com um efeito nio-linear da razio aluno-professor. A
hipétese nula de que a relagio ¢ linear ¢ rejeitada ao nivel de significincia de 1 por cento contra a alternativa de
que ela é ctbica (a estatistica F que testa a hipotese de que os coeficientes verdadeiros de RAP? e RAP? sio zero
€ 6,17, com um valor p < 0,001).

A regressio (6) examina de maneira adicional se o efeito da razio aluno-professor depende nio somente do
valor da razio aluno-professor, mas também da fracio de alunos que esti aprendendo inglés. Ao incluir as intera-
¢Oes entre AIAlta e RAP, RAP? e RAP?, podemos verificar se as funcdes de regressio da populacio (possivel-
mente clibicas) que relacionam pontuagio nos exames e RAP sio diferentes para porcentagens baixas e altas de
alunos aprendendo inglés. Para fazermos isso, testamos a restrigio de que os coeficientes dos trés termos de
interagdo sdo iguais a zero. A estatistica F resultante é 2,69, com um valor p de 0,046 e, portanto, é significante
ao nivel de significincia de 5 por cento, mas nio ao de 1 por cento. Isso fornece alguma evidéncia de que as
fun¢Ses de regressio sio diferentes para diretorias com porcentagens altas e baixas de alunos aprendendo inglés;
contudo, a comparagio das regressdes (6) e (4) deixa claro que essas diferencas estio associadas aos termos
quadratico e cabico.

A regressio (7) é uma modificagio da regressio (5), em que a variavel continua %AI é utilizada em vez da
varidvel biniria AIAlta para controlar a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés na diretoria. Os coe-
ficientes dos outros regressores nio variam substancialmente com essa modificacio, o que indica que os resulta-
dos na regressdo (5) nio sio sensiveis & medida da porcentagem de alunos que esti aprendendo inglés efetivamente
utilizada na regressio.

Em todas as especificagdes, a hipotese de que a razio aluno-professor ndo entra nas regressdes é rejeitada ao
nivel de 1 por cento.

FIGURA 6.10 Trés Funcdes de Regressdo Relacionando Pontuagdo nos Exames e Razéo Aluno-Professor
As regressdes cbicas das colunas (5) e (7) da Pontuagio nos exames
Tabela 6.2 so praticamente idénticas. Elas 720 [ Regress3o cilbica (5) ———-
indicam um pouco de néo-linearidade na s ° Regressao cibica (7) = = =
. 700 [~ . 00" Regressdo clbica (2) ——
re|c1cao entre pontuagdio nos exames e razdo N . % . ¢ g o
aluno-professor. 680 [~ :
M *
660 [~
.
640 [~ .
620 [ °
600 e
12 26 28
Razdo aluno-professor
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As especificagdes nio-lineares na Tabela 6.2 sio interpretadas mais facilmente na forma grifica. A Figura
6.10 mostra o grafico das fun¢des de regressio estimadas relacionando a pontuagio nos exames e a razio aluno-
professor para a especificagio linear (2) e as especificagdes ctbicas (5) e (7), j.untamente com um grafico de dis-
persio dos dados.” Essas fungdes de regressio estimadas mostram o valor previsto da pontuagio nos exames como
uma fungio da razio aluno-professor, mantendo fixos os outros valores das varidveis independentes na regressio.
As fun¢des de regressdo estimadas sio préximas umas das outras, embora as regressoes clbicas sejam mais planas
para valores grandes da razdo aluno-professor. .

A regressdo (6) indica uma diferenca estatisticamente significante nas fungdes ctibicas de regressio relacio-
nando pontuacio nos exames e RAP, dependendo de a porcentagem de alunos aprenden@o inglés na diretoria
ser grande ou pequena. A Figura 6.11 mostra o grifico dessas duas fungdes de regr?sséo est’u?ladas de modo. que
possamos ver se essa diferenga, além de ser estatisticamente significante, € de relevancia pratica. Como a Figura
6.11 mostra, para razdes aluno-professor entre 17 e 23 — uma gama que inclui 88 por cento das observagdes
—, as duas fungdes sio separadas por aproximadamente 10 pontos, mas sob outros aspectos sao muito semelhantes;
isto é, para RAP entre 17 e 23, diretorias com uma porcentagem menor de alunos aprendendo inglés se saem
melhor, mantendo constante a razio aluno-professor; porém, o efeito de uma variagdo na razio aluno-professor
é essencialmente o mesmo nos dois grupos. As duas fungdes de regressio sio diferentes para razdes aluno-pro-
fessor abaixo de 16,5, mas devemos tomar cuidado para nio exagerar em nossa interpretagio. As diretorias com
RAP < 16,5 constituem apenas 6 por cento das observagdes, de modo que as diferengas entre as fungdes de
regressio nio-lineares estio refletindo as diferengas nessas poucas diretorias com razdes aluno-professor muito
baixas. Portanto, com base na Figura 6.11, concluimos que o efeito de uma variagio na razdo aluno-professor
sobre a pontuagio nos exames nio depende da porcentagem de alunos aprendendo inglés para a gama de razdes
aluno-professor na qual temos a maioria dos dados.

| FIGURA 6.11 Fungdes de Regresséio para Diretorias com Porcentagens Altas e Baixas de Alunos Aprendendo Inglés

Diretorias com porcentagens baixas de alunos Pontuagio nos exames
aprendendo inglés (AlAfta = O) s&o mostradas por 720

pontos cinza-escuro e direforias com AlAlta = 1

s@o mostradas por pontos cinza-claro. A fungéo de 700 L e % .
Fe elihi = * 0% . Fungdo de regressdo
regressdo cUbica para AlAlfa = 1 da regresséio et ae t e itz
{6) na Tabela 6.2 estd aproximadamente 10 pontos 680 *% o <, ;{.i 2.’ .
abaixo da fungdio de regressdo cibica para . ; L

AlAlta = O para 17 < RAP < 23, mas sob outros 660 [~ .
aspectos as duas funcdes tém formas e inclinacdes

640 [~ - .
semelhantes nessa gama de valores. - Fingicde el ° s '-i‘ ::‘ .
As declividades das funcdes de regressdo diferem oo |2 =1 . e .
mais para valores muito grandes e muito pequenos P - & e
de RAP, nos quais hé poucas observagdes. 600 . ] il el oy |

12 14 16 13 20 22 24 26 28

Razio aluno-professor

7 Para cada curva, o valor previsto foi calculado fixando-se para cada variavel independente — exceto RAP —o valor m_édio da an_lostra
e calculando-se o valor previsto por meio da multiplicagio desses valores fixos das variveis independentes pelos respectivos c&}oeﬁaentes
estimados da Tabela 6.2. Isso foi feito para diversos valores da RAP e o grifico dos valores previstos ajustados resultfm_tes é areta de
regressio estimada relacionando a pontuagio nos exames e a RAP, mantendo constantes as outras variavels €m suas médias da amostra.
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Resumo dos Resultados

Esses resultados nos permitem responder as trés questdes levantadas no inicio desta secio.

Apos o controle da situagdo econdmica, a existéncia de muitos ou poucos alunos aprendendo inglés na dire-
tczria nio tem uma influéncia substancial sobre o efeito de uma variagio na razio aluno-professor sobre a pontua-
¢a0 nos exames. Nas especificagSes lineares, ndo existe evidéncia estatisticamente significante dessa diferenca. A
especificagdo clibica na regressio (6) fornece uma evidéncia estatisticamente significante (a0 nivel de 5 por cento)
de que as fungGes de regressio sio diferentes para diretorias com porcentagens altas e baixas de alunos apren-
dendo inglés; como mostra a Figura 6.11, contudo, as func&es de regressio estimadas tém declividades seme-
lhantes na gama de razdes aluno-professor que contém a maioria de nossos dados.

Apos o controle da situagdo economica, hd evidéncia de um efeito nio-linear da razio aluno-professor sobre
a pontuagio nos exames. Esse efeito € estatisticamente significante ao nivel de 1 por cento (os coeficientes de
RAP? e RAP? sio sempre significantes ao nivel de 1 por cento).

Agora podemos voltar ao problema da superintendente que iniciou o Capitulo 4. Ela quer saber o efeito da
redugio da razdo aluno-professor em dois alunos por professor sobre a pontuacio nos exames. Na especificacdo
linear (2), esse efeito nio depende da razio aluno-professor em si; o efeito estimado dessa reducio € uma me-
lhora da pontuagio nos exames em 1,46 (= =0,73 X —2) ponto. Nas especificacdes nio-lineares, esse efeito
depende do valor da razio aluno-professor. Se a sua diretoria atualmente possui uma razio aluno-professor de 20
e ela considera o corte para 18, entdo, baseado na regressio (5), o efeito estimado dessa reducio é uma melhora
da pgntuagio nos exames de 3,00 pontos, ao passo que, baseado na regresso (7), essa estimativa é de 2,93. Se a
sua diretoria atualmente possui uma razio aluno-professor de 22 e considera o corte para 20, entio, baseado na
regressdo (5), o efeito estimado dessa redu¢io ¢ uma melhora da pontuagio nos exames de 1,93 ponto, a0 passo
que, baseado na regressio (7), essa estimativa ¢ de 1,90. As estimativas das especificagdes nio-lineares sugerem
que o corte da razdo aluno-professor terd um efeito um pouco maior se essa razio ji for pequena.

6.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos virias maneiras de modelar fungdes de regressio nio-lineares. Como esses mo-
delos sio variantes do modelo de regressio miltipla, os coeficientes desconhecidos podem ser estimados por MQO
e as hipbteses sobre seus valores podem ser testadas pelo uso das estatisticas ¢ e F, como descrito no Capitulo 5.
Nesses modelos, o efeito esperado de uma variagio em uma das varidveis independentes, X, sobre Y, mantendo
constanFes as outras variaveis independentes X, ..., X, em geral depende dos valores de X, X5 o Xp

Existem muitos modelos neste capitulo, e por isso é normal vocé sentir-se um pouco confuso sobre qual
deles utilizar em determinada aplicagdo. Como vocé poderia analisar possiveis nio-linearidades na pratica? Na
Segio 6.1, expusemos um enfoque geral para tal andlise, mas esse enfoque requer que vocé tome decises e
exercite seu julgamento ao longo do processo. Seria conveniente ter uma receita Ginica que vocé pudesse seguir
e que funcionasse para todas as aplicagdes, porém, na pratica, a anilise de dados raramente é simmples,

O tnico passo mais importante na especificacio de fungdes de regressio nio-lineares é “usar a cabega”. Antes
de examinar os dados, vocé poderia pensar em um motivo, com base na teoria econémica ou no julgamento
cuidadoso, pelo qual a declividade da fungio de regressio da populagio possa depender do valor daquela, ou de
outra varidvel independente. Se for esse o caso, que tipo de dependéncia vocé esperaria? E, ainda mais ;mpor—
tante, quais nio-linearidades (se houver) teriam implicagdes importantes para as questdes importantes tratadas em
seu estudo? Respostas cuidadosas para essas perguntas concentrario sua anilise. Na aplicacio da pontuacio nos
exames, por exemplo, tal raciocinio nos levou a investigar se a contratacio de mais professores poderia ter um
efeito maior em diretorias com uma porcentagem alta de alunos aprendendo inglés, talvez porque esses alunos se
beneficiariam de forma diferenciada de uma atengio mais individualizada. Formulando a pergunta de forma pre-
cisa, fomos capazes de encontrar uma resposta precisa: apds controlarmos a situacio econdmica dos alunos, nio
encontramos evidéncias estatisticamente significantes de tal interacio. ’
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Resumo

1. Em uma regressio nio-linear, a declividade da fun¢io de regressio da populagio depende do valor de
uma ou mais das varidveis independentes.

2. O efeito de uma variacio da(s) variavel(is) independente(s) sobre Y pode ser calculado avaliando-se a
funcio de regressio para dois valores da(s) varidvel(is) independente(s). O procedimento est resumido
no Conceito-Chave 6.1.

3. Uma regressio polinomial inclui poténcias de X como regressores. Uma regressdo quadritica inclui Xe
X2 uma regressio ctbica inclui X, X2e X3

4. Pequenas variagdes em logaritmos podem ser interpretadas como variagGes proporcionais ou variagdes
percentuais de uma variavel. Regressdes que envolvem logaritmos sio utilizadas para estimar varia-
¢bes proporcionais e elasticidades.

5. O prodlito de duas variiveis é chamado termo de interagio. Quando os termos de interagio sio inclui-
dos como regressores, permitem que a declividade da regressio para uma variavel dependa do valor de

outra variavel.

Termos-chave

modelo linear-log (143)

modelo log-linear (143)

modelo log-log (144)

termo de interagio (149)

regressor interado (149)

modelo de regressio com interagio (149)

modelo de regressio quadratica (135)
funcio de regressio nio-linear (137)
modelo de regressio polinomial (140)
modelo de regressio ctbica (140)
elasticidade-preco (141)

funcio exponencial (142)

logaritmo natural (142)

Revisao dos Conceitos

6.1 Faca um esboco de uma fungio de regressio que scja crescente (que tenha declividade positiva) ¢ mais incli-
nada para valores pequenos de X e menos inclinada para valores grandes. Explique como voceé especificaria
uma regressio nio-linear para modelar essa forma de curva. Vocé pode pensar em uma relagio econdmica

com essa forma?

6.2 Uma fun¢io de producio “Cobb-Douglas” relaciona produgio (Q) a fatores de producio, capital (K), mio-
de-obra (L) e matéria-prima (M), e um termo de erro u utilizando a equagio Q = AKBLPapMPse*, onde A,
By, By € B sio parimetros de produgio. Suponha que vocé tenha dados sobre a produgio e os fatores de
produgio de uma amostra aleatoria de empresas com a mesma fungdo de produgio Cobb-Douglas. Como
vocé utilizaria a anilise de regressio para estimar os parimetros de produgao?

6.3 Uma funcio “demanda por moeda” padrio utilizada por macroeconomistas tem a forma In(m) = By +
B,In(PIB) + j,R, onde m & a quantidade (real) de moeda, PIB € o valor (real) do produto interno bruto e
R é o valor da taxa nominal de juros medida em porcentagem ao ano. Suponha que 8; = 1,0 e f3, =
—0,02. O que acontecerd com o valor de m se o PIB aumentar em 2 por cento? O que acontecera com #

se a taxa de juros aumentar de 4 para 5 por cento?

6.4 Vocé estimou um modelo de regressio linear relacionando Y e X. Seu professor diz: “Acho que a relagio
entre Y e X é nio-linear”. Explique como vocé testaria a adequagio de sua regressio linear.
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6.5 Suponha que no problema 6.2 vocé tenha pensado que o valor de 8, nio era constante, mas que aumen-

tava juntamente com K. Como vocé poderia utilizar um termo de interagio para captar esse efeito?

Exercicios

6.1

6.2

As vendas em uma companhia totalizaram US$ 196 milhées em 2001 e subiram para US$ 198 mi-
lhées em 2002.
- , Vendasypg, — Vendas,qy
a. Calcule o aumento percentual nas vendas utilizando a fé6rmula usual 100 X -, —,
enddas.
Compare esse valor a aproximacio 100 (In(Vendasygy,) — In(Vendas,y,,)). o
b. Repita o item (a) supondo Vendasyyy, = 205; Vendasygg, = 250; Vendasyy,, = 500.
c. Em que medida a aproximagdo é boa quando a variagio é pequena? A qualidade da aproximacio
se deteriora 4 medida que a variagdo percentual aumenta?
Suponha que um pesquisador colete dados sobre as casas vendidas em determinado bairro no ano pas-
sado e obtenha os resultados da regressio mostrados na tabela abaixo.
*a. Utilizando os resultados da coluna (1), responda: qual ¢ a varia¢io esperada no preco de se cons-

truir uma ampliagio de 500 pés quadrados (46 m?) em uma casa? Calcule um intervalo de confi-
anga de 95 por cento para a variagio percentual no prego.

Variavel Dependente: In{Pre¢o)

Regressor m (2) (3) (4) (5}
Tamanho 0,00042
(0,000038)
In(Tamanho) 0,69 0,68 0,57 0,69
(0,054) (0,087) (2,03) (0,055)
In(Tamanho)? 0,0078
0,14)
Dormitorios 0,0036
(0,037)
Piscina 0,082 0,071 0,071 0,071 0,071
(0,032) (0,034) (0,034) (0,036) (0,035)
Vista 0,037 0,027 0,026 0,027 0,027
(0,029) (0,028) (0,026) (0,029) (0,030)
Piscina X vista 0,0022
(0,10)
Condicdo 0,13 0,12 0,12 0,12 0,12
(0,045) (0,035) (0,035) (0,036) (0,035)
Intercepto 10,97 6,60 6,63 7,02 6,60
(0,069) (0,39) (0,53) (7,50) (0,40)
Estatisticas-resumo
EPR 0,102 0,098 0,099 0,099 0,099
R? 0,72 0,74 0,73 0,73 0,73

Definigdes das varidveis: Prego = prego de venda (US$); Tamanho = tamanho da casa (em pés quadrados); Dormitdrios =
namero de dormitdrios; Piscina = variavel biniria (1 se a casa tem uma piscina, 0 se nio for o caso); Vista = variivel biniria
(1 se a casa tem uma linda vista, 0 se nio for o caso); Condigdo = variavel bindria (1 se o corretor de iméveis relata que a
casa se encontra em uma condigio excelente, 0 se nio for o caso).

6.3
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b. Comparando as colunas (1) e (2), é melhor utilizar Tamanho ou In(Tamanho) para explicar os precos
das casas? '

*¢. Utilizando a coluna (2), responda: qual é o efeito estimado da piscina sobre o prego?

d. A regressio na coluna (3) acrescenta o niimero de dormitérios A regressio. Qual é o tamanho do
efeito estimado de um dormitério adicional? O efeito é estatisticamente significante? Por que
vocé considera o efeito estimado tio pequeno? (Dica: Que outras varidveis estio sendo mantidas
constantes?)

*e. O termo quadratico In(Tamanho)? é importante?
f. Utilize a regressio da coluna (5) para calcular a variagio esperada no preco quando uma piscina

€ acrescentada a uma casa sem uma vista. Repita o exercicio para uma casa com uma vista, Hj
uma diferenga grande? A diferenca é estatisticamente significante?

Apbs ler neste capitulo a anilise da pontuagio nos exames e do tamanho da turma, um educador
comenta: “De acordo com a minha experiéncia, o desempenho do aluno depende do tamanho da
turma, mas de uma forma diferente da mostrada por sua regressio. Em vez disso, os alunos vio bem
quando o tamanho da turma é menor do que 20 alunos e vio muito mal quando o tamanho da turma
€ maior do que 25. Nio hi ganhos na redugio do tamanho da turma para menos de 20 alunos, a relacio
é constante na regiio intermediaria entre 20 e 25 alunos e nio ha perdas no aumento do tamanho da
turma quando ele j& € maior do que 25”. O educador esti descrevendo um “efeito limiar” em que o
desempenho € constante para tamanhos de turma inferiores a 20, entdo hi um salto e é constante para
tamanhos de turma entre 20 e 25 e hé outro salto para tamanhos de turma superiores a 25. Para mo-
delar esses efeitos limiares, defina as variaveis binirias:

RAPpequeno = 1 se RAP < 20 e RAPpequeno = 0 nos demais casos
RAPmoderado = 1 se 20 < RAP < 25 ¢ RAPmoderado = 0 nos demais casos
RAPgrande = 1 se RAP > 25 ¢ RAPgrande = 0 nos demais casos.

a. Considere a regressio PontExame; = f3, + ;RAPpequeno, + $,RAPgrande; + u,. Esboce a funcio de
regressio que relaciona PontExame ¢ RAP para valores hipotéticos dos coeficientes da regressio
que sdo consistentes com a declaragio do educador.

b. Uma pesquisadora tenta estimar a regressio PontExame, = f3, + 3 RAPpequeno; + 3,RAPmoderado,
+ 33RAPgrande; + u; e descobre que seu computador trava. Por qué?

*6.4 Explique como vocé utilizaria o “Enfoque n® 2”da Se¢io 5.8 para calcular o intervalo de confianca

6.5

discutido abaixo da Equag¢io (6.8). (Dica: Isso requer a estimagio de uma nova regressio utilizando
uma definigdo diferente dos regressores e da varidvel dependente. Veja o Exercicio (5.8).)

Considere o modelo de regressio Y, = f, + 5, X, + B,Xy; + B5(X; X X;) + u,. Utilize o Conceito-

Chave 6.1 para mostrar que:

a. AA )1{/ = B + B3 X;(efeito da variagio em X;, mantendo X, constante).
1
AY _ ) o
b. AX, By + B3 X (efeito da variagio em X,, mantendo X, constante).
2

c. Se X, varia em AX, e X, varia em AX,, entio AY = (8, + B;X)AX, + (B, + B:X)AX, +
BAX,AX,.
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' na Regressao Mdltipla

s trés (ltimos capitulos explicaram como utilizar a regressao miltipla para analisar a relagio entre variaveis

em uma base de dados. Neste capitulo, damos um passo para tras € perguntamos: o que torna um estudo

que utiliza regressio miltipla confidvel ou nio? Nos nos concentramos em estudos estatisticos cujo obje-
tivo é estimar o efeito causal de uma variacio em alguma varivel independente, tal como o tamanho da turma de
alunos, sobre uma varidvel dependente, tal como a pontuagio nos exames. Quando a regressio miltipla fornece
uma estimativa Gtil do efeito causal para tais estudos e, igualmente importante, quando ela falha em fazé-lo?

Para responder a essa pergunta, este capitulo apresenta uma estrutura para avaliar estudos estatisticos em geral,
independentemente de eles utilizarem regressio multipla ou nio. Essa estrutura baseia-se nos conceitos de vali-
dade interna e externa. Um estudo é valido internamente se as suas inferéncias estatisticas sobre os efeitos cau-
sais sio validas para a populagio e o cendrio estudados; um estudo & vilido externamente se as suas inferéncias
podem ser generalizadas para outras populagdes e cendrios. Nas se¢des 7.1 ¢ 7.2, discutimos validade interna e
externa, enumeramos um conjunto de ameagas possiveis a essas validades e discutimos como identificar aquelas
ameacas na pritica. Algumas daquelas ameagas ndo podem ser tratadas utilizando as ferramentas economeétricas
apresentadas até aqui; este capitulo oferece uma visdo geral dos métodos, estudados nos capitulos restantes deste
livro, para tratar as ameagas.

Como uma ilustracio da estrutura de validade interna e externa, na Se¢io 7.3 avaliamos a validade interna
e externa do estudo do efeito do corte da razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames apresentada nos
capitulos 4-6.

7.1 Validade Interna e Validade Externa

Os conceitos de validade interna e validade externa, definidos no Conceito-Chave 7.1, fornecem uma estrutura
para avaliar se um estudo estatistico ou econométrico € 1til para responder a uma questio especifica de interesse.

Validade interna e validade externa distinguem entre populagio e cendrio estudados e populagio e cenirio para
os quais os resultados sio generalizados. A populagio estudada ¢ a populagio de entidades — pessoas, empresas,
diretorias regionais de ensino e assim por diante — da qual a amostra foi selecionada. A populagio para a qual os
resultados sdo generalizados, ou a populagio de interesse, € a populacio de entidades para a qual as inferéncias cau-
sais do estudo serdo aplicadas. Por exemplo, o diretor de uma escola de ensino médio pode querer generalizar nossos
resultados sobre tamanhos de turma e pontuagio nos exames do ensino fundamental das diretorias regionais de ensino
da Califérnia (a populagio estudada) para a populagio de escolas de ensino médio (2 populagio de interesse).

Por“cenario” entende-se o ambiente institucional, legal, social e econdmico. Por exemplo, seria importante
saber se os resultados de um experimento de laboratorio que avalia métodos para o crescimento de tomates organi-
cos poderiam ser generalizados para o campo, isto &, se os métodos orgdnicos que funcionam no cenario de um
laboratério também funcionam no cenirio do mundo real. Fornecemos outros exemplos de diferengas em po-
pulacdes e cenarios mais adiante nesta se¢ao.

Ameacas a Validade Interna

A validade interna possui dois componentes. Em primeiro lugar, o estimador do efeito causal deveria ser nio
viesado e consistente. Por exemplo, suponha que i rap seja o estimador de MQO do efeito de uma variagio
unitiria na razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames em uma dada regressio; entio, Brap deve ser
um estimador nio viesado e consistente do verdadeiro efeito causal da populagio resultante de uma variagio na
razio aluno-professor, fig 4p-
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Validade Interna e Validade Externa

Uma anilise estatistica é valida internamente se as inferéncias estatisticas sobre os efeitos
causais sio vilidas para a populagio estudada. A anilise é valida externamente se as suas
inferéncias e conclusdes puderem ser generalizadas com base na populagio e no cenario estu-

dados para outras popula¢des e cenarios. Conceito-

Chave
7.1

Em segundo lugar, os testes de hipotese deveriam ter o nivel de significincia desejado (a taxa de rejeigdo efe-
tiva do teste sob a hipbtese nula deveria ser igual ao nivel de significincia desejado) e os intervalos de confianca
deveriam ter o nivel de confianca desejado. Por exemplo, se um intervalo de confianga é construido como Brap
+ 1,96 EP(Bp4p), deveria conter o verdadeiro efeito causal da populagio, fgqp, com probabilidade de 95 por
cento entre as amostras repetidas.

Na analise de regressio, os efeitos causais sio estimados utilizando a fungio de regressio estimada e os testes
de hipétese sio conduzidos utilizando os coeficientes da regressdo estimada e seus erros padrio. Portanto, os re-
quisitos para a validade interna em um estudo baseado em regressio de MQO sio os seguintes: que o estimador
de MQO seja niio viesado e consistente e que os erros padrio sejam calculados de maneira que os intervalos de
confianca tenham o nivel de confianca desejado. Hi vérios motivos para que isso ndo acontega, 0s quais cons-
tituem ameacas 3 validade interna. Essas ameagas levam a violagdes de uma ou mais das hipoteses de minimos
quadrados do Conceito-Chave 5.4. Por exemplo, uma ameaga que discutimos em detalhe é o viés de omissdo de
variaveis; ele leva a uma correlacio entre um ou mais regressores e o termo de erro, o que viola a primeira hipétese
de minimos quadrados. Se os dados sobre a varidvel omitida estiverem disponiveis, entio essa ameaga podera ser
evitada pela inclusio daquela varidvel como um regressor adicional.

Na Secio 7.2 hi uma discussio detalhada das diversas ameagas  validade interna na analise de regressio multi-
pla e da forma de elimina-las.

Ameacas a Validade Externa

Ameacas potenciais 4 validade externa surgem das diferencas entre a populagio e o cenério estudados e a
populagio e o cenario de interesse.

Diferengas em populagbes. Diferencas entre a populagio estudada e a populagio de interesse podem repre-
sentar uma ameaca 3 validade externa. Por exemplo, estudos laboratoriais sobre os efeitos toxicos de produtos
quimicos normalmente utilizam populagdes de animais como ratos (a popula¢io estudada), mas os resultados sao
utilizados para a elaboragio de normas de satide e seguranga para populagdes humanas (a populagio de interesse).
O fato de ratos e homens serem suficientemente diferentes para ameagar a validade externa de tais estudos & uma
questdo polémica.

De forma mais geral, o verdadeiro efeito causal pode nio ser o mesmo na populagdo estudada e na popu-
lacio de interesse. Isso porque a populacio pode ter sido escolhida de um modo que a torna diferente da po-
pulacio de interesse em virtude de diferencas nas caracteristicas das populagdes, de diferencas geograficas ou ainda
porque o estudo estd obsoleto.

Diferencas em cendrios. Ainda que a populacio estudada e a populagio de interesse sejam idénticas, gene-
ralizar os resultados do estudo pode nio ser possivel se os cenarios forem diferentes. Por exemplo, um estudo
do efeito de uma campanha publicitiria contra o consumo abusivo de dlcool sobre a embriaguez na universidade
nio pode ser generalizado para outro grupo idéntico de universitarios se a idade permitida por lei para o
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consumo de bebidas alcodlicas nas duas universidades é diferente. Nesse caso, o cenario legal em que o estudo
foi conduzido difere daquele em que seus resultados sao aplicados. ‘ i - '

De modo mais geral, exemplos de diferengas em cenarios incluem diferengas no amb}ente 1nst1tQC}onal (um'—
versidades publicas versus universidades religiosas), diferengas na legisl.agio '(difereng:as- na idade permitida por lei)
ou diferencas no ambiente fisico (embriaguez em festa no sul da Califérnia versus Fairbanks, Alasca).

Aplicagdo ao caso de pontuagdo nos exames e razao aluno-professor.  Os capitulos 5 e 6 relataram me-
lhorias estimadas estatisticamente significantes, mas bastante pequenas, da pontuag¢io nos exames como resgltad'o
da reducio na razio aluno-professor. Essa analise se baseou nos resultados dg exames para as du-etor'las regionais
de ensino da Califérnia. Suponha por ora que esses resultados sejam validos internamente. Para quais outras po-
pulacdes e cenarios de interesse eles poderiam ser generalizados? . ) - .
Quanto mais proximos a populagio € 0 cenario estudados estiverem da pop.ulagzla(z e do cenirio de 1~nteres§e,
mais fortes serio os argumentos para a validade externa. Por exemplo, alunos UnIVeTSitarios e seu curso a0 muito
diferentes de alunos de escolas de ensino fundamental e seu curso, de modo que é implausivel que o efeltfa da
redugio no tamanho das turmas, estimado utilizando os dados do ensino fundamental fias d1retor1as_ regionais de
ensino da California, seja generalizado para as universidades. Por outro lado, alunos, curriculo e organizacio do en-
sino fundamental sio muito semelhantes por todos os Estados Unidos, de modo que é plausivel que os resulta-
dos da Califérnia possam ser generalizados para o desempenho em exames padronizados do ensino fundamental

de outras diretorias regionais de ensino nesse pats.

Como avaliar a validade externa de um estudo. A validade externa deve ser considerada utilizando o co-
nhecimento especifico de populagdes ¢ cenarios estudados e de populagdes e cendrios de interesse. Diferengas
importantes entre ambos langardo dividas sobre a validade externa do estu(.io. .

As vezes ha dois ou mais estudos sobre populagdes diferentes, mas relacionadas. Se for esse o caso, a validade
externa desses estudos pode ser verificada pela comparagio de seus resultados. Por exemplo, na Segao 7.3, ana-
lisamos os dados sobre pontuagio nos exames € tamanho da turma para o ensino fun@amental nas diretorias
regionais de ensino de Massachusetts e comparamos €sses resultados com os da Califérnia. .Em geral, resultados
semelhantes em dois ou mais estudos sustentam o direito a validade externa, ao passo que diferengas nos resulta-

1D . 1
dos lancam dfividas sobre sua validade externa.

Como desenhar um estudo vdlido externamente. Como as ameagas validade externa originam-se (%e
uma falta de comparabilidade de populagdes e cenarios, essas ameagas sio minimizadas da melhor forma nos esta-
gios iniciais de um estudo, antes de os dados serem coletados. O desenho de um estudo foge ao escopo deste
livro: o leitor interessado pode consultar Shadish, Cook e Campbell (2002).

7.2 Ameacas a Validade Interna na
Analise de Regressao Mdltipla

Estudos baseados na anilise de regressio sio validos internamente se 0s coeficientes da regressio estimada
sio nio viesados e consistentes e se os seus erros padrio produzem intervalos de confianca ao nivel de confianga
desejado. Nesta secio, pesquisamos cinco motivos pelos quais o est-imad'o.r de MQO dos co?ﬁciefltes da regressao
multipla podem ser viesados, mesmo em amostras grandes: varidveis omitidas, erro de espec1ﬁc_a’gac? ia forma~ fun-
cional da funcio de regressio, medida imprecisa das variaveis independentes (“erros nas variaveis”), seledo da
amostra e causalidade simultinea. Todas as fontes de viés surgem porque o regressor esta correlacionado com o

! Uma comparagio de diversos estudos relacionados sobre o mesmo topico é chamada de metané]jsel. A discussdo do qua’dr.o sobre o “efeito
Mozart” no Capitulo 5, por exemplo, baseia-se em uma metandlise. A realizagio deAuma metanilise com base em vaflos- estudos apre-
senta seus proprios desafios. Como vocé separa os estudos bons dos ruins? Como vocé compara estudos quar'ldo as variaveis de’p'endentes
diferern? Vocé deveria dar mais importincia a um estudo grande em relagio a um estudo pequeno? Uma discussio da metanilise e seus
desafios foge ao escopo deste livro. O leitor interessado pode consultar Hedges ¢ Olkin (1985) e Cooper ¢ Hedges (1994).
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termo de erro na regressio da populacio, violando a primeira hipbtese de minimos quadrados do Conceito-
Chave 5.4. Para cada uma, discutimos o que pode ser feito para reduzir esse viés. A se¢do termina com uma dis-
cussio das circunstincias que levam a erros padrio inconsistentes € o que pode ser feito com relagio a isso.

Viés de Omissao de Variaveis

Lembre-se de que o viés de omissio de varidveis surge quando uma varidvel que tanto determina Y quanto
¢ correlacionada com um ou mais dos regressores incluidos é omitida da regressdo. Esse viés persiste mesmo em
amostras grandes, de modo que o estimador de MQO é inconsistente. A melhor forma de minimizar o viés de
omissdo de variaveis depende da disponibilidade de dados para a variivel omitida potencial.

Solugbes para o viés de omissao de varidveis quando a varidvel omitida é observada. Se vocé dispoe
de dados para a variavel omitida, pode inclui-la em uma regressio multipla e, desse modo, atacar o problema.
Contudo, a adi¢io de uma nova variivel tem custos e beneficios. Por um lado, a omissio da varidvel poderia
resultar em um viés de omissio de varidveis. Por outro, a inclusio da variavel quando ela nio pertence a regressio
(isto &, quando seu coeficiente de regressio da popula¢io é igual a zero) reduz a precisio dos estimadores dos
outros coeficiéntes da regressio. Em outras palavras, a decisdo de incluir ou ndo uma variavel envolve um dilema
entre viés e variincia dos coeficientes de interesse. Na pritica, hd quatro passos que podem ajuda-lo a decidir se
vocé deve ou nio incluir uma variavel ou um conjunto de varidveis em uma regressio.

O primeiro passo ¢ identificar os principais coeficientes de interesse em sua regressdo. Nas regressdes de pon-
tuagio nos exames, trata-se do coeficiente da razio aluno-professor, uma vez que a questio colocada original-
mente refere-se ao efeito de uma redugio nessa razio sobre a pontuagio nos exames.

O segundo passo é perguntar-se: Quais sdo as fontes mais provaveis de um importante viés de omissio de
variiveis nessa regressio? A resposta requer a aplicagio da teoria econémica e um conhecimento profundo, e
deveria ocorrer antes de vocé estimar quaisquer regressdes; como isso é feito antes da analise dos dados, € chamado
de raciocinio a priori (“antes do fato”). No exemplo da pontuagio nos exames, esse passo envolve a identificagio
dos determinantes da pontuacio nos exames que, se ignorados, poderiam tornar viesado nosso estimador do efeito do
tamanho da turma. O resultado desse passo é uma especificagio de regressio base, o ponto de partida para sua
analise de regressio empirica, e uma lista com varidveis “questiondveis” adicionais que podem ajudar a diminuir
o possivel viés de omissio de variaveis.

O terceiro passo é ampliar sua especificagio de base com as varidveis questioniveis adicionais identificadas
no segundo passo e testar as hipdteses de que seus coeficientes sio iguais a zero. Se os coeficientes das varidveis
adicionais forem estatisticamente significantes ou se os coeficientes de interesse estimados mudarem considera-
velmente quando as variiveis adicionais forem incluidas, entio elas deverdo permanecer na especificagio e vocé
deveri modificar sua regressio basica. Caso contrario, essas varidveis poderdo ser excluidas da regressio.

O quarto passo é apresentar um resumo preciso de seus resultados na forma tabular. Isso oferece “total
transparéncia” a um cético potencial, que pode entio tirar suas proprias conclusdes. As tabelas 5.2 e 6.2 sio exem-
plos dessa estratégia. Por exemplo, na Tabela 6.2 poderiamos ter apresentado apenas a regressio na coluna (7),
uma vez que ela resume os efeitos e as nio-linearidades relevantes das outras regressdes da tabela. A apresentagdo
das outras regressdes, contudo, permite ao leitor cético tirar suas proprias conclusdes.

Esses passos estio resumidos no Conceito-Chave 7.2.

Solugbes para o viés de omissdo de varidveis quando a varidvel omitida ndo é observada. A adigio
de uma variivel omitida a uma regressio nio é uma opgio se vocé nio dispde de dados sobre aquela variivel.
Ainda assim, ha trés outros modos de resolver o problema do viés de omissio de varidveis. Cada uma dessas trés
solucdes contorna esse viés por meio da utilizacio de tipos diferentes de dados.

A primeira solugio ¢ utilizar dados em que a mesma unidade de observagio ¢ analisada em pontos diferentes
no tempo. Por exemplo, a pontuagio nos exames e os dados a ela relacionados podem ser coletados para as mes-
mas diretorias em 1995 e novamente em 2000. Os dados nessa forma sio chamados de dados de painel. Con-
forme explicado no Capitulo 8, os dados de painel tornam possivel o controle de varidveis omitidas ndo
observadas, desde que elas nio variem ao longo do tempo.

A segunda solugio é utilizar a regressio de varidveis instrumentais. Esse método se apdia em uma nova va-
ridvel, chamada de variavel instrumental. A regressio de variiveis instrumentais ser4 discutida no Capitulo 10.
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Devo Incluir Mais Varidveis em Minha Regressao?

Se vocé inclui outra varidvel em sua regressio miltipla, elimina a possibilidade de viés de omis-
sio de varidveis resultante da exclusio daquela variével, porém a variancia do estimador dos
coeficientes de interesse pode aumentar. Seguem-se algumas diretrizes que podem ajuda-lo a
Conceito- decidir se deve incluir uma variivel adicional:

____—

Chave 1. Seja especifico com relagio aos(s) coeficiente(s) de interesse.
9. Use um raciocinio a priori para identificar as fontes potenciais mais importantes de viés
7~ 2 de omissio de variaveis, que leve a uma especificagio de base e a algumas variaveis
“questionaveis”.

3 Teste se as varidveis questiondveis adicionais tém coeficientes diferentes de zero.

4. Fornega tabula¢des representativas “totalmente transparentes” de seus resultados de
modo que outros vejam o efeito da inclusio das variaveis questionveis sobre o(s) coe-
ficiente(s) de interesse. Seus resultados mudario se vocé incluir uma variavel ques-
tionavel?

A terceira solucio é utilizar um projeto de estudo no qual o efeito de interesse (por exemplo, o efeito da
reducio do tamanho da turma sobre os resultados do aluno) é estudado por meio da utilizagio de um experi-
mento controlado aleatério. Esses experimentos serdo discutidos no Capitulo 11.

Erro de Especificagao da Forma
Funcional da Fungao de Regressao

Se a verdadeira funcio de regressio da populagio for nio-linear, mas a regressio estimada for linear, entio
esse erro de especificagdo da forma funcional torna o estimador de MQO viesado. Esse viés & um tipo de
viés de omissio de varidveis, em que as varidveis omitidas sio os termos que refletem os aspectos nio-lineares
ausentes da funcio de regressio. Por exemplo, se a funcio de regressio da popula¢io for um polindmio quadratico,
entdo uma regressio que omita o quadrado da variavel independente tera viés de omissio de variaveis.

Solugdes para o erro de especificagdo da forma funcional. Quando a varidvel dependente ¢ continua
(como a pontuagio nos exames), esse problema da nio-linearidade potencial pode ser resolvido com a utilizagdo
dos métodos do Capitulo 6. Se, contudo, essa varidvel € discreta ou biniria (por exemplo, Y; & igual a um se a
i-ésima pessoa tem curso superior e igual a zero nos demais casos), as coisas tornam-se mais complicadas. A
regressio com uma variavel dependente discreta serd discutida no Capitulo 9.

Erros nas Variaveis

Suponha que em nossa regressio de pontuagao nos exames contra a razio aluno-professor tenhamos con-
fundido sem querer nossos dados, de modo que acabamos regredindo a pontuagio nos exames para alunos da 52
série sobre a razio aluno-professor para alunos da 8* série naquela diretoria. Embora as razdes aluno-professor
para alunos do ensino fundamental e para alunos da 82 série possam ser correlacionadas, elas ndo sio iguais, de
modo que essa confusio levaria a um viés no coeficiente estimado. Esse é um exemplo de viés de erros nas
varidveis porque sua fonte & um erro na medida da variavel independente. Esse viés persiste mesmo em amostras
muito grandes, de modo que o estimador de MQO é inconsistente se hi erro de medida.

Ha muitas fontes possiveis de erro de medida. Se os dados sdo coletados por meio de uma pesquisa, um entre-
vistado pode dar a resposta errada. Por exemplo, uma pergunta do Current Population Survey envolve o salirio
do ano anterior. Um entrevistado pode nio saber o seu salario exato ou pode informar um valor errado por qual-
quer outro motivo. Se, por outro lado, os dados sio obtidos de registros administrativos computadorizados, pode
ter havido erros de digitagio quando eles entraram no sistema pela primeira vez.
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Para verificar que o viés de erros nas variiveis resulta em uma correlagio entre o regressor e o termo de erro,
suponha que haja um Gnico regressor X; (por exemplo, a renda efetiva), mas que s;eja~ medido de forma impre-
cisa por X; (a estimativa da renda do entrevistado). Como a variavel observada é X, e nio X, a equacio da
regressio efetivamente estimada é aquela baseada em X A equagdo de regressao da populagio Y, = B, + B, X, +
u;, €SCTita em termos da variavel medida de forma imprecisa X, é

Y, = fy + BiX + [B1(X - X) + ]
=By + B X + v,

onde v; = B1(X; — X) + u, Portanto, a equagio de regressio da populagio escrita em termos de X possui um
termo de erro que contém a diferenca entre X; e X.. Se essa diferenca for correlacionada com o valor medido X,
entio O regressor X. sera correlacionado com o termo de erro e B, sera viesado e inconsistente.

O tamanho preciso e a dire¢do do viés em B, dependem da correlagio entre Xe(X,— 5{1) Essa correlagio,
por sua vez, depende da natureza especifica do erro de medida.

Por exemplo, suponha que o entrevistado na pesquisa fornega seu melhor palpite ou lembranca do valor efe-
tivo da variavel independente X,. Uma forma conveniente de representar isso matematicamente ¢ supor que o
valor medido de X; seja igual ao valor efetivo, nio medido, somado a um componente puramente aleatorio, w;.
Portanto, o valor medido da variavel, representado por X, é X, = X; + w. Como o erro é puramente aleatdrio,
podemos supor que w; tem média zero e varidncia @2 e & nio-correlacionado com X; e com o erro da regressio
u;. Sob essa hipotese, um pouco de algebra® mostra que f; tem o limite de probabilidade

(7.1)

B, s _2_1_?[31- (7.2)

Isto &, se o efeito da imprecisio de medida consiste simplesmente na adi¢io de um elemento aleatério ao
valor efetivo da variavel independente, entio [?1 é inconsistente. Como a razio 02—)( é menor do que um, /3’1 sera
viesado em direcio a zero, mesmo em amostras grandes. No caso extremo em que o erro de medida é tio grande
que essencialmente nenhuma informagio sobre X; permanece, a razio entre as varidncias na expressio final da
Equagio (7.2) é zero e j, converge em probabilidade para zero. No outro extremo, quando nio hd erro de medida,
02 =0, logo fi - By

Embora o resultado na Equagio (7.2) seja especifico para esse tipo particular de erro de medida, ele ilustra
a proposi¢io mais geral de que, se a variavel independente é medida de forma imprecisa, entdo o estimador de
MQO é viesado, mesmo em amostras grandes. O Conceito-Chave 7.3 resume o viés de erros nas variaveis.

Solu¢bes para o viés de erros nas varidveis. A melhor forma de resolver o problema de erros nas variiveis
& obter uma medida precisa de X. Se for impossivel, contudo, hi métodos econométricos que podem ser uti-
lizados para diminuir o viés de erros nas variaveis.

Um desses métodos é a regressio de variiveis instrumentais. Isso depende de haver outra varivel (a variavel
“instrumental”) correlacionada ao valor efetivo X,, mas nio-correlacionada ao erro de medida. Esse método sera
estudado no Capitulo 10.

Um segundo método ¢ o desenvolvimento de um modelo matemitico do erro de medida e, se possivel, a
utilizacio das férmulas resultantes para ajustar as estimativas. Por exemplo, se uma pesquisadora acredita que
a variavel medida é, na verdade, a soma do valor efetivo e de um termo de erro de medida aleatério e se ela
conhece ou pode estimar a razio g2/ , entio pode utilizar a Equagio (7.2) para calcular um estimador de §3,
que corrija o viés para baixo. Como esse enfoque requer conhecimento especializado sobre a natureza do erro
de medida, os detalhes normalmente sio especificos para dada base de dados e seus problemas de medida e nio
prosseguiremos com esse enfoque.

% Sob essa hipotese de erro de medida, v; = B,(X; - X) + u, = —Pw, + u, cov(X,u) =0e cov(X, w) =2 cov(X; +2W,-, W,-)2 = 07, logo
cov(X;y) = —B,cov(X,,w) + cov(X,u) = —B,02. Portanto, a partir da Equagio (5.1), B 2, B,—PB,0; /0% . Agoracy = Ox+ 0;, entio
Pr 5> By = B0y /(0% + ) = [0/ (0% + 0DV
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Viés de Erros nas Variaveis

O viés de erros nas variaveis no estimador de MQO surge quando uma variavel independente
— é medida de forma imprecisa. Esse viés depende da natureza do erro de medida e persiste
J mesmo que o tamanho da amostra seja grande. Se a varidvel medida é igual 3 variavel efetiva
Conceito- mais um termo de erro de medida independentemente distribuido com média zero, entio o
Chave estimador de MQO em uma regressi.o_ com uma tnica varivel do lado direito é viesado em
73 dire¢do a zero e seu limite de probabilidade é dado na Equagio (7.2).
.

Selegcao da Amostra

O viés de selecdo da amostra ocorre quando a disponibilidade dos dados é influenciada por um processo
de selegdo relacionado ao valor da variavel dependente. Esse processo pode introduzir uma correlagio entre o
termo de erro e o regressor, o que leva a um viés no estimador de MQO.

A sele¢do da amostra que nio esta relacionada ao valor da variavel dependente nio introduz viés. Por exem-
plo, se os dados sdo coletados de uma populagio por amostragem aleatéria simples, o método de amostragem (a
populagido ao acaso) nio tem relagio nenhuma com o valor da variavel dependente. Tal amostragem nio intro-
duz viés.

O viés pode ser introduzido quando o método de amostragem esta relacionado ao valor da variavel depen-
dente. Um exemplo de viés de seleio da amostra em votagdes foi dado no quadro do Capitulo 2. Naquele exem-
plo, 0 método de selegio da amostra (ndmeros de telefone de proprietirios de automéveis selecionados
aleatoriamente) estava relacionado com a varidvel dependente (quem o individuo apoiava na elei¢io para presi-
dente dos Estados Unidos em 1936), uma vez que em 1936 os proprietirios de automéveis que possuiam tele-
fone eram muito provavelmente republicanos.

Um exemplo de selecio da amostra em economia surge da utilizagio de uma regressio de salarios sobre
instrugio para estimar o efeito de um ano adicional de instrugio sobre os salirios. Por definicio, somente os indi-
viduos que possuem um emprego tém salario. Os fatores (observaveis e nio observaveis) que determinam o fato
de uma pessoa ter um emprego — instrugio, experiéncia, domicilio, capacidade, sorte e assim por diante — sio
semelhantes aos fatores que determinam o quanto essa pessoa recebe quando estd empregada. Assim, o fato de
alguém ter um emprego sugere, mantendo tudo o mais constante, que o termo de erro na equagio de salirio
para aquela pessoa & positivo. Dito de outra forma, o fato de alguém ter um emprego ou nio é em parte deter-
minado pelas varidveis omitidas no termo de erro da regressio de salario. Portanto, o simples fato de alguém ter
um emprego — e assim aparece na base de dados — fornece informag¢des de que o termo de erro na regressio
€ positivo, a0 menos na média, e que poderia ser correlacionado com os regressores. Isso também pode levar a
um viés no estimador de MQO.

O Conceito-Chave 7.4 resume o viés de selecio da amostra.

Solugbes para o viés de selegdo. Os métodos que discutimos até o momento nio eliminam o viés de selecio
da amostra. Os métodos para a estimagio de modelos com sele¢io da amostra fogem ao escopo deste livro. Esses
métodos baseiam-se nas técnicas que serdo apresentadas no Capitulo 9, ocasiio em que serio fornecidas referén-
cias adicionais.

Causalidade Simultanea

Até agora, supusemos que a causalidade vai dos regressores para a varidvel dependente (X causa Y). E se a
causalidade também vai da variivel dependente para um ou mais regressores (Y causa X)? Se for esse o caso, a
causalidade vai para tris e para a frente, isto ¢, hi causalidade simultanea. Se ela existe, uma regressio de MQO
capta ambos os efeitos, de modo que o estimador de MQO € viesado e inconsistente.
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Viés de Selegcéo da Amostra

O viés de selecio da amostra surge quando um processo de selegio influencia a disponibili-
dade de dados e tal processo esti relacionado com a varidvel dependente. A sele¢io da amostra
induz a uma correlagio entre um ou mais regressores e o termo de erro, o que leva a um viés

e 4 inconsisténcia do estimador de MQO. Conceito-

Chave
7.4

Por exemplo, nosso estudo sobre pontua¢io nos exames se concentrou no efeito da redu¢do da razio aluno-
professor sobrg a pontuagio, de modo que se presume que a causalidade deva ir da razio aluno-professor para a
pontuacgios. Suponha, contudo, que uma iniciativa governamental tenha subsidiado a contratagdo de professores
em diretorias regionais de ensino com baixa pontuag¢do nos exames. Se fosse esse o caso, a causalidade iria para
ambos os sentidos: pelos motivos pedagdgicos usuais, as razdes aluno-professor baixas provavelmente levam a uma
alta pontuagdo nos exames; porém, em razio do programa do governo, a baixa pontuagio nos exames levaria a
razdes aluno-professor baixas.

A causalidade simultinea leva a uma correlacio entre o regressor e o termo de erro. No exemplo da pontua-
¢io nos exames, suponha que haja um fator omitido que leve a uma baixa pontuagio; em virtude do programa
do governo, esse fator que gera baixa pontuagio resulta, por sua vez, em uma razdo aluno-professor baixa. Por-
tanto, um termo de erro negativo na regressio da populagio da pontuagio nos exames sobre a razio aluno-pro-
fessor diminui a pontuacio, mas, em virtude do programa do governo, leva também a uma redugio da razio
aluno-professor. Em outras palavras, a razio é positivamente correlacionada com o termo de erro na regressio
populacional. Isso, por sua vez, leva a um viés de causalidade simultinea e i inconsisténcia do estimador de MQO.

Essa correlagdo entre o termo de erro e o regressor pode ser expressa matematicamente pela introdugio de
uma equagao adicional que descreva a liga¢io causal inversa. Por conveniéncia, considere apenas as duas varidveis
X e Y e ignore outros possivels regressores. Dessa forma, hi duas equagdes, uma em que X causa Y e outra em
que Y causa X:

Y, =By + B X + u;e (7.3)
Xi=n+tnY+tv. (7.4)

A Equacio (7.3) é aquela familiar em que 3, é o efeito de uma variagio em X sobre Y, onde u representa
outros fatores. A Equacio (7.4) representa o efeito causal inverso de Y sobre X. No problema da pontuagio nos
exames, a Equagio (7.3) representa o efeito pedagdgico do tamanho da turma sobre a pontuagdo nos exames, ao
passo que a Equagio (7.4) representa o efeito causal inverso da pontuagio nos exames sobre o tamanho da turma
induzido pelo programa do governo.

A causalidade simultinea leva a uma correlagio entre X, e o termo de erro #, na Equagio (7.3). Para visua-
lizar isso, imagine que u; seja negativo, o que diminui Y, Contudo, o valor menor de Y] afeta o valor de X; por
meio da segunda dessas equagdes e, se ¥, for positivo, um valor baixo de Y; levard a um valor baixo de X;. Por-
tanto, se 7, for positivo, X; e u; serio positivamente correlacionados.’

Como isso pode ser expresso matematicamente utilizando-se um sistema de duas equagdes simultineas, o
viés de causalidade simultinea as vezes é chamado de viés de equag¢des simultineas. O viés de causalidade
simultinea estd resumido no Conceito~Chave 7.5.

® Para mostrar isso matematicamente, observe que a Equagio (7.4) implica que cov(X, 1) = cov(yy + 1 Y T v, ) = yeov(Y, u) + cov(v, u).
Supondo que cov(, 4) = 0, pela Equagio (7.3), isso implica que cov(X, u;) = ycov(Y,u) = rcov(By + By X; + u,u) = yficov(X, uy)
+ 1,62 Resolvendo cov(X, «,;), chegamos ao resultado cov(X,,u;) = 7,62/(1 — nBy)-
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;ﬁéﬂ da-icaysaiidade Simultanea

O viés de causalidade simultinea, também chamado de viés de equagdes simultineas, surge
em uma regressio de Y sobre X quando, além da ligagio causal de interesse de X para Y, ha
uma ligacio causal de Y para X. Essa causalidade inversa faz com que X esteja correlacionado
com o termo de erro na regressio da populagio de interesse.

[~ ST
Conceito-

Chave
7.5

Solugées para o viés de causalidade simultdnea. Ha duas maneiras de diminuir o viés de causalidade
simultinea. Uma é utilizar a regressio de varidveis instrumentais, o topico do Capitulo 10. A segunda € projetar
e implementar um experimento controlado aleatério em que o canal de causalidade inversa € anulado; tais expe-
rimentos serio discutidos no Capitulo 11.

Fontes de Inconsisténcia dos
Erros Padrao de MQO

Erros padrio inconsistentes representaim uma ameaga diferente i validade interna. Mesmo que o estimador
de MQO seja consistente e a amostra seja grande, erros padrio inconsistentes produzem testes de hipotese com
tamanho que difere do nivel de significincia desejado e intervalos de confianga de “95 por cento”que deixam de
incluir o valor verdadeiro em 95 por cento das amostras repetidas.

Hi dois motivos principais pelos quais 0s erros padrio sio inconsistentes: tratamento inadequado da he-
teroscedasticidade e correlacio do termo de erro entre observagdes.

Heteroscedasticidade. Conforme discutido na Segio 4.9, por motivos historicos, alguns pacotes de regressio
relatam erros padrio somente homoscedasticos. Se, contudo, o erro da regressio é heteroscedastico, aqueles erros
padrio nio constituem uma base confiavel para testes de hipotese e intervalos de confianca. A solugdo para esse
problema é utilizar erros padrio robustos quanto 3 heteroscedasticidade e construir estatisticas F utilizando um
estimador de varidncia robusto quanto 3 heteroscedasticidade. Erros padrio desse tipo sio fornecidos como uma
opgio em pacotes modernos.

Correlagdo do termo de erro entre observagbes. Em alguns cenirios, o termo de erro da populagio pode
estar correlacionado ao longo das observagdes. Isso nao aconteceri se os dados forem obtidos por amostragem
ao acaso da populagio porque a aleatoriedade do processo de amostragem assegura que O erros sejam indepen-
dentemente distribuidos de uma observagio para a seguinte. As vezes, contudo, a amostragem & apenas parcial-
mente aleatéria. A circunstincia mais comum ocorre quando os dados sio observagdes repetidas da mesma
entidade ao longo do tempo, por exemplo, a mesma diretoria regional de ensino para diversos anos. Se as va-
ridveis omitidas que formam o erro da regressio sio persistentes (como a demografia da diretoria), isso induz a
uma correlacio “serial” desse erro ao longo do tempo. Outro exemplo é aquele em que uma amostragem baseia-
se em uma unidade geografica. Se ha variaveis omitidas que reflitam influéncias geograficas, essas varidves podem
resultar na correlacio dos erros de regressio para observagdes adjacentes.

A correlacio do erro de regressio entre observagoes nio torna o estimador de MQO viesado ou inconsis-
tente, mas viola a segunda hipétese de minimos quadrados do Conceito-Chave 5.4. A partir disso inferimos que
os erros padrio de MQO — somente 0s homoscedisticos e os robustos quanto A heteroscedasticidade — sao
incorretos no sentido de que nio produzem intervalos de confianca com o nivel de confianga desejado.

Em muitos casos, esse problema pode ser consertado pela utilizagio de uma férmula alternativa para erros
padrio. Fornecemos tal férmula para o calculo de erros padrio robustos quanto i heteroscedasticidade e quanto a
correlacio serial na discussio sobre regressao com dados de séries temporais no Capitulo 12.
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7.3 Exemplo: Pontuagao nos Exames e Tamanho da Turma

A estrutura de validade interna e validade externa nos ajuda a fazer um exame critico do que aprendemos
— e do que nio aprendemos — em nossa analise dos dados da Califérnia sobre pontuagdo nos exames.

Validade Externa

O fato de a anilise da Califérnia poder ser generalizada — isto é, se ela é vilida externamente — depende
da populagio e do cendrio para o qual a generalizagio & feita. Aqui, consideramos se os resultados podem ser
generalizados para o desempenho em outros exames padronizados e para o ensino publico fundamental em ou-
tras diretorias regionais de ensino dos Estados Unidos.

Na Secdo 7.1, vocé viu que a existéncia de mais de um estudo sobre o mesmo tdpico fornece uma oportu-
nidade para avaliar a validade externa de todos os estudos pela comparagio de seus resultados. No caso da pon-
tuacio nos exames e do tamanho da turma, outras bases de dados comparaveis estdo, de fato, disponiveis. Nesta
secio, examinamos uma base de dados diferente, baseada nos resultados de exames padronizados para alunos da
rede pablica na 43 série em 220 diretorias regionais de ensino no Estado de Massachusetts em 1998. Tanto os
exames de Massachusetts quanto os da Califérnia sio medidas amplas do conhecimento do aluno e da aptidio
académica, ainda que cada um tenha a sua particularidade. Da mesma forma, a organizagio das aulas no ensino
fundamental é muito semelhante nos dois estados (assim como na maior parte do ensino fundamental nas dire-
torias regionais de ensino dos Estados Unidos), embora aspectos do financiamento do ensino fundamental e do
curriculo sejam diferentes. Portanto, a obtengio de resultados semelhantes com relacio ao efeito da razio aluno-
professor sobre o desempenho nos exames com dados de Massachusetts e Califérnia evidenciaria a validade externa
dos resultados da Califérnia. Inversamente, a obtengio de resultados diferentes nos dois estados levantaria davi-
das sobre a validade interna ou externa de pelo menos um dos estudos.

Comparagcéo dos dados da Califérnia e de Massachusetts. Assim como os dados da California, os dados
de Massachusetts estio ao nivel da diretoria regional de ensino. As definicdes das variaveis na base de dados de
Massachusetts sio iguais, ou praticamente iguais, aquelas na base de dados da Califérnia. O Apéndice 7.1 fornece
mais informagcdes sobre a base de dados de Massachusetts, incluindo as defini¢des das variaveis.

A Tabela 7.1 apresenta estatisticas-resumo para as amostras da Califérnia e de Massachusetts. A pontuagio
média nos exames é maior em Massachusetts, porém o exame & diferente; logo, uma comparagio direta das pon-
tuagdes nio é apropriada. A razio aluno-professor média &€ maior na Califérnia (19,6 versus 17,3). A renda média
na diretoria é 20 por cento maior em Massachusetts, porém o desvio padrio da renda é mat California, 1sto
¢, h uma dispersio maior nas rendas médias das diretorias da Califérnia em relagio a Massachusetts: A porcen-
tagem média de alunos que ainda esta aprendendo inglés e a porcentagem média de alunos com direito a almogo
subsidiado sio muito maiores na Califdrnia do que em Massachusetts.

| TABELA 7.1 Estatisticas-Resumo para as Bases de Dados da Pontuagdo nos
Exames da Califérnia e de Massachusetts

Califérnia Massachusetts
Média Desvio padrao Média Desvio padréo
Pontuagio nos exames 654,1 19,1 709,8 15,1
Razio aluno-professor 19,6 1,9 17,3 2,3
% aprendendo inglés 15,8% 18,3% 1,1% 2,9%
‘ % com direito a almogo subsidiado 44.7% 27.1% 15,3% 15,1%
Renda média na diretoria (US$) 15.317 7.226 18.747 5.808
‘ Niimero de observagdes 420 220
| Ano 1999 1998

L .= mnll s— ]
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Pontuagdo nos exames e renda média na diretoria. Para cconomizar espago, 120 apresentamos graficos
de dispersio para todos os dados de Massachusetts. Como foi observado no Capitulo 6, contudo, é interessante
examinar a relacio entre pontuagio nos exames e renda média na diretoria em Massachusetts. A Figura 7.1 mostra
o grifico de dispersio dessa relagio. O padrio geral desse grafico é semelhante dquele da Figura 6.2 para os dados
da Califérnia: a relacio entre renda e pontuagio nos exames parece muito inclinada para valores baixos de renda
e pouco inclinada para valores altos. Evidentemente, a regressio linear mostrada na figura nio revela essa aparente
nio-linearidade. A Figura 7.1 também mostra as fungbes de regressio clibica e logaritmica. A fungio de regressao
ciibica possui um R? ligeiramente maior do que a especificagio logaritmica (0,486 versus 0,455). A comparagdo
das figuras 6.7 e 7.1 mostra que o padrio geral de ndo-linearidade encontrado nos dados de renda e pontuagio nos
exames da Califérnia também esté presente nos dados de Massachusetts. Contudo, as formas funcionais precisas
que melhor descrevem essa nio-linearidade diferem uma da outra, com a especificagio ctbica ajustando-se me-
lhor para Massachusetts e a especificagio linear-log ajustando-se melhor para a Califérnia.

Resultados da regressao maltipla. A Tabela 7.2 apresenta os resultados da regressio para os dados de Mas-
sachusetts. A primeira regressio, presente na coluna (1) da tabela, possui apenas a razio aluno-professor como
regressor. A declividade é negativa (—1,72), e a hipotese de que o coeficiente é zero pode ser rejeitada ao nivel
de significincia de 1 por cento (t = —1,72/0,50 = -3,44).

As colunas restantes apresentam os resultados da inclusio de varidveis adicionais que controlam caracteristi-
cas dos alunos e da introducio de nio-linearidades na fungio de regressio estimada. O controle da porcentagem
de alunos que esti aprendendo inglés, da porcentagem de alunos com direito a almogo subsidiado e da renda mé-
dia na diretoria reduz o coeficiente estimado sobre a razio aluno-professor em 60 por cento, de —1,72 na regressio
(1) para —0,69 na regressio (2) e —0,64 na regressio (3).

A comparag¢io dos R? nas regressdes (2) e (3) indica que a especificagio ctibica (3) fornece um modelo me-
lhor para a relagio entre pontuagio nos exames e renda do que a especificagio logaritmica (2), mesmo que a razio
aluno-professor seja mantida constante. Nio hé evidéncia estatisticamente significante de uma relagio nio-linear
entre pontuagio nos exames € razao aluno-professor: a estatistica F na regressio (4) que testa se os coeficientes
da populagio de RAP? e RAP? sio iguais a zero tem um valor p de 0,641. Da mesma forma, nio hi evidéncia
de que uma redugio na razio aluno-professor tenha um efeito diferente em diretorias que tém muitos alunos

| FIGURA 7.1 Estatisticas-Resumo para as Bases de Dados da Pontuagdo nos
Exames da Califérnia e de Massachusetts

A fungéio de regresséo linear Pontuagdo nos exames
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aprendendo inglés em relacio aquelas que tém poucos (a estatistica ¢ de ALAlta X RAP na regressio (5) é 0,80/0,56
= 1,43). Finalmente, a regressio (6) mostra que o coeficiente estimado da razio aluno-professor nio mu,da sui)s—
tancialmente quando a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés (que ¢é insignificante na regressio (3))
¢ excluida. Em suma, os resultados da regressio (3) nio sio sensiveis a mudangas na forma funcional e na especi-

TABELA 7.2 Estimativas de Regressdes Miiltiplas da Razéo Aluno-Professor e Pontuag&o nos Exames: T R
Dados de Massachusetts
Variavel Dependente: Média da Pontuacdo Combinada nos Exames de Inglés, Matemadtica e Ciéncias na
Diretoria Regional de Ensino; Quarta Série; 220 Observagdes.
Regressor n (2) (3) (4) {5) (6)
Razio aluno-professor —1,72%* —0,69* —0,64* 12,4 —1,02%* —0,67*
(RAP) (0,50) 0,27) 0,27) (14,0 (0,37) 0,27)
RAP? . -0,680
. (0,737)
RAP? 0,011
(0,013)
% aprendendo inglés —0,411 —-0,437 —-0,434
(0,306) (0,303) (0,300)
% aprendendo inglés > -12,6
mediana (Biniria, AIAlta) (9:8)
AlIAlta X RAP 0,80
(0,56)
% com direito a almogo —0,521%** —0,582** —0,587** —0,709%* —0,653%*
subsidiado (0,077) (0,097) (0,104) (0,091) 0,72)
Rendz} na diretoria 16,53%*
(logaritmo) (3,15)
Renda na diretoria -3,07 —3,38 —3,87* -3,22
(2,35) (2,49) (2,49) (2,31)
| Renda na diretoria? 0,164 0,174 0,184* 0,165
(0,085) (0,089) (0,090) (0,085)
Renda na diretoria® —-0,0022* —-0,0023* —0,0023* —-0,0022*
. (0,0010) (0,0010) (0,0010) (0,0010)
Intercepto 739,6%* 682,4** 744,0%* 665,5%* 759,9%* 747 ,4%*
(8,6) (11,5) (21,3) (81,3) (23,2) (20,3)
Estatisticas F e Valores p Testando a Exclusdo de Grupos de Variaveis
Todas as varidveis RAP e 2,86 4,01
as interagdes = 0 (0,038) (0,020)
RAP? RAP*=0 0,45
0,641)
Rendd®, Rendd® 7,74 7,75 5,85 6,55
(< 0,001) (< 0,001) (0,003) (0,002)
AlAlta, AIAlta x RAP 1,58
(0,208)
EPR 14,64 8,69 8,61 8,63 8,62 8,64
R? 0,063 0,670 0,676 0,675 0,675 0,674

Essas regressdes foram estimadas utilizando dados sobre o ensino fundamental em diretorias regionais de ensino de Massachusetts descritos
a1 - ~ . - < R .

no Apéndice 7.1. Os erros padrio estio entre parénteses abaixo dos coeficientes; os valores p estdo entre parénteses abaixo da estatistica

F. Os coeficientes individuais sio estatisticamente significantes ao nivel de *5 por cento ou ao nivel de **1 por cento.
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ficagio consideradas nas regressoes (4)-(6) da Tabela 7.2. Portanto, adotamos a regressio (3) como nossa estima-
tiva de base do efeito de uma variagio na razio aluno-professor sobre a pontuagio nos exames com base nos dados
de Massachusetts.

Comparacéo entre os resultados de Massachusetts e da Califérnia. Com relagio aos dados da Ca-
liférnia, constatamos que:

a. A adigio de varidveis que controlam caracteristicas da situagdo do aluno reduziu o coeficiente da razio
aluno-professor de —2,28 (veja a Tabela 5.2, regressio (1)) para —0,73 (veja a Tabela 6.2, regressio (2)),
uma reducio de 68 por cento.

b. A hipétese de que o verdadeiro coeficiente sobre a razio aluno-professor seja igual a zero foi rejeitada ao
nivel de significincia de 1 por cento, mesmo ap6s a adigio de varidveis que controlam a situagdo do aluno
e as caracteristicas econdmicas da diretoria.

c. O efeito de um corte na razio aluno-professor nio dependeu de maneira significativa da porcentagem de
alunos que estd aprendendo inglés na diretoria.

d. H4 alguma evidéncia de que a relagio entre pontuagio nos exames e razio aluno-professor seja nao-linear.

Constatamos o mesmo para Massachusetts? Para os itens (a), (b) e (c), a resposta é sim. A inclusdo de va-
ridveis adicionais de controle reduziu o coeficiente da razio aluno-professor de —1,72 (Tabela 7.2, regressio (1))
para —0,69 (Tabela 7.2, regressio (2)), uma redugio de 60 por cento. Os coeficientes da razio aluno-professor
permanecem significantes apds a adigio de variveis de controle. Nos dados de Massachusetts, esses coeficientes
so significantes apenas ao nivel de 5 por cento, ao passo que, nos dados da Califérnia, eles sdo significantes
ao nivel de 1 por cento. Contudo, o niimero de observagdes para os dados da Califérnia é praticamente o dobro,
de modo que nio é surpreendente que as estimativas para esse Estado sejam mais precisas. Assim como nos dados
da Califérnia, nio hi evidéncia estatisticamente significante nos dados de Massachusetts de uma interagio entre
a razio aluno-professor e a varidvel biniria que indica uma alta porcentagem de alunos aprendendo inglés na
diretoria.

A constatagio (d), entretanto, nio é vilida para os dados de Massachusetts: a hipotese de que a relagio entre
a razio aluno-professor e a pontuagio nos exames ¢é linear nio pode ser rejeitada ao nivel de significincia de 5
por cento quando testada contra uma especificagio ciabica.

Como os dois exames padronizados sio diferentes, nio é possivel comparar os coeficientes diretamente: um
ponto no exame de Massachusetts ndo é igual a um ponto no exame da Califérnia. Se, contudo, as pontuagdes
nos exames forem expressas na mesma unidade, sera possivel comparar os efeitos estimados do tamanho da turma.
Uma maneira de fazer isso é transformar as pontuagdes nos exames por meio de uma padronizag¢io: subtrair a
média da amostra e dividir pelo desvio padrio de modo que elas tenham uma média igual a zero e uma varian-
cia igual a um. Os coeficientes de declividade na regressio com a pontua¢do nos exames transformada sio iguais
aos coeficientes de declividade na regressio original, divididos pelo desvio padrio da pontuagio. Portanto, o coe-
ficiente da razio aluno-professor, dividido pelo desvio padrio da pontuagdo nos exames, pode ser comparado nos
dois conjuntos de dados.

A Tabela 7.3 apresenta essa comparagio. A primeira coluna apresenta a estimativa de MQO do coefi-
ciente da razio aluno-professor em uma regressio com a porcentagem de alunos que estd aprendendo inglés,
a porcentagem de alunos que tem direito a almogo subsidiado e a renda média na diretoria incluidas como
varidveis de controle. A segunda coluna apresenta o desvio padrio da pontuagio nos exames entre as direto-
rias. As duas Gltimas colunas apresentam o efeito estimado de uma redugdo da razdo aluno-professor em dois
alunos por professor (a proposta de nossa superintendente) sobre a pontuagido nos exames — a primeira em
unidades de pontuagio e a segunda em unidades de desvio padrio. Na especificagio linear, o coeficiente de
MQO estimado utilizando os dados da Califoérnia € —0,73, de modo que se estima que o corte da razio aluno-
professor em dois aumente a pontua¢io nos exames na diretoria em —0,73 X (-2) = 1,46 ponto. Como o
desvio padrio da pontuagio nos exames € 19,1 pontos, isso corresponde a 1,46/19,1 = 0,076 desvios padrio
da distribuig¢io da pontuagio nos exames entre as diretorias. O erro padrio dessa estimativa é 0,26 x 2/19,1
= (,027. Os efeitos estimados para os modelos nio-lineares e seus erros padrio foram calculados pelo método
descrito na Secdo 6.1.
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TABELA 7.3 Razdes Aluno-Professor e Pontuagéo nos Exames: Comparagéo das Estimativas para
Califérnia e Massachusetts

| ‘ Efeito Estimado da Redugéo de 2 Alunos
por Professor em Unidades de:
Desvio Padréo T ==

Estimativa da Pontuagéio nos Pontuagéo Desvio
de MQO ERAP Exames entre Diretorias dos Exames Padréo
Califérnia

Linear: Tabela 6.2(2) -0,73 19,1 1,46 0,076
(0,26) (0,52) (0,027)
Cubica: Tabela 6.2(7) — 19,1 2,93 0,153
Reduzir RAP de 20 para 18 0,709 (0,037)
Cfibica: Tabela 6.2(7) — 19,1 1,90 0,099
Reduzir RAP de 22 para 20 (0,69) (0,036)

Massachusetts
Linear: Tabela 7.2(3) —0,64 15,1 1,28 0,085
(0,27) (0,54) (0,036)

=
Os erros padrio estio entre parénteses.

Com base no modelo linear utilizando dados da Califérnia, estima-se que uma redugio de dois alunos por
professor aumente a pontuag¢io nos exames em 0,076 unidade de desvio padrio, com um erro padrio de 0,027.
Os modelos nio-lineares para os dados da Califérnia sugerem um efeito um pouco maior; o efeito especifico
depende da razio aluno-professor inicial. Com base nos dados de Massachusetts, esse efeito estimado é de 0,085
unidade de desvio padrio, com um erro padrio de 0,036.

Essas estimativas sdo essencialmente as mesmas. E previsto que o corte da razio aluno-professor aumente a
pontuagio nos exames, porém a melhoria prevista é pequena. Nos dados da Califérnia, por exemplo, a diferenga
da pontuagio nos exames entre a diretoria mediana e a diretoria no 752 percentil é de 12,2 pontos no exame
(veja a Tabela 4.1), ou 0,64 (= 12,2/19,1) desvios padrio. O efeito estimado pelo modelo linear é pouco mais
de um décimo disso; em outras palavras, de acordo com essa estimativa, o corte da razio aluno-professor em dois
faria com que uma diretoria movesse somente um décimo do caminho da mediana para o 752 percentil da dis-
tribuigdo da pontuagio nos exames entre as diretorias. A redugio da razio aluno-professor em dois é uma mudanca
grande para uma diretoria, mas os beneficios estimados mostrados na Tabela 7.3, apesar de nio serem nulos, sio
pequenos.

A anilise dos dados de Massachusetts sugere que os resultados da California sio vilidos externamente, pelo

menos quando generalizados para o ensino fundamental em diretorias regionais de ensino de outras partes dos
Estados Unidos.

Validade Interna

A semelhanga entre os resultados para a Califérnia e para Massachusetts nio garante sua validade interna.
Na Se¢do 7.2, enumeramos cinco ameagas possiveis para a validade interna que poderiam induzir um viés no

efeito estimado do tamanho da turma sobre a pontuagio nos exames. Consideramos agora cada uma dessas
ameagas.

Varidveis omitidas. As regressdes miltiplas apresentadas neste capitulo e nos anteriores controlam uma ca-
racteristica do aluno (porcentagem aprendendo inglés), uma caracteristica econémica familiar (porcentagem
de alunos com direito a almogo subsidiado) e uma medida mais ampla da riqueza na diretoria (renda média na
diretoria).
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Variaveis possiveis omitidas, tais como outras caracteristicas da escola e do aluno, continuam omitidas e isso
pode provocar um viés de variavel omitida. Por exemplo, se a razdo aluno-professor estiver correlacionada com
a qualificagio do professor (talvez porque os melhores professores sio atraidos para escolas com razdes aluno-pro-
fessor menores) e a qualidade do professor afetar a pontuagio nos exames, a omissio da qualidade do professor
podera tornar o coeficiente da razio aluno-professor viesado. Da mesma forma, diretorias com uma razio aluno-
professor baixa também podem oferecer vhrias oportunidades de aprendizado extracurricular. Além disso, as dire-
torias com uma razio aluno-professor baixa podem atrair familias mais comprometidas com a melhora do
aprendizado de seus filhos em casa. Esses fatores omitidos podem levar a um viés de variivel omitida.

Ummna forma de eliminar o viés de omissio de variaveis — pelo menos na teoria — ¢ conduzir um experi-
mento. Por exemplo, alunos poderiam ser designados aleatoriamente para turmas de tamanhos diferentes e seu
desempenho posterior em exames padronizados poderia ser comparado. Tal estudo foi na verdade conduzido no
Estado do Tennessee; vamos examina-lo no Capitulo 11.

Forma funcional. A anilise feita aqui e no Capitulo 6 explorou diversas formas funcionais. Observamos que
algumas das possiveis nio-linearidades investigadas nio eram estatisticamente significantes, ao passo que aquelas
que eram nio alteravam substancialmente o efeito estimado de uma redugio na razio aluno-professor. Embora
seja possivel conduzir andlises adicionais de forma funcional, isso sugere que os principais resultados desses estu-
dos provavelmente nio sio sensivels a especificagdes diferentes de regressio nio-linear.

Erros nas varidveis. A razio aluno-professor média na diretoria é uma medida ampla e potencialmente impre-
cisa do tamanho da turma. Por exemplo, como os alunos trocam continuamente de diretoria, pode ser que a
razio aluno-professor nio represente com precisao os tamanhos efetivos de turma experimentados pelos alunos
que se submetem ao exame, O que por sua vez poderia levar o efeito estimado do tamanho da turma a um viés
em diregio a zero. Qutra variavel com erro de medida potencial é a renda média na diretoria. Esses dados foram
obtidos do censo de 1990, ao passo que os outros dados sdo de 1998 (Massachusetts) ou 1999 (California). Se a
composigio econdmica da diretoria tivesse mudado substancialmente ao longo da década de 1990, essa seria uma
medida imprecisa da verdadeira renda média na diretoria.

Selegdo. Os dados da Califérnia e de Massachusetts cobrem todo o ensino pablico fundamental nas diretorias
regionais de ensino do Estado que satisfazem a restricdes de tamanho minimo, de modo que ndo hi motivo para
acreditar que a selegdo da amostra seja um problema nesse caso.

Casualidade simulténea. A casualidade simultinea surgiria se o desempenho nos exames padronizados afe-
tasse a razio aluno-professor. Isso poderia ocorrer, por exemplo, se houvesse um mecanismo burocratico ou
politico para aumentar a alocagdo de fundos para diretorias ou escolas com desempenho fraco, que por sua vez
resultaria na contratacio de mais professores. Em Massachusetts nio havia tal mecanismo para equalizagio da alo-
cacio de fundos a escolas na época desses exames. Na Califérnia, uma série de agdes legais levou a alguma equa-
lizacio da alocagio de fundos, porém essa redistribuicio de fundos nio se baseou no desempenho dos alunos.
Portanto, a casualidade simultinea nio parece ser um problema nem em Massachusetts nem na Califérmia.

Heteroscedasticidade e correlagao do termo de erro entre observagbes. Todos os resultados relatados
aqui e nos capitulos anteriores utilizam erros padrio robustos quanto 4 heteroscedasticidade, de modo que a he-
teroscedasticidade nio ameaca a validade interna. A correlacio do termo de erro entre as observagdes, contudo,
poderia ameagar a consisténcia dos erros padrio, uma vez que nio foi utilizada uma amostragem aleatdria sim-
ples (a amostra consiste de todo o ensino fundamental nas diretorias regionais de ensino do Estado). Embora haja
formulas alternativas de erro padrio que poderiam ser aplicadas a essa situagio, os detalhes sdo complicados e
especializados e por isso sua discussdo serd deixada para textos mais avangados.

Discussao e Implicagoes

A semelhanca entre os resultados para a California e para Massachusetts sugere que esses estudos sdo validos
externamente, no sentido de que os principais resultados podem ser generalizados para o desempenho em exanies
padronizados no ensino fundamental em outras diretorias regionais de ensino dos Estados Unidos.
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Algumas das principals ameagas potenciais  validade interna foram atacadas pelo controle da situacgio do
aluno, da situagio econdmica familiar e da riqueza na diretoria por meio da procura por ndo-linearidades na
funcio de regressio. Mesmo assim, algumas ameagas potenciais validade interna persistem. O principal can-
didato é o viés de omissio de varidveis, que talvez surja pelo fato de as variaveis de controle nio captarem outras
caracteristicas das diretorias regionais de ensino ou as oportunidades de aprendizado extracurricular.

Tomando como base os dados da Califérnia e de Massachusetts, estamos capacitados para responder & per-
gunta feita pela superintendente no Capitulo 4.1: apds controlar a situagio econodmica da familia, as caracteristi-
cas do aluno e a riqueza na diretoria e modelar as nio-linearidades na funcio de regressio, preve-se que o corte
da razio aluno-professor em dois alunos por professor aumente a pontuagio nos exames em aproximadamente
0,08 desvios padrio da distribui¢do da pontuagdo nos exames entre as diretorias. Esse efeito, embora estatistica-
mente significante, ¢ muito pequeno. Esse pequeno efeito estimado é consistente com os resultados dos varios
estudos que investigaram os efeitos de redugdes no tamanho da turma sobre a pontuagdo nos exames.*

A superintendente pode agora utilizar essa estimativa para ajuda-la na decisio de reduzir ou ndo o tamanho
das turmas. Ao tomar essa decisio, ela devera pesar os custos € 0s beneficios da redugio proposta. Os custos
incluem salirios dos professores e despesas com salas de aula adicionais. Os beneficios incluem melhor desem-
penho académico, que medimos pelo desempenho em exames padronizados, mas ha outros beneficios poten-
ciais que nao estudamos, como menor taxa de evasio escolar e melhores salarios no futuro. O efeito estimado
da proposta sobre o desempenho nos exames padronizados é um insumo importante para o cilculo de custos e
beneficios.

7.4 Conclusao

Os conceitos de validade interna e validade externa fornecem uma estrutura para avaliar o que aprendemos
em um estudo econométrico.

Um estudo baseado em regressio multipla é vilido internamente s¢ 0S coeficientes estimados sio ndo viesa-
dos e consistentes e se os erros padrio sio consistentes. Ameagas 4 validade interna de tal estudo incluem varidveis
omitidas, erro de especificagio da forma funcional (ndo-linearidades), medida imprecisa das variaveis indepen-
dentes (erros nas variaveis), sele¢io da amostra e causalidade simultinea. Cada uma delas introduz uma correlacio
entre o regressor e o termo de erro, que por sua vez torna o estimador de MQO viesado e inconsistente. Se 0s
erros sio correlacionados ao longo das observagdes — como podem ser para dados de séries temporais — ou s30
heteroscedisticos, mas os desvios padrio sio calculados utilizando a férmula somente homoscedastica, entdo a
validade interna fica comprometida em virtude da inconsisténcia dos desvios padrio. Esse ltimo grupo de pro-
blemas pode ser resolvido pelo cilculo apropriado dos desvios padrio.

Um estudo que utiliza a analise de regressio, assim Como qualquer estudo estatistico, é valido externamente
se os seus resultados podem ser generalizados além da populagio e do cenario estudados. Algumas vezes a com-
paragio de dois ou mais estudos sobre 0 mesmo topico pode ajudar. Independentemente da existéncia de dois
ou mais desses estudos, contudo, a avaliagio da validade externa requer um julgamento sobre as semelhangas da
popula¢io e do cenirio estudados com a populagio e o cenario para os quais os resultados estdo sendo gene-
ralizados.

As proximas duas partes deste livro desenvolvem formas de eliminar as ameagas que comprometem a va-
lidade interna que nio podem ser diminuidas somente pela anilise de regressio multipla. A Parte 3 estende o
modelo de regressio multipla em caminhos projetados para diminuir as cinco fontes potenciais de viés no esti-
mador de MQO); a Parte 3 também discute os experimentos controlados aleatérios, um enfoque diferente para
obter validade interna. A Parte 4 desenvolve métodos para a anilise de dados de séries temporais e para a uti-
lizacio desses dados na estimativa dos chamados efeitos causais dinimicos, que variam ao longo do tempo.

4 Se vocé estiver interessado em aprender mais sobre a relagio entre tamanho da turma e pontuagio nos exames, veja as resenhas de Ehren-
berg, Brewer, Gamoran e Willms (2001a, 2001b).
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Resumo

1. Estudos estatisticos sio avaliados verificando-se se a anilise é vilida interna e externamente. Um estudo
é valido internamente se as inferéncias estatisticas sobre os efeitos causais sio vilidas para a populagio
estudada. Um estudo é valido externamente se as suas inferéncias e conclusdes podem ser generalizadas
com base na populagio e no cendrio estudados para outras popula¢des e cenarios.

2. Na anlise de regressio, hi duas ameagas principais i validade interna. Em primeiro lugar, os estimadores

de MQO sio inconsistentes se 0s regressores e os termos de erro sio correlacionados. Em segundo lugar,
intervalos de confianca e testes de hipdtese nio sio validos quando os erros padrio sio incorretos.

3. Os regressores e os termos de erro podem ser correlacionados quando hi varidveis omitidas, uma forma

funcional incorreta, um ou mais regressores medidos com erro, a amostra escolhida de forma nio aleatéria
com base na populagio ou causalidade simultinea entre regressores e varidveis dependentes.

4. Os erros padrio sio incorretos quando os erros sio heterosceddsticos e o pacote econométrico utiliza os

erros padrio somente homoscedasticos, ou quando o termo de erro € correlacionado ao longo de diver-
sas observagoes.

Termos-chave

populagio estudada (164) viés de erros nas variaveis (168)
populagio de interesse (164) viés de selecio da amostra (170)
validade interna (165) viés de causalidade simultinea (170)
validade externa (165) viés de equagdes simultaneas (171)

erro de especificagio da forma funcional (168)

Revisao dos Conceitos

7.1
7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Qual é a diferenca entre validade interna e externa? E entre populagio estudada e populagio de interesse?

O Conceito-Chave 7.2 descreve o problema de sele¢io de varidveis em termos de um dilema entre viés e
varidncia. Em que consiste esse dilema? Por que a inclusdo de um regressor adicional poderia diminuir o
viés? E aumentar a variancia?

Varidveis econdmicas freqiientemente sio medidas com erro. Isso significa que a anilise de regressdo ndo €
confidvel? Explique.

Suponha que um Estado ofereca exames padronizados voluntirios a todos os alunos da terceira série e que
os dados sejam utilizados em um estudo do efeito do tamanho da turma sobre o desempenho dos alunos.
Explique como o viés de selegio da amostra pode invalidar os resultados.

Um pesquisador estima o efeito de gastos com policia sobre a taxa de criminalidade utilizando dados a nivel
municipal. Explique como a causalidade simultinea pode invalidar os resultados.

Um pesquisador estima uma regressio utilizando dois pacotes econométricos diferentes. O primeiro uti-
liza a formula para erros padrio somente homoscedasticos. O segundo utiliza a férmula robusta quanto a
heteroscedasticidade. Os erros padrio sio muito diferentes. Qual deles vocé deve utilizar? Por qué?
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Exercicios

*7.1  Suponha que vocé tenha acabado de ler um estudo estatistico minucioso do efeito da publicidade sobre
a demanda por cigarros. Utilizando dados de Nova York durante a década de 1970, o estudo concluiu
que a publicidade nos 6nibus e no metrd era mais eficiente do que a publicidade nos veiculos impres-
sos. Utilize o conceito de validade externa para determinar se esses resultados podem ser aplicados a
Boston na década de 1970, a Los Angeles na década de 1970 e a Nova York em 2002.

7.2 Considere o0 modelo de regressio com uma variavel: Y, =3, + ;X; + u,, e suponha que ele satisfaca a
hipétese no Conceito-Chave 4.3. Suponha que Y, seja medido com erro, de modo que os dados sejam
Y. = Y, + w, onde w, é o erro de medida que & i.i.d. e independente de Y; e X;. Considere a regressio
da populagio Y, = 3, + B, X; + v, onde v, é o erro da regressio utilizando a variivel dependente com

erro de medida Y.

a. Mostre que v; = u; + w,

b. Mostre que a regressio Y, = B, + X, + v, satisfaz as hipoteses do Conceito-Chave 4.3. (Suponha
q g i 0 1% i P p
que w; seja independente de Y; e X; para todos os valores de i ¢ j ¢ possua um quarto momento

J
finito.)
c. Os estimadores de MQO sdo consistentes?
d. E possivel construir intervalos de confian¢a da forma habitual?

e. Avalie a afirmacio: “Erro de medida em X é um problema sério. Erro de medida em Y, nio”.

7.3 Pesquisadores da 4rea de economia do trabalho estudaram os determinantes do salario das mulheres e
descobriram um quebra-cabeca empirico intrigante. Utilizando mulheres empregadas selecionadas
aleatoriamente, eles regrediram o salirio sobre o nimero de filhos das mulheres e um conjunto de
variaveis de controle (idade, instrugio, ocupagio etc.). Eles descobriram que mulheres com mais fi-
lhos tinham saldrios maiores, mantendo o controle dos outros fatores. Explique como a selegio da
amostra pode ser a causa desse resultado (Dica: Observe que a amostra inclui apenas mulheres que estio
trabalhando.) (Esse quebra-cabeca empirico motivou a pesquisa de James Heckman sobre selecio da
amostra que lhe conferiu o Prémio Nobel de Economia em 2000.)

APENDICE | Dados de Exames no Ensino Fundamental
/.1 | de Massachusetts

Os dados de Massachusetts para o ensino pablico fundamental em diretorias regionais de ensino sio médias de direto-
rias em 1998. A pontuagio nos exames é extraida do Massachusetts Comprehensive Assessment System (MCAS), um exame
aplicado a todos os alunos da quarta série das escolas ptiblicas de Massachusetts no segundo bimestre de 1988. O exame €
patrocinado pela Secretaria de Educagio de Massachusetts e é obrigatorio para todas as escolas publicas. Os dados analisa-
dos aqui sio a pontuagio total global, que é a soma das pontuagdes nas disciplinas de inglés, matematica e ciéncias que com-
poem o exame.

Os dados sobre a razio aluno-professor, a porcentagem de alunos com direito a almogo subsidiado e a porcentagem de
alunos que ainda est4 aprendendo inglés sio médias para o ensino fundamental em cada diretoria regional de ensino durante
0 ano escolar 1997-1998 e foram obtidos da Secretaria de Educagio de Massachusetts. Os dados sobre a renda média na
diretoria foram obtidos do censo dos Estados Unidos de 1990.



