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disciplina econometria pode ser divertida tanto para o professor quanto para o aluno. O mundo real da
Aeconomia, dos negocios e do governo é complicado e confuso, repleto de idéias que competem umas com
as outras e de perguntas que exigem respostas. O que é mais eficaz para enfrentar motoristas bébados: aprovar leis
rigidas ou aumentar o imposto sobre bebidas alcodlicas? Vocé consegue ganhar dinheiro na bolsa de valores com-
prando quando os pregos estio historicamente baixos em relagdo aos ganhos ou deve apenas permanecer na mesma
posi¢io como sugere a teoria do passeio aleatdrio dos pregos das agdes? Podemos melhorar o ensino fundamen-
tal reduzindo o tamanho das turmas ou devemos simplesmente fazer com que as criangas ougam Mozart dez
minutos por dia? A econometria nos ajuda a separar as idéias coerentes das absurdas e a encontrar respostas quan-
titativas para questOes quantitativas importantes. A econometria abre uma janela em nosso mundo complexo que
nos permite enxergar as relagdes em que as pessoas, as empresas e os governos baseiam suas decisdes.

Este livro destina-se ao ensino de econometria em nivel de graduagio. A nossa experiéncia é de que, para
tornar a econometria relevante, as aplicagdes interessantes devemn motivar a teoria e a teoria deve ser apropriada
para as aplicages. Esse principio simples representa uma mudanga significativa em relagio i antiga geracio de
livros de econometria, em que os modelos tedricos e as hipdteses ndo eram apropriados para as aplicagdes. Nio
é de surpreender que alguns estudantes questionem a relevincia da econometria, depois de ter gasto parte de seu
tempo aprendendo hipdteses que posteriormente entendem como irrealistas, precisando entio aprender
“solugdes” para “problemas” que surgem quando as aplicagdes nio sio apropriadas para as hip6teses. Conside-
ramos que é muito melhor motivar a necessidade de ferramentas com uma aplicagio concreta e, entio, fornecer
algumas hipoteses simples que sejam apropriadas para a aplicagio. Como a teoria é relevante de imediato para as
aplicagdes, este enfoque pode fazer com que a econometria tenha vida.

Caracteristicas Deste Livro

Este livro difere dos demais em trés aspectos principais. Primeiro, integramos questdes e dados do mundo real ao
desenvolvimento da teoria e tratamos com seriedade das descobertas importantes da anélise empirica resultante.
Segundo, nossa escolha de topicos reflete a teoria € a pritica modernas. Terceiro, fornecemos teorias e hipoteses
que sdo apropriadas para as aplicages. Nosso objetivo é ensinar os estudantes a se tornarem consumidores sofisti-
cados de econometria e a fazer isso em um nivel de matemaitica apropriado para uma disciplina introdutéria.

Dados e Questdes do Mundo Real

Organizamos cada topico metodolégico em torno de uma questio importante do mundo real que exige uma
resposta numérica especifica. Por exemplo, ensinamos a regressio com uma varidvel, a regressio multipla e a
anilise de forma funcional no contexto da estimacio do efeito de insumos escolares sobre os produtos escolares.
(Serd que turmas menores no ensino fundamental geram notas mais altas nos exames?) Ensinamos métodos para
dados de painel no contexto da anilise do efeito das leis relativas a motoristas bébados sobre os acidentes fatais
de trinsito. Usamos a possivel discriminagio racial no mercado de empréstimos hipotecirios como aplicacio
empirica para ensinar a regressio com uma varidvel dependente binaria (logit e probit). Ensinamos a estimacio
de varidveis instrumentais no contexto da obtengio da elasticidade da demanda por cigarros. Embora esses exem-
plos envolvam raciocinio econdmico, todos podem ser compreendidos tendo-se estudado apenas uma disciplina
introdutéria da 4rea de economia, e muitos podem ser entendidos sem que se tenha estudado nenhuma disci-
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plina da area de economia. Portanto, o professor pode ter o foco no ensino da econometria, nio da micro-
economia ou da macroeconomia.

Tratamos todas as nossas aplica¢des empiricas com seriedade e de tal modo que mostremos aos alunos como
podem aprender com os dados, mas, a0 mesmo tempo, com autocritica e cientes das limitagdes das analises empiri-
cas. Por meio de cada aplicagio, ensinamos os alunos a explorar especificagdes alternativas e, assim, avaliar se suas
descobertas principais sdo robustas. As questdes propostas nas aplicagdes empiricas sio importantes, e fornece-
mos respostas sérias e, imaginamos, verossimeis. Entretanto, encorajamos os professores e os alunos a discordarem,
convidando-os a fazer uma nova anilise dos dados disponiveis no site da Internet referente ao livro
(www.aw.com/stock_br).

Escolha de Tépicos Contemporaneos

A econometria percorreu um longo caminho nas Gltimas duas décadas. Os tépicos que abordamos refletem o
melhor da econometria aplicada contemporianea. Pode-se fazer isso apenas em uma disciplina introdutdria, por-
tanto enfocamos procedimentos e testes comumente usados na pratica. Por exemplo:

* Regressdo de variaveis instrumentais. Apresentamos a regressio de variaveis instrumentais como um método
geral para lidar com a correlagio entre o termo de erro e um regressor, que pode ocorrer por muitas razdes,
inclusive a causalidade simultinea. As duas hipoteses para um instrumento valido — exogeneidade e relevan-
cia — recebem a mesma importincia. Segue-se a esta apresentagio uma extensa discussio sobre a origem
desses instrumentos.

*  Auvaliagdo de programas. Um nGimero crescente de estudos econométricos analisa experimentos controlados
aleatérios ou quase-experimentos, também conhecidos como experimentos naturais. Tratamos desses topi-
cos — freqiientemente chamados em conjunto de avaliagio de programas — no Capitulo 11. Apresentamos
essa estratégia de pesquisa como um enfoque alternativo aos problemas de variiveis omitidas, de causalidade
simultinea e de selegio e avaliamos os pontos fortes e fracos de estudos que utilizam dados experimentais ou
quase-experimentais.

* Previsdo. O capitulo sobre previsio (Capitulo 12) considera previsdes univariadas (auto-regressivas) ou mul-
tivariadas que utilizam a regressio de séries temporais, ¢ nio os grandes modelos estruturais com equagdes
simultineas. Enfocamos ferramentas simples e confidveis, tais como auto-regressdes e selecio de modelos por
meio de um critério de informagio, que funcionam bem na pratica. Esse capitulo também apresenta um
enfoque com sentido pritico para tendéncias estocasticas (raizes unitarias), testes de raiz unitiria, testes de que-
bras estruturais (com dados conhecidos e desconhecidos) e pseudoprevisio fora da amostra, todos no contexto
do desenvolvimento de modelos de previsio de séries temporais estiveis e confiaveis.

* Regressdo de séries temporais. Fazemos uma clara distingdo entre duas aplicagdes muito diferentes da regressio
de séries temporais: previsio e estimagio de efeitos causais dinamicos. O capitulo sobre inferéncias causais uti-
lizando dados de séries temporais (Capitulo 13) examina de forma mais cuidadosa quando os métodos de esti-
magio diferentes, incluindo minimos quadrados generalizados, levario ou nio a inferéncias causais vilidas e
quando é aconselhivel estimar regresses dinimicas usando MQO com erros-padrio consistentes quanto a
heteroscedasticidade e i autocorrelagio.

Teoria Apropriada para as Aplicagdes
Embora as ferramentas econométricas sejam mais bem motivadas por aplicagdes empiricas, os alunos precisam
aprender o suficiente de teoria econométrica para entender os pontos fortes e as limitagSes dessas ferramentas.
Fornecemos um tratamento moderno por meio do qual o ajuste entre teoria e aplica¢des é o mais perfeito pos-
sivel, mantendo a matemitica em um nivel que requer apenas ilgebra.

As aplicagdes empiricas modernas compartilham algumas caracteristicas comuns: as bases de dados sio geral-
mente grandes (centenas de observagdes, freqiientemente mais); os regressores nio sio fixos em amostras repeti-

PREFACIO  xiii

das, mas, em vez disso, sdo coletados por amostragem aleatéria (ou algum outro mecanismo que os torne
aleatérios); os dados ndo sdo normalmente distribuidos; e ndo ha uma razio a priori para pensar que os erros sio
homoscedasticos (embora freqiientemente haja razdes para se pensar que sio heteroscedasticos).

Essas observacdes levam a diferengas importantes entre o desenvolvimento tedrico neste livro e nos demais.

« Enfoque de amostras grandes. Como as bases de dados sdo grandes, utilizamos desde o principio aproximagdes
normais de amostras grandes para as distribuicdes amostrais nos testes de hipStese e nos intervalos de confi~
anga. Nossa experiéncia é de que leva menos tempo para ensinar os rudimentos das aproximagdes de amostras
grandes do que ensinar as distribui¢des F exatas e t de Student, corre¢des para os graus de liberdade e assim
por diante. Este enfoque de amostras grandes poupa os estudantes da frustragio de descobrir que, devido aos
erros nio normais, a teoria da distribui¢do exata que acabaram de dominar € irrelevante. Uma vez que tenha
sido ensinado sob o contexto de média amostral, o enfoque de amostras grandes para testes de hipStese e inter-
valos de confianga estende-se diretamente para a anilise de regressio multipla, logit e probit, estimacio de
variavels instrumentais e métodos de séries temporais.

» Amostragem aleatéria. Como os regressores raramente sio fixos em aplicagdes economeétricas, desde o princi-
pio tratamos os dados sobre todas as varidveis (dependentes e independentes) como resultado da amostragem
aleatdria. Essa hipotese é apropriada para nossas aplicagdes iniciais e para dados de corte, estende-se facilmente
para dados de painel e para dados de séries temporais e, devido ao nosso enfoque de amostras grandes, nio
impde dificuldades conceituais ou matematicas adicionais.

* Heteroscedasticidade. Os econometristas praticos usam rotineiramente erros padrio robustos quanto i he-
teroscedasticidade para eliminar ditvidas quanto & presenga ou nio de heteroscedasticidade. Neste livro, vamos
além da consideragido da heteroscedasticidade como uma exce¢io ou um “problema’”a ser “resolvido”; em vez
disso, permitimos a heteroscedasticidade desde o principio e simplesmente utilizamos erros padrio robustos
quanto 2 heteroscedasticidade. Apresentamos a homoscedasticidade como um caso especial que fornece uma
motivagdo tedrica para MQO.

Produtores Qualificados, Consumidores Sofisticados

Esperamos que os alunos que utilizam este livro tornem-se consumidores sofisticados de analise empirica. Para
isso, precisam aprender nio sé6 como utilizar as ferramentas da analise de regressio, mas também como avaliar a
validade das analises empiricas que lhes sio apresentadas.

Nosso processo para ensinarmos como avaliar um estudo empirico ocorre em trés etapas. Em primeiro lugar,
imediatamente ap6s apresentarmos as principais ferramentas da anilise de regressio, dedicamos o Capitulo 7 as
ameagas a validade interna e externa de um estudo empirico. Esse capitulo discute problemas com dados e questdes
referentes a generalizagio das descobertas para outros cenarios. Também examina as principais ameagas a analise
de regressio, incluindo varidveis omitidas, especificagio incorreta da forma funcional, erros nas variaveis, seleio
e simultaneidade — além de formas para reconhecer essas ameagas na pratica.

Depois, aplicamos esses métodos para avaliagio de estudos empiricos 4 analise empirica dos exemplos no
decorrer do livro. Fazemos isso considerando especificagdes alternativas e tratando sistematicamente as varias
ameagas a validade das anilises apresentadas no livro.

Por fim, para se tornarem consumidores sofisticados, os alunos precisam de experiéncia direta como produ-
tores. O aprendizado ativo supera o aprendizado passivo, e a econometria é uma disciplina ideal para um apren-
dizado ativo.

Enfoque Matematico e Nivel de Rigor

Nosso objetivo é que os estudantes desenvolvam um entendimento sofisticado das ferramentas da andlise de
regressio moderna, disciplina seja ensinada utilizando-se um nivel matematico “alto” ou “baixo”. As partes I-IV
do texto (que cobrem o material fundamental) s3o acessiveis a alunos que tenham estudado apenas a matemaitica
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anterior ao curso de cilculo. As partes I-IV contém menos equagdes e mais aplicagdes em relacio a muitos livros
introdutérios de econometria e um namero muito menor de equagdes do que os livros voltados para matematica
nas disciplinas de graduacio. Entretanto, mais equa¢es nio implicam um tratamento mais sofisticado. Segundo
nossa experiéncia, no caso da maioria dos estudantes, um tratamento mais matematico nio leva a um entendi-
mento mais profundo.

Tendo em vista isso, alunos diferentes aprendem de forma diferente, e, para aqueles com um bom conhe-
cimento de matematica, o aprendizado pode ser aprimorado por um tratamento matemdtico mais explicito. Assim,
a Parte V contém uma introdugio a teoria economeétrica que € apropriada para os estudantes com maior embasa-
mento matematico. Acreditamos que, quando os capitulos sobre matematica na Parte V sio usados em conjunto
com o material das partes I-IV, este livro torna-se adequado para disciplinas de econometria, tanto avangadas da
graduagio quanto em nivel de mestrado.

Contetdo e Organizacao

O livro é composto de cinco partes, e consideramos que o aluno tenha cursado uma disciplina das areas de pro-
babilidade e estatistica, embora revisemos o material na Parte I. Cobrimos o material fundamental da anilise de
regressdo na Parte II. As partes III, IV e V apresentam tdpicos adicionais que aprofundam o tratamento funda-
mental da Parte II.

Parte |

O Capitulo 1 introduz a econometria e enfatiza a importancia de fornecer respostas quantitativas a perguntas
quantitativas. Discute o conceito de causalidade nos estudos estatisticos e faz uma resenha dos tipos diferentes de
dados encontrados na econometria. O material de probabilidade e estatistica é revisado nos capitulos 2 e 3, respec-
tivamente; dependendo da formagio dos alunos, esses capitulos podem ser dados em uma determinada disciplina
ou fornecidos apenas como referéncia.

Parte Il

O Capitulo 4 introduz a regressio com um fnico regressor € os minimos quadrados ordinarios (MQO). No
Capitulo 5, os alunos aprendem a lidar com o viés de variavel omitida utilizando a regressio mltipla, estimando,
desse modo, o efeito de uma variivel independente e mantendo as demais variiveis independentes constantes.
No Capitulo 6, os métodos de regressio multipla sio estendidos para modelos com fung¢des de regressio da po-
pulagdo nio-lineares que so lineares nos pardimetros (de modo que podem ser estimados por MQO). No Capi-
tulo 7, os alunos voltam um pouco atris e aprendem a identificar os pontos fortes e as limitacdes dos estudos de
regressio, vendo nesse processo como aplicar os conceitos de validade interna e externa.

Parte I1I

A Parte III apresenta extensdes dos métodos de regressio. No Capitulo 8, os alunos aprendem a usar dados de
painel para controlar varidveis nio observadas que sio constantes a0 longo do tempo. O Capitulo 9 trata da
regressio com uma variivel dependente binaria. O Capitulo 10 mostra como a regressio de variaveis instru-
mentais pode ser usada para tratar uma variedade de problemas que produzem correlacio entre o termo de erro
€ 0 regressor € como se podem encontrar e avaliar instrumentos validos. O Capitulo 11 apresenta aos alunos a
anilise de dados de experimentos e quase-experimentos (ou experimentos naturais), topicos freqiientemente
chamados de “avaliagio de programas”.

Parte IV

A Parte IV examina a regressio com dados de séries temporais. O Capitulo 12 enfoca a previsio e apresenta diver-
sas ferramentas modernas para analisar regressdes de séries temporais, tais como testes de raiz unitaria e testes de
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estabilidade. O Capitulo 13 discute o uso de dados de séries temporais para estimar relagdes causais. O Capitulo
14 apresenta algumas ferramentas mais avancadas para a anilise de séries temporais, incluindo modelos de he-
teroscedasticidade condicional.

Parte V

A Parte V € uma introdugdo i teoria econométrica. Ela é mais do que um apéndice que completa os detalhes
matematicos omitidos do livro; é um tratamento em separado da teoria econométrica da estimacio e da infe-
réncia no modelo de regressio linear. O Capitulo 15 desenvolve a teoria da anélise de regressio para um tinico
regressor; a exposi¢do nio utiliza dlgebra matricial, embora exija um nivel mais elevado de sofisticagio matemitica
do que o restante do livro. O Capitulo 16 apresenta e estuda o modelo de regressio multipla na forma matricial.

Pré-Requisitos dentro do Livro

Como professores diferentes gostam de enfatizar materiais diferentes, redigimos este livro tendo em mente diver-
sas preferéncias diddticas. Na medida do possivel, os capitulos das partes III, IV e V sio “independentes” no sen-
tido de que nio requerem que todos os capitulos anteriores sejam estudados primeiro. Os pré-requisitos especificos
para cada capitulo sio descritos na Tabela 1. Embora tenhamos concluido que a seqiiéncia de topicos adotada no
livro funciona bem em nossos préprios cursos, os capitulos foram escritos de tal modo que permitam que os pro-
fessores apresentem os topicos em uma ordem diferente se assim o desejarem.

TABELA | Guia de Pré-Requisitos dos Capitulos com Tépicos Especiais nas Partes Hl-V

Partes ou Capitulos com Pré-Requisitos

Capitulo Parte | Parte Hl 8.1, 8.2 10.1, 10.2 12.1-12.4 12.5-12.8 13 15
8
10.1, 10.2
10.3-10.6
1 |
12 a
13 n n
14 n
15 n
16 |

Esta tabela mostra os pré-requisitos minimos necessarios para cobrir 0 material de determinado capitulo. Por exemplo, a estimagdo de efeitos causais
dindmicos (Capitulo 13) requer que a Parte ! (conforme necessario, dependendo do conhecimento do aluno), a Parte Il e as seGes 12.1-12.4 sejam
vistas primeiro.

Amostras de Cursos

Pode-se utilizar este livro em diversos cursos.

Introdugao a Econometria

Este curso apresenta a econometria (Capitulo 1) e faz uma revisio de probabilidade e estatistica conforme
necessirio (capitulos 2 e 3). Em seguida, passa para a regressio com um (inico regressor, a regressio multipla, o
basico da anilise de forma funcional, e a avaliacio de estudos de regressio (toda a Parte II). O curso prossegue
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cobrindo a regressio com dados de painel (Capitulo 8), a regressio com uma variavel dependente limitada (Capi-
tulo 9) e/ou a regressio de varidveis instrumentais (Capitulo 10), conforme o tempo permitir, e termina com
experimentos ¢ quase-experimentos no Capitulo 11, topicos que fornecem uma oportunidade para retornar as
questdes de estimagio de efeitos causais levantadas no inicio do semestre e para recapitular os métodos de regressio
mais importantes. Pré-requisitos: dlgebra e introdugdo & estatistica.

Introdugdo a Econometria com Aplicagdes de Séries Temporais e Previsao

Assim como o curso introdutério padrio, este curso cobre toda a Parte [ (conforme necessirio) e toda a Parte II.
Opcionalmente, o curso oferece a seguir uma breve introdugio a dados de painel (segdes 8.1 e 8.2) e examina a
regressio de variaveis instrumentais (Capitulo 10 ou apenas as segdes 10.1 e 10.2). O curso entdo segue para a
Parte IV, cobrindo previsio (Capitulo 12) e a estimagio de efeitos causais dindmicos (Capitulo 13). Se o tempo
permitir, o curso poderi incluir alguns topicos avangados em andlise de séries temporais, tais como he-
teroscedasticidade condicional (Secio 14.5). Pré-requisitos: dlgebra e introdugdo & estatistica.

Anilise de Séries Temporais Aplicada e Previsao

Este livro também pode ser usado para um curso de curta duragdo sobre séries temporais aplicadas e previsio
que tenha como pré-requisito um curso sobre analise de regressio. Gasta-se algum tempo com uma revisio
das ferramentas da anilise de regressio bisica na Parte I, dependendo do conhecimento do aluno. O curso
entio prossegue diretamente para a Parte IV e trabalha a previsio (Capitulo 12), a estimagio de efeitos cau-
sais dinimicos (Capitulo 13) e tépicos avangados em anilise de séries temporais (Capitulo 14), incluindo auto-
regressOes vetoriais e heteroscedasticidade condicional. Pré-requisitos: dlgebra e introdugdo a econometria basica ou
equivalente.

Introdugao a Teoria Econométrica

Este livro também é apropriado para um curso avangado de graduagdo com alunos que tenham um profundo
conhecimento matemaitico ou para um curso de econometria em nivel de mestrado. O curso faz uma breve
revisio da teoria de estatistica e probabilidade conforme necessario (Parte I) e apresenta a analise de regressdo uti-
lizando o tratamento nio matematico baseado em aplicagdes da Parte II. Essa introdugio é seguida pelo desen-
volvimento tebrico dos capitulos 15 e 16. O curso entio examina a regressdo com uma varidvel dependente
limitada (Capitulo 9) e a estimagio por méixima verossimilhanga (Apéndice 9.2). A seguir, volta-se opcionalmente
para regressio de variaveis instrumentais (Capitulo 10), métodos de séries temporais (Capitulo 12) e/ou estimagio
de efeitos causais utilizando dados de séries temporais ¢ minimos quadrados generalizados (Capitulo 13 e Se¢ao
16.6). Pré-requisitos: cdlculo e introdugdo  estatistica. O Capitulo 16 assume algum contato prévio com dlgebra matricial.

Recursos Pedagdgicos

O livro inclui uma série de recursos pedagbgicos com o objetivo de ajudar os alunos a entender, reter e aplicar
as idéias essenciais. As introducdes aos capitulos fornecem uma motivagdo e uma base do mundo real, bem como
um breve guia que destaca a seqiiéncia da discussio. Os termos-chave aparecem em negrito e so definidos no con-
texto ao longo de cada capitulo, e os quadros de Conceito- Chave apresentados em intervalos regulares recapitulam
as idéias centrais. Os quadros de interesse geral fornecem mengdes interessantes a topicos relacionados e destacam
estudos do mundo real que utilizam os métodos ou conceitos em discussao no texto. Um Resumo numerado con-
cluindo cada capitulo serve de quadro para a revisio dos principais pontos da cobertura. As questdes da segdo
Revisdo dos Conceitos verificam a compreensio do contetido principal por parte dos alunos, e os Exercicios servem
para se colocarem em pritica os conceitos e técnicas apresentados no capitulo. No final do livro, a se¢io Refe-
réncias Bibliogrdficas lista fontes para leitura adicional, o Apéndice fornece tabelas estatisticas, e um Glossdrio define
convenientemente todos os termos-chave do livro.
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Recursos Adicionais

Professores e estudantes que adotam este livro tém 2 disposigio uma gama de recursos adicionais no site do livro,
em www.aw.com/stock_br. Nele os estudantes encontram arquivos de dados (data sets) usados no livro, bem
como solucdes para os exercicios selecionados (em inglés), e os professores encontram o manual de solugdes (em
inglés) e apresentagdes em PowerPoint.

Agradecimentos

Muitas pessoas contribuiram para este projeto. Nossos maiores agradecimentos sio para nossos colegas de Har-
vard e Princeton que utilizaram manuscritos preliminares deste livro em sala de aula. Suzanne Cooper, da Kennedy
School of Government em Harvard, fez sugestdes inestimaveis e comentarios detalhados sobre muitos manu-
scritos. Na qualidade de professora assistente de um dos autores (Stock), ela também ajudou a revisar boa parte
do material deste livro durante seu desenvolvimento para uma disciplina de mestrado solicitada na Kennedy
School. Também somos gratos a dois outros colegas da Kennedy School: Alberto Abadie e Sue Dynarski, por
suas explicagdes pacientes sobre quase-experimentos e sobre o campo da avaliagdo de programas e por seus comen-
tirios detalhados sobre os manuscritos preliminares do livro. Em Princeton, Eli Tamer utilizou um manuscrito
preliminar do livro em suas aulas e também forneceu comentirios Gteis sobre o pendltimo manuscrito.

Também somos gratos a muitos de nossos amigos e colegas econometristas que gastaram tempo discutindo
conosco a esséncia deste livro e que no todo nos ofereceram tantas sugestdes ateis. Bruce Hansen (Universidade
de Wiscosin, Madison) e Bo Honore (Princeton) ofereceram um feedback ttil sobre os esbogos iniciais e as ver-
sdes preliminares do material principal da parte II. Joshua Angrist (MIT) e Guido Imbens (Universidade de Berke-
ley, Califérnia) forneceram sugestdes profundas sobre nossa abordagem dos materiais sobre avaliagio de programas.
Nossa apresentacio do material sobre séries temporais foi beneficiada pelas discussdes com Yacine Ait-Sahalia
(Princeton), Graham Elliot (Universidade da California, San Diego), Andrew Harvey (Universidade de Cam-
bridge) e Christopher Sims (Princeton). Por fim, muitas pessoas fizeram sugestdes Gteis sobre partes do manus-
crito relacionadas a suas 4reas de especializagio: Don Andrews (Yale), John Bound (Universidade de Michigan),
Gregory Chow (Princeton), Thomas Downes (Tufts), David Drukker (Stata, Corp.), Jean Baldwin Grossman
(Princeton), Eric Hanushek (Hoover Institution), James Heckman (Universidade de Chicago), Han Hong
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ergunte a meia dizia de econometristas a definigio de econometria e vocé terd meia dizia de respostas

diferentes. Um deles poderia dizer que econometria € a ciéncia que testa teorias economicas. Um segundo

poderia dizer que é o conjunto de ferramentas utilizadas para prever valores futuros de varidveis econémi-
cas, tais como as vendas de uma empresa, o crescimento global da economia ou os pregos das agdes. Qutro pode-
ria dizer que se trata do processo de ajuste dos modelos econdmicos matematizados a dados do mundo real. Outro
ainda diria que econometria ¢ a arte e a ciéncia que utiliza dados historicos para fazer recomenda¢des numéri-
cas ou quantitativas de politica no governo e nos negbcios.

Na verdade, todas essas respostas estdo certas. Sob um prisma mais amplo, econometria é a ciéncia e a arte
que utiliza a teoria econémica e as técnicas estatisticas para analisar dados econémicos. Os métodos econométri-
cos sio usados em muitas areas da economia, incluindo finangas, economia do trabalho, macroeconomia, micro-
economia, marketing e politica econdmica. Esses métodos normalmente também sio utilizados em outras ciéncias
sociais, incluindo ciéncia politica e sociologia.

Este livro apresenta o conjunto fundamental de métodos utilizados pelos econometristas. Usaremos esses
métodos para responder a diversas questdes quantitativas especificas, extraidas do mundo da politica, dos neg6-
cios e do governo. Este capitulo apresenta quatro dessas questdes e discute, em termos gerais, a abordagem
econométrica para responder a elas. Termina com uma resenha dos principais tipos de dados disponiveis
aos econometristas para responder a essas e a outras questdes econdmicas quantitativas.

1.1 Questoes Econdomicas que Examinamos

Muitas decisdes tomadas na economia, nos negdcios e no governo dependem da compreensio das relagdes
entre variveis no mundo que nos cerca. Essas decisdes requerem respostas quantitativas para questdes quantitativas.

Este livro examinari diversas questdes quantitativas extraidas de topicos atuais em economia. Quatro dessas
questdes referem-se i politica educacional, ao viés racial na contratagio de empréstimos hipotecdrios, ao con-
sumo de cigarros e a previsio macroeconomica.

Questao n° I: A Redugao do Tamanho das Turmas Melhora o Aprendizado no
Ensino Fundamental?

Propostas de reforma do sistema de ensino ptblico dos Estados Unidos geram debates acalorados. Muitas
propostas referem-se aos estudantes mais jovens, do ensino fundamental, o qual tem virios objetivos, tais como
o desenvolvimento de habilidades sociais, mas para muitos pais e educadores o objetivo mais importante € o apren-
dizado académico basico: ler, escrever e fazer as operacdes matematicas elementares. Uma proposta importante
para melhorar o aprendizado basico é a redugio do tamanho das turmas do ensino fundamental. Com menos
alunos nas turmas, segue o argumento, cada aluno recebe mais atengio do professor, ha menos interrupgdes
durante a aula, o aprendizado cresce e as notas melhoram.

Mas qual é, exatamente, o efeito da redugio do tamanho das turmas sobre o ensino fundamental? Essa
redugio custa dinheiro: requer a contratagio de mais professores e, se a escola ja estiver operando em sua capaci-
dade méxima, a construcio de novas salas de aula. Um tomador de decisdes que esteja considerando a contratagio
de mais professores deve pesar os custos e os beneficios. Para fazer isso, contudo, o tomador de decisdes deve ter
uma compreensio quantitativa exata dos provaveis beneficios. O efeito benéfico de turmas menores sobre o aprendi-

zado bisico € grande ou pequeno? E possivel que turmas menores nio tenham nenhum efeito sobre o apren-
dizado basico?
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Embora o senso comum e a experiéncia cotidiana possam sugerir que um maior aprendizado ocorra quando
ha menos estudantes, o senso comum ndo pode fornecer uma resposta quantitativa a questio sobre qual é exata-
mente o efeito na redugio do tamanho das turmas sobre o aprendizado basico. Para obter essa resposta, precisamos
examinar a evidéncia empirica — isto é, a evidéncia baseada em dados — que relaciona o tamanho das turmas
ao aprendizado basico no ensino fundamental.

Neste livro, examinaremos a relagio entre o tamanho das turmas e o aprendizado basico utilizando dados
coletados de 420 diretorias regionais de ensino da Califérnia em 1998. Segundo esses dados, alunos de diretorias
com turmas pequenas tendem a ter desempenho melhor em exames padronizados do que alunos de direto-
rias regionais com turmas maiores. Embora esse fato seja coerente com a idéia de que turmas menores geram
pontuacdes melhores nos exames, ele pode simplesmente refletir outras vantagens que alunos de diretorias de
ensino com turmas pequenas tém sobre seus colegas de diretorias de ensino com turmas grandes. Por exemplo,
diretorias de ensino com turmas pequenas tendem a ter moradores com melhor poder aquisitivo do que aquelas
com turmas grandes; desse modo, os alunos de diretorias de ensino com turmas pequenas tém mais oportunidades
para aprender fora da sala de aula. Pode ser que sejam essas oportunidades adicionais de aprendizado, e nio as tur-
mas menores, que levem a pontuages mais altas nos exames. Na Parte 2, utilizaremos anilise de regressio mualti-
pla para isolar o efeito de mudangas no tamanho das turmas em relagio a mudangas em outros fatores, tais como
a situagio econbmica dos alunos.

Questao n° 2: Ha Discriminagao Racial no Mercado de Empréstimos
Hipotecarios?

A maioria dos norte-americanos adquire sua residéncia com o auxilio de uma hipoteca, um grande emprés-
timo garantido pelo valor do imével. Por lei, as institui¢des financeiras norte-americanas nio podem levar em
consideragio a raga do requerente ao decidir pela concessio ou recusa de um pedido de hipoteca: candidatos
idénticos em todos os aspectos — com excegio de sua raga — deveriam ter seu pedido de hipoteca aprovado.
Em teoria, portanto, nio deveria haver viés racial na concessio de empréstimos hipotecirios.

Em contraste com essa conclusio teodrica, pesquisadores do Federal Reserve Bank (Banco da Reserva Fe-
deral), de Boston,” constataram (utilizando dados do inicio da década de 1990) que 28 por cento dos requerentes
negros tinham seu pedido de hipoteca negado, enquanto apenas 9 por cento dos requerentes brancos tinham seu
pedido negado. Seri que esses dados indicam que, na pratica, existe viés racial na concessio de empréstimos
hipotecirios? E, se for esse o caso, qual é a dimensio do viés?

De acordo com os dados do Fed de Boston, o fato de mais requerentes negros do que brancos terem seu
pedido negado nio fornece por si s6 evidéncia de discriminagdo por parte dos mutuantes, pois requerentes negros
e brancos diferem sob muitos outros aspectos além da raga. Antes de concluir que existe viés racial no mercado
hipotecirio, esses dados devem ser examinados mais de perto para se constatar se existe uma diferenca na pro-
babilidade de requerentes idénticos sob outros aspectos terem o pedido negado e, se for esse o caso, se essa diferenga
é grande ou pequena. Para isso, no Capitulo 9 apresentaremos os métodos econométricos que permitem quan-
tificar o efeito da raga sobre a probabilidade de se obter uma hipoteca, mantendo constantes outras caracteristicas
dos requerentes, particularmente sua capacidade de saldar o empréstimo.

Questao n® 3: Em Quanto a Tributagao sobre Cigarros Reduz Seu Consumo?

O consumo de cigarros é um grande problema de satide pablica mundial. Muitos dos custos do hibito de
fumar recaem sobre outros membros da sociedade, tais como as despesas com tratamento médico de doencas
provocadas pelo cigarro e os custos menos quantificiveis para os nio-fumantes, que preferem nio respirar a fumaca
de terceiros. Como esses custos recaem sobre outras pessoas além do fumante, ha intervencio governamental na

* Agéncia Distrital do Banco Central dos Estados Unidos (Federal Reserve Bank), situada em Boston. O Banco Central norte-ameri-
cano é normalmente chamado de Fed, nome que utilizaremos ocasionalmente no texto. Maiores detalhes sobre a organizacio do Banco
Central dos Estados Unidos podem ser encontrados, inter alia, em Blanchard, Olivier J. Macroeconomics, 3. ed. Boston: Addison-Wesley,
2003 (N. do R.T.).
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redugio do consumo de cigarros. Um dos instrumentos mais flexiveis para a redu¢io do consumo é o aumento
dos impostos sobre cigarros.

De acordo com as noc¢odes de economia bésica, se os precos dos cigarros subirem, o consumo cairi. Mas em
quanto? Se o prego de venda subir 1 por cento, em qual percentual a quantidade de cigarros vendidos cairi? A
mudangca percentual da quantidade demandada resultante de um aumento de 1 por cento no preco é a elasticidade-
prego da demanda. Se queremos reduzir o hibito de fumar em determinado montante, digamos 20 por cento, por
meio do aumento de impostos, precisamos conhecer a elasticidade-preco para calcular o aumento de pregos
pecessirio para atingir essa redug¢io do consumo. Mas qual é a elasticidade-pre¢o da demanda por cigarros?

Embora a teoria economica nos forneca conceitos que ajudam a responder a essa questio, ela nio nos diz o
valor numérico da elasticidade-pre¢o da demanda. Para conhecer a elasticidade, precisamos examinar a evidén-
cia empirica sobre o comportamento dos fumantes e dos fumantes em potencial. Em outras palavras, precisamos
analisar dados sobre o consumo e os precos dos cigarros.

Os dados que examinamos sdo relativos a vendas e pregos de cigarros, impostos sobre cigarros e renda pes-
soal em nivel estadual para os Estados Unidos nas décadas de 1980 e 1990. Segundo os dados, estados com baixos
impostos sobre cigarros e, portanto, cigarros com pregos baixos apresentam um alto indice de fumantes, enquanto
estados com pregos elevados apresentam um baixo indice de fumantes. Entretanto, a analise desses dados é com-
plicada, uma vez que a causalidade se move nos dois sentidos: impostos baixos levam a uma demanda elevada,
mas, se hi muitos fumantes no Estado, os politicos locais podem tentar manter os impostos sobre cigarros em
um patamar baixo para satisfazer a seus eleitores fumantes. No Capitulo 10 estudaremos os métodos que lidam
com essa “causalidade simultinea” e utilizaremos esses métodos para estimar a elasticidade-preco da demanda
por cigarros.

Questao n?4: Qual Sera a Taxa de Inflagao no Préximo Ano?

Parece que as pessoas sempre desejam prever o futuro. Como serdo as vendas no préximo ano em uma
empresa que planeja um investimento em equipamentos novos? Serd que a bolsa de valores vai subir no més que
vem, ¢, se for esse o caso, em quanto? Os impostos municipais arrecadados no ano que vem cobririo os gastos
planejados com servigos municipais? Sua prova de microeconomia na semana que vem se concentrari em exter-
nalidades ou monopdlios? Sibado serd um bom dia para ir i praia?

Um aspecto do futuro em que os macroeconomistas e economistas financeiros estio particularmente inte-
ressados € a taxa da inflagio total dos pregos durante o préximo ano. Um financista pode aconselhar um cliente
a tomar um empréstimo ou a salda-lo a uma dada taxa de juros, dependendo de uma melhor previsio para a taxa
de inflacio ao longo do préoximo ano. Os economistas de bancos centrais como o Federal Reserve Board, em
Washington, D.C., e o European Central Bank, em Frankfurt, Alemanha, sio responsavels por manter a taxa da
inflacao de pregos sob controle e por isso suas decisdes sobre a fixagio das taxas de juros se apéiam na previsio
da inflagio ao longo do préximo ano. Se projetarem o aumento da taxa de inflagio em um ponto percentual,
eles devem aumentar as taxas de juros acima disso para desacelerar uma economia que, de seu ponto de vista,
corre o risco de estar superaquecida. Se a sua projecio estiver errada, correm o risco de provocar uma recessio
desnecessiria ou um salto indesejavel na taxa de inflagio.

Os economistas que dependem de previsdes numéricas precisas utilizam modelos econométricos para fazer
essas previsdes. O trabalho de um formulador de previsdes consiste em prever o futuro usando o passado; os
cconometristas fazem isso utilizando-se da teoria econdmica e de técnicas estatisticas para quantificar relagdes em
dados historicos.

Os dados utilizados nos Estados Unidos para prever a inflacio sio as taxas de inflagio e de desemprego. Uma
relacio empirica importante nos dados macroecondémicos é a “curva de Phillips”, em que um valor atualmente
baixo da taxa de desemprego esta associado a um aumento da taxa de inflagdo ao longo do préximo ano. Uma
das previsdes de inflagio que desenvolveremos e avaliaremos no Capitulo 12 baseia-se na curva de Phillips.

Questdes Quantitativas, Respostas Quantitativas

Cada uma dessas quatro questdes requer uma resposta numérica. A teoria econdmica oferece pistas sobre a
IE5posta — o consumo de cigarros deve diminuir se o preco aumenta —, mas o valor efetivo do niimero deve
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ser obtido empiricamente, isto &, por meio da anilise dos dados. Como utilizamos dados para responder a questdes
quantitativas, nossas respostas s¢mpre possuem alguma incerteza: um conjunto diferente de dados produziria uma
resposta numérica diferente. Desse modo, a estrutura conceitual para a analise precisa fornecer tanto uma resposta
numeérica para a questio quanto uma medida da precisio dessa resposta.

A estrutura conceitual utilizada neste livro € o modelo de regressio multipla, o alicerce da econometria. Esse
modelo, apresentado na Parte 2, proporciona uma forma matemitica de quantificar como uma mudanga em uma
varivel afeta outra variivel, mantendo tudo o mais constante. Por exemplo, qual é o efeito de uma mudanga no
tamanho das turmas sobre as pontuagdes nos exames, mantendo conistantes as caracteristicas dos alunos (como renda
familiar) que o diretor regional de ensino nio pode controlar? Qual é o efeito de sua raga sobre suas oportu-
nidades de ter um pedido de hipoteca aprovado, mantendo constantes fatores como sua capacidade de saldar o
empréstimo? Que efeito tem um aumento de 1 por cento no prego dos cigarros sobre seu consumo, mantendo
constante a renda dos fumantes e dos fumantes em potencial? O modelo de regressio maltipla e suas extensdes
fornecem uma estrutura para responder a essas questdes utilizando dados e para quantificar a incerteza associada
a essas respostas.

1.2 Efeitos Causais e Experimentos Idealizados

Assim como muitas questdes encontradas na econometria, as primeiras trés questdes da Se¢io 1.1 dizem
respeito a relages causais entre variiveis. No uso cotidiano, diz-se que uma a¢io causa um efeito se o efeito é o
resultado direto, ou conseqiiéncia, daquela agio. Encostar em um forno quente faz com que vocé se queime;
beber agua diminui sua sede; colocar ar nos pneus do carro faz com que eles fiquem cheios; aplicar fertilizante
em plantagdes de tomates faz com que nasgam mais tomates. Causalidade significa que uma agio especifica (aplicar
fertilizante) leva a uma conseqiiéncia especifica, mensuravel (mais tomates).

Estimagao de Efeitos Causais

Qual é a melhor forma de medir o efeito causal sobre a produgio de tomates (medida em quilos) da apli-
cagdo de determinado montante de fertilizante, digamos 100 gramas de fertilizante por metro quadrado?

Uma forma de medir esse efeito causal é conduzir um experimento. Nesse experimento, um pesquisador
agrénomo planta diversos lotes de tomates. Cada lote é cuidado de forma idéntica, mas com uma excecio: alguns
lotes recebem 100 gramas de fertilizante por metro quadrado, ao passo que os demais nio recebem nada. Além
disso, a atribui¢io quanto a um lote receber ou nio fertilizante é feita aleatoriamente por um computador, o que
assegura que quaisquer outras diferencas entre os lotes ndo estejam relacionadas com o recebimento ou nio de
fertilizante. Ao final da safra, o agronomo pesa a colheita de cada lote. A diferenca entre a producio média por
metro quadrado dos lotes tratados e dos nio tratados é o efeito do tratamento por fertilizante sobre a produgio
de tomates.

Esse é um exemplo de um experimento controlado aleatério. E controlado na medida em que existe
tanto um grupo de controle, que nio recebe nenhum tratamento (nenhum fertilizante), quanto um grupo
de tratamento, que recebe o tratamento (100 g/m? de fertilizante). E aleatério porque o tratamento é atribuido
aleatoriamente. Essa atribuigio aleatéria elimina a possibilidade de uma relagio sistematica entre, por exemplo, a
quantidade de luz solar no lote e o recebimento ou nio de fertilizante, de modo que a Gnica diferenca sistematica
entre os grupos de tratamento ¢ de controle é o tratamento em si. Se o experimento for implementado de modo
adequado em uma escala suficientemente grande, ele produzird uma estimativa do efeito causal do tratamento
(aplicar 100 g/m? de fertilizante) sobre o resultado de intetesse (produgio de tomates).

Neste livro, o efeito causal é definido como o efeito de dada acio ou tratamento sobre um resultado, con-
forme medido em um experimento controlado aleatério ideal. Nesse experimento, a (inica razio sistematica para
as diferencas observadas nos resultados entre os grupos de tratamento e de controle € o tratamento em si.

E possivel imaginar um experimento controlado aleatério ideal para responder a cada uma das trés primeiras
questdes da Secio 1.1. Por exemplo, para estudar o tamanho das turmas, podemos imaginar a atribuicio aleat6ria
de “tratamentos” de diferentes tamanhos de turmas a diferentes grupos de alunos. Se o experimento for elabo-
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rado e implementado de forma que a tinica diferenca sistematica entre os grupos de alunos seja o tamanho das
turmas, teoricamente ele estimari o efeito da redu¢do do tamanho das turmas sobre as pontuagdes dos exames,
mantendo tudo o mais constante.

O conceito de experimento controlado aleatério ideal é itil porque fornece uma definigio de efeito causal.
Na pratica, entretanto, nio é possivel conduzir experimentos ideais. Na verdade, experimentos sio raros em
econometria porque freqiientemente sio antiéticos, impossiveis de executar de maneira satisfatéria ou absurda-
mente caros. O conceito de experimento controlado aleatério ideal, porém, proporciona um ponto de referéncia
tedrico para uma analise econométrica de efeitos causais utilizando dados do mundo real.

Previsao e Causalidade

Embora as trés primeiras questdes da Se¢io 1.1 se refiram a efeitos causais, 0 mesmo nio acontece com a
quarta questio — previsio da inflagio. Vocé nio precisa conhecer uma relagio causal para fazer uma boa pre-
visio. Uma boa forma de “prever” se estd chovendo é observar se os pedestres estio usando guarda-chuvas, mas
o ato de utilizar um guarda-chuva nio causa a chuva.

Mesmo que a previsio ndo envolva relagdes causais, a teoria macroecondmica sugere padrdes e relagdes que
podem ser Uteis para a previsio da inflagio. Como veremos no Capitulo 12, a anilise de regressio miltipla per-
mite quantificar relagdes historicas sugeridas pela teoria econdmica, verificar se essas relagdes sio estiveis ao longo
do tempo, fazer proje¢Ses quantitativas sobre o futuro e avaliar a precisio dessas previsdes.

1.3 Dados: Fontes e Tipos

Em econometria, os dados originam-se de experimentos ou de observa¢des nio experimentais do mundo.
Este livro examina as bases de dados experimentais e nio experimentais.

Dados Experimentais versus Dados Observacionais

Dados experimentais vém de experimentos concebidos para a avaliagio de um tratamento ou uma politica
ou para a investiga¢io de um efeito causal. Por exemplo, o Estado do Tennessee, nos Estados Unidos, financiou
um grande experimento controlado aleatério examinando o tamanho das turmas na década de 1980. Nesse expe-
rimento, que examinaremos no Capitulo 11, milhares de alunos foram atribuidos aleatoriamente para turmas de
tamanhos diferentes durante virios anos e tiveram de fazer anualmente exames padronizados.

O experimento do tamanho das turmas do Tennessee custou milhdes de ddlares e exigiu a cooperacio con-
tinua de muitos diretores de ensino, pais e professores ao longo de muitos anos. Como os experimentos do mundo
real com individuos sdo dificeis de administrar e controlar, eles apresentam falhas em relagio aos experimentos
controlados aleatérios ideais. Além disso, em algumas circunstincias, os experimentos nio apenas sio caros e difi-
ceis de controlar, mas também antiéticos. (Seria ético oferecer cigarros baratos a adolescentes selecionados aleato-
riamente para ver o quanto eles compram?) Em virtude desses problemas financeiros, praticos e éticos, os
experimentos em economia sio raros. Em vez disso, a maioria dos dados econdmicos é obtida por meio da obser-
Vagio do comportamento no mundo real.

Dados obtidos pela observagio do comportamento efetivo fora de um ambiente experimental sio chama-
dos de dados observacionais. Esses dados sio coletados por meio de pesquisas, como uma pesquisa por tele-
fone com consumidores, e por registros administrativos, como registros historicos sobre pedidos de hipoteca
mantidos pelas institui¢des financeiras.

Dados observacionais colocam grandes desafios para as tentativas econométricas de estimagio de efeitos
Causais, e as ferramentas da econometria enfrentam esses desafios. No mundo real, os niveis de “tratamento” (a
quantidade de fertilizante no exemplo do tomate, a razio aluno-professor no exemplo do tamanho das turmas)
130 sjo atribuidos aleatoriamente, de modo que é dificil separar o efeito do “tratamento” de outros fatores re-
levantes. Grande parte da econometria, e deste livro, dedica-se a métodos que fazem frente aos desafios encon-
trados quando os dados do mundo real sio utilizados para a estimagio de efeitos causais.
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Sejam experimentais ou observacionais, as bases de dados podem ser de trés tipos principais: dados de corte,
dados de séries temporais e dados de painel. Neste livro vocé encontrara todos eles.

Dados de Corte

Dados sobre diferentes entidades — trabalhadores, consumidores, empresas, unidades governamentais e assim
por diante — em um tnico periodo de tempo sio chamados de dados de corte. Por exemplo, os dados sobre
pontua¢Ses de exames nas diretorias de ensino da California sio dados de corte: referem-se a 420 entidades (dire-
torias de ensino) para um fnico periodo de tempo (1998). Em geral, o ntimero de entidades sobre as quais temos
observagdes é representado por n, de modo que temos 7 = 420 para o exemplo da base de dados da Califérnia.

A base de dados sobre as pontuagdes nos exames da Califérnia contém medidas de variiveis diferentes para
cada diretoria. Alguns desses dados estio na Tabela 1.1. Cada linha apresenta dados para uma diretoria diferente.
Por exemplo, a pontuagio média nos exames para a primeira diretoria (“diretoria n® 17) € 690,8; essa é a média
das pontuagdes dos exames de matemitica e ciéncias para todos os alunos da quinta série dessa diretoria em 1998
em um exame padronizado (SAT — Stanford Achievement Test, ou Exame de Aproveitamento de Stanford). A
razio média aluno-professor naquela diretoria é de 17,89, isto é, o niimero de alunos na diretoria n® 1 dividido
pelo niimero de professores é 17,89. O gasto médio por aluno nessa diretoria é de US$ 6.385. O percentual de
alunos nessa diretoria que ainda estdo aprendendo inglés — isto &, o percentual de alunos para os quais o inglés
€ o segundo idioma e que ainda nio sio proficientes nessa lingua — é 0 por cento.

As linhas seguintes apresentam dados para outras diretorias. A ordem das linhas é arbitriria e o nimero da
diretoria, chamado de nfimero da observagao, é um niimero atribuido arbitrariamente que organiza os dados.
Como voceé pode ver na tabela, todas as variiveis listadas apresentam mudangas consideraveis.

Com dados de corte, podemos aprender sobre as relagdes entre varidveis estudando as diferengas entre pes-
soas, empresas ou outras entidades econdmicas durante um tnico periodo de tempo.

Dados de Séries Temporais

Dados de séries temporais sio dados para uma entidade Gnica (pessoa, empresa, pais) coletados em diver-
sos periodos de tempo. Nossa base de dados sobre taxas de inflagio e desemprego nos Estados Unidos é um

TABELA 1.1 Observacoes Selecionadas sobre Pontuagdes de Exames e Outras Varidveis para as

Diretorias de Ensino da Califérnia em 1998
Numero da Pontuagéio média nos Razéo Gastos por Porcentagem de alunos
observacéo (diretoria) exames da diretoria (59 série) aluno-professor aluno (US$) aprendendo inglés
1 690,8 17,89 6.385 0,0
661,2 21,52 5.099 4,6
3 i 6;43,; 18,70 5.502 30,0
4 1 647,7-' 17,36 7.102 ) 0,0
5 640,8 18,67 5.236 13,9
418 645,0- ) i 21,89 4.403 24,3
e enma 2020 4776 3,0
420 655,8 19,04 5.993 5,0
MI: &aﬂe dados sobre pontuagio nos exames da California estd no Ap_éndice 4.1. o ]
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exemplo de base de dados de séries temporais. A base de dados co.ntém observa¢des de ’duas varidveis (as taxas
de inflagdo e desemprego) para uma finica entidade (Estad95 Unidos) durante 167 .pen.odos. de temPc.). Céda

eriodo de tempo dessa base de dados corresponde a um tr1mestr§ de um ano (o prlfnelro trimestre é janeiro,
E-\,-;-rc-iro e mar¢o; o segundo é abril, maio e junho, e assim por diante). As observagdes dess? base de dados se
iniciaram no segundo trimestre de 1959, que passa a ser representado por 1959:11, e terminaram no quarto
wrimestre de 2000 (2000:1V). O niimero de observagdes (isto €, periodos de tempo) em uma base de dados de
séries temporais é representado por T. Como hd 167 trimestres de 1959:1I a 2000:1V, essa base de dados con-
téem T = 167 observagoes. ‘

Algumas observagdes dessa base de dados sio mostradas na Tabela 12 Os dados de cada linha correspon-
dem a um perfodo de tempo diferente (ano e trimestre). No segundo trimestre de 1959, por exempk?, a taxa de
inflagio de pregos foi de 0,7 por cento a0 ano a uma taxa anualizada. Em outras palavras, se a mﬂag_io tivesse con-
tinuado por 12 meses a taxa do segundo trimestre de 1959, o nivel geral de pre¢os (conforme medido pelo Indice
de Precos ao Consumidor — IPC) teria aumentado 0,7 por cento. No segundo trimestre de 1959, a taxa de desem-
prego foi de 5,1 por cento, isto &, 5,1 por cento da forga de trab?lho declarow.u que estava sem trabalho e que
procurava uma colocagio. No terceiro trimestre de 1959, a taxa de inflagio medida pelo IPC foi de 2,1 por cento
e a taxa de desemprego foi de 5,3 por cento.

Ao monitorar uma tnica entidade ao longo do tempo, os dados de séries temporais podem ser utilizados para
o estudo da evolugio das variaveis a0 longo do tempo e para a previsio dos valores futuros dessas variveis.

Dados de Painel

Dados de painel, também chamados de dados longitudinais, sio dados de diversas entidades em que
cada uma delas é observada em dois ou mais periodos de tempo. Nossos dados sobre consumo de cigarros e precos
de cigarros sio um exemplo de base de dados de painel. Na Tabela 1.3, mostramos variaveis e observagoes sele-
cionadas dessa base de dados. O nimero de entidades de uma base de dados de painel é representado por n, € o
ntimero de periodos de tempo, por T. Na base de dados de cigarros, temos observagdes para n = 48 estados norte-
americanos (entidades) durante T'= 11 anos (periodos de tempo), de 1985 a 1995. Portanto, existe um total de
n X T =48 X 11 = 528 observagdes.

TABELA 1.2 Observagdes Selecionadas para as Taxas de Inflagéio pelo indice de Pregos ao Consumidor
(IPC) e de Desemprego nos Estados Unidos: Dados Trimestrais, 1959-2000.
Nomero da Data Taxa de inflagéo pelo IPC Taxa de
observagéo {Ano: trimestre) (Porcentagem ao ano a uma taxa anualizada) desemprego (%)
1 1959:11 0,7 " _5,1 - )
2 1959:111 2,1 o 5,? T
= 3 3 195‘_):I_V— B 2,4 e = _5,? —r
A 4 19_60:1_ o i e _0,4 - 5,1 el
5 19601 24 oY I
| ___1_(;5_ = _P__ZHOEII_ e = " 3,0 - 4,0 B
- 166 ) 2000:;11 P - 35 ) - 4,0 )
) 167 ) 2000:1v .= ) _2,8 - ) _4,0 —
E\lota: A -b_as; (;e dados sobre inﬂa;5; e deserr;ego_nos Es_taaos Gnidos esta no Apéndice 12.1.
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B_adostleCMe. de Séries Temporais e de Painel

‘ » Dados de corte consistem em diversas entidades observadas em um tnico periodo.

» Dados de séries temporais consistem em uma Gnica entidade observada em diversos
* »
Conceito-  periodos.

Chave u Da(.ios de painel (também conhecidos como dados longitudinais) consistem em diversas
1.1 entidades em que cada uma delas ¢ observada em dois ou mais periodos.
*

TABELA 1.3 Observagdes Selecionadas sobre Vendas e Precos de Cigarros e Impostos sobre Esse
Produto por Estado e Ano para os Estados Unidos, 1985-1995
Numero da Vendas de cigarros  Preco médio por mago Impostos totais
observacao Estado Ano (macos per capita) (incluindo impostos)  (imposto sobre consumo + imposto sobre vendas)
1 Alabama 1985 116,5 US$ 1,022 US$ 0,333
2 Arkansas 1985 128,5 1,015 0,370
3 Arizona 1985 104,5 1,086 0,362
47 West Virginia 1985 112,8 1,089 0,382
48 Wyoming 1985 - 129,4 0,935 0,240
49 Alabama 1986 117,2 1,080 0,334
96 Wyoming 1986 127.8 1,007 0,240
97 Alabama 1987 115,8 . 1,135 0,335
528 Wyoming 1995 112,2 1,585 0,360
Nota: A base de dados sobre consumo de cigarros estd no Apéndice 10.1.

Uma parte da base de dados de consumo de cigarros é mostrada na Tabela 1.3. O primeiro bloco de 48
observagdes mostra os dados de cada Estado dos Estados Unidos em 1985, organizados alfabeticamente do
Alabama a Wyoming. O bloco seguinte de 48 observacdes lista os dados de 1986 e assim por diante, até 1995.
Por exemplo, em 1985, as vendas de cigarros no Arkansas eram de 128,5 magos per capita (o nGimero total de
magos de cigarros vendidos no Arkansas em 1985 dividido pelo total da popula¢io do Estado em 1985 é igual a
128,5). O pre¢o médio de um mago de cigarros no Arkansas em 1985, incluindo impostos, era US$ 1,015, dos
quais US$ 0,37 eram impostos federais, estaduais e locais.”

. ey ———
O contexto local dos Estados Unidos é préximo, no Brasil, ao contexto municipal. Na verdade, o caso norte-americano se refere a con-
dados (N. do R.T.).
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Os dados de painel podem ser usados para aprender sobre relagdes econdmicas com base nas experiéncias de

muitas entidades diferentes na base de dados e na evolugio ao longo do tempo das varidveis de cada entidade.

As definicdes de dados de corte, dados de séries temporais e dados de painel estio resumidas no quadro Con-

ceito-Chave 1.1. -

Resumo

1. Muitas decisBes em negdcios ¢ em economia requerem estimativas quantitativas de como uma mudanga

em uma variavel afeta outra variavel.

2. Conceitualmente, a forma de estimar um efeito causal é por meio de um experimento controlado
aleatério, mas conduzir tais experimentos para aplicagdes econdmicas € freqiientemente antiético, com-

plexo e extremamente caro.

3. A econometria proporciona ferramentas para estimar efeitos causais utilizando tanto dados observacionais
(nio experimentais) quanto dados de experimentos imperfeitos do mundo real.

4. Dados de corte sio coletados por meio da observagio de diversas entidades em um Gnico ponto no tempo;
dados de séries temporais sio coletados por meio da observagio de uma tnica entidade em diversos pon-
tos no tempo; e dados de painel sio coletados por meio da observagdo de diversas entidades, cada qual

observada em diversos pontos no tempo.

Termos-chave

experimento controlado aleatorio (6) dados de corte (8)

grupo de controle (6) nimero da observacio (8)
grupo de tratamento (6) dados de séries temporais (8)
efeito causal (6) dados de painel (9)

dados experimentais (7) dados longitudinais (9)

dados observacionais (7)
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1.2

1.3

Elabore um experimento controlado aleatério ideal hipotético para estudar o efeito do namero de horas
de estudo sobre o desempenho em provas de microeconomia. Sugira alguns obsticulos para a implemen-

tagdo desse experimento na pratica.

Elabore um experimento controlado aleatério ideal hipotético para estudar o efeito do uso de cintos de
seguranca sobre o niimero de mortes em acidentes de trinsito. Sugira alguns obsticulos para a implemen-
tacio desse experimento na pratica.

Solicitaram a vocé um estudo sobre a relacio entre horas gastas com treinamento de funciondrios (medidas
em horas por trabalhador por semana) em uma fibrica e a produtividade de seus trabalhadores (produgio
por trabalhador por hora). Descreva:

a. um experimento controlado aleatério ideal para medir esse efeito causal;

b. uma base de dados observacionais de corte com a qual vocé poderia estudar esse efeito;

c. uma base de dados observacionais de séries temporais com a qual vocé poderia estudar esse efeito e

d. uma base de dados observacionais de painel com a qual vocé poderia estudar esse efeito.




Revisao de
' Probabilidade

CAP[{TULO 2

ste capitulo traz uma revisio das idéias centrais da teoria da probabilidade necessirias para a compreensio
da anélise de regressio e da econometria. N6s presumimos que vocé tenha cursado uma disciplina de intro-
dugio A probabilidade e estatistica. Se o seu conhecimento de probabilidade estiver defasado, vocé deve
reforga-lo lendo este capitulo. Caso se sinta seguro com o material, ainda assim deve percorrer rapidamente o
capitulo e os termos e conceitos no final para se assegurar de que estd familiarizado com as idéias e as notagdes.

A maioria dos aspectos do mundo que nos cerca tem um elemento de aleatoriedade. A teoria da probabi-
lidade nos proporciona instrumentos matematicos para quantificar e descrever essa aleatoriedade. Na Secdo 2.1
fazemos uma revisio das distribui¢des de probabilidade para uma Gnica variavel aleatdria e na Segio 2.2 falamos
sobre a expectativa matematica,” a média e a variincia de uma tnica variavel aleatéria. A maioria dos problemas
interessantes em economia envolve mais de uma variavel; assim, na Se¢io 2.3, apresentamos os elementos basi-
cos da teoria da probabilidade para duas variaveis aleatérias. Na Se¢do 2.4, discutimos trés distribuigdes de probabi-
lidade especiais que desempenham um papel central em estatistica e em econometria: as distribui¢des normal,
qui-quadrado e F, ,

As duas tltimas se¢des deste capitulo se concentram em uma fonte especifica de aleatoriedade de importin-
cia fundamental na econometria: a aleatoriedade originada da selecio aleatéria de uma amostra de dados com
base em uma populagio maior. Por exemplo, suponha que vocé observe dez individuos recém-formados na
universidade selecionados ao acaso, registre (ou “observe”) seus ganhos e calcule o ganho médio utilizando esses
dez dados (ou “observacdes”). Como vocé escolheu a amostra aleatoriamente, poderia ter selecionado dez ou-
tros recém-formados por mero acaso; se tivesse feito isso, teria observado dez ganhos diferentes e calculado uma
média da amostra diferente. Como o ganho médio varia de uma amostra escolhida aleatoriamente para outra,
a média da amostra é em si uma variavel aleatéria. Portanto, a média da amostra tem uma distribuigio de pro-
babilidade, que é chamada de distribuigio amostral”™ da média da amostra porque descreve diferentes valores
possiveis para a média da amostra que poderiam ter ocorrido se uma amostra diferente tivesse sido selecionada.

Na Secio 2.5, discutimos a amostragem aleatéria e a distribuigio amostral da média da amostra. A distribuicio
amostral é, geralmente, complicada. Entretanto, quando o tamanho da amostra é grande o bastante, a distribui-
¢do amostral da média da amostra é aproximadamente normal, um resultado conhecido como teorema central
do limite, que seri discutido na Se¢io 2.6. '

2.1 Variaveis Aleatérias e Distribui¢coes de Probabilidade

Probabilidades, Espaco Amostral e Variaveis Aleatorias

Probabilidades e resultados. O sexo da proxima pessoa que vocé vai conhecer, sua nota em uma prova e
o nimero de vezes que seu computador vai travar enquanto vocé estiver digitando um trabalho t2m um ele-
mento de acaso ou aleatoriedade. Em cada um desses exemplos, ha algo ainda desconhecido que seri revelado
oportunamente.

A expressio tradicional “esperanga matemitica” normalmente & utilizada como tradugio de mathematical expectation em cursos de estatis
tica em virtude de seu uso difundido nessa area. No contexto da teoria macroecondmica, no entanto, a mesma expressio seria traduzida
como “expectativa matemitica”, bastando lembrar, por exemplo, a literatura de modelos com expectativas racionais. Aqui optamos
pela segunda tradugio, lembrando o leitor de que ele pode utilizar a primeira se assim preferir (N. do R.T.).

A traducio mais utilizada em estatistica para sampling distribution & “distribui¢io amostral”, que adotamos no texto. No entanto, uma
tradugdo mais proxima do original seria “distribui¢io da amostragem” (N. do R.T.).

*k
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Ocorréncias potenciais mutuamente exclusivas de um processo aleatério sio chamadas de resultados. Por
exemplo, pode ser que seu computador nunca trave, pode ser que trave uma vez, duas vezes € assim por diante.
Apenas um desses resultados ,iré .de fato ocorrer (os resultados s3io mutuamente exclusivos) e os resultados nio
precisam ser igualmente provaveis.

A probabilidade de um resultado ¢ a propor¢io do tempo em que tal resultado ocorre no longo prazo. Se
a probabilidade de seu computador nio travar enquanto vocé digita um trabalho é de 80 por cento, na digitagio
de diversos trabalhos vocé concluird 80 por cento deles sem que o computador trave.

Espago amostral e eventos. O conjunto de todos os resultados possiveis € chamado de espago amostral.
Um evento é um subconjunto do espago amostral, isto é, € um conjunto de um ou mais resultados. O evento
“meu computador nio vai travar mais de uma vez” ¢ o conjunto que consiste em dois resultados: “ndo travar” e

“eravar uma vez’ .

Varidveis aleatorias. Uma variivel aleatdria é uma sintese numérica de um resultado aleatério. O nimero
de vezes que seu computador trava enquanto vocé digita um trabalho & aleatério e assume um valor numérico,
portanto € uma variavel aleatéria.

Algumas variaveis aleatdrias sio discretas, outras sio continuas. Conforme seus nomes sugerem, uma va-
riavel aleatéria discreta assume somente um conjunto discreto de valores, como 0, 1, 2, ..., ao passo que uma
varidvel aleatéria continua assume um conjunto continuo de valores possiveis.

Distribuigao de Probabilidade de uma
Variavel Aleatoria Discreta

Distribuigcdo de probabilidade. A distribuigio de probabilidade de uma variivel aleatdria discreta é a
lista de todos os valores possiveis para a variivel e a probabilidade de que cada valor venha a ocorrer. A soma
dessas probabilidades é um.

_ Por exemplo, seja M o niimero de vezes que seu computador trava enquanto vocé digita um trabalho. A dis-
tribuicio de probabilidade da vari4vel aleatéria M é a lista das probabilidades de cada resultado possivel: a pro-
babilidade de M = 0, representada por P(M = 0), & a probabilidade de o computador nunca travar; P(M = 1) é
a probabilidade de o computador travar somente uma vez; ¢ assim por diante. Um exemplo de distribuigdo de
probabilidade para M é dado na segunda linha da Tabela 2.1; nessa distribuicdo, se o seu computador travar qua-
tro vezes, vocé desistird e escrevera seu trabalho 4 mio. De acordo com essa distribui¢do, a probabilidade de o
computador nunca travar é de 80 por cento, a probabilidade de travar uma vez é de 10 por cento e a probabili-
dade de travar duas, trés ou quatro vezes é de 6, 3 e 1 por cento, respectivamente. Essas probabilidades somam
100 por cento. Essa distribui¢io de probabilidade é mostrada na Figura 2.1.

Probabilidades de eventos. A probabilidade de um evento pode ser calculada a partir da distribuigio de pro-
babilidade. Por exemplo, a probabilidade do evento de o computador travar uma ou duas vezes é a soma das proba-
bilidades dos resultados individuais. Isto é, P(M =1 ou M =2) = P(M = 1) + P(M = 2) = 0,10 + 0,06 = 0,16,
ou 16 por cento.

Distribui¢ao de probabilidade acumulada. A distribuigio de probabilidade acumulada € a proba-
bilidade de que a varidvel aleatéria seja menor ou igual a um determinado valor. A dltima linha da Tabela 2.1

TABELA 2.1 Probabilidade de Seu Computador Travar M Vezes

Resultado (nOmero de travamentos)

0 1 2 3 4
Distribuigio de probabilidade 0,80 0,10 0,06 0,03 0,01
Distribui¢io de probabilidade acumulada 0,80 0,90 0,96 0,99 1,00
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FIGURA 2.1 Distribuicéio de Probabilidade do Nimero de Travamentos do Computador

A altura de cada barra é a probabilidade de que Probabilidade
o computador trave o nimero de vezes indicado. 0.8

A dltura da primeira barra é 0,80, portanto a

probabilidade de O travamento é de 80 por cento. 0,7

A dltura da segunda barra é 0,1, portanto a

probabilidade de 1 travamento ¢ de 10 por cento 0,6

e assim por diante para as outras barras,

0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

0,0

0 1 2 3 4

Niémero de travamentos

mostra a distribuigio de probabilidade acumulada da varidvel aleatéria M. Por exemplo, a probabilidade de que
ocorra no maximo um travamento, P(M < 1), € de 90 por cento, que corresponde i soma da probabilidade de
nenhum travamento (80 por cento) com a de um travamento (10 por cento).

Uma distribuigio de probabilidade acumulada é também chamada de func¢io de distribui¢io acumu-
lada, f.d.a. ou distribui¢io acumulada.

Distribui¢do de Bernoulli. Um caso especial importante de variivel aleatéria discreta ocorre quando a va-
riavel aleatdria é binaria, isto é, os resultados sio 0 ou 1. Uma variivel aleatdria binaria é chamada de variavel
aleatéria de Bernoulli (em homenagem a Jacob Bernoulli, matemético e cientista suigo do século XVII) e sua
distribui¢do de probabilidade é chamada de distribui¢io de Bernoulli.

Por exemplo, seja G o sexo da préxima pessoa que voce conhecer, em que G = 0 indica que a pessoa é do
sexo masculino e G = 1 que ¢ do sexo feminino. Os resultados de G e suas probabilidades sio, portanto

s { 1 com probabilidade p (2.1)

0 com probabilidade 1 — p,

em que p € a probabilidade de que a préxima pessoa que vocé conhecer seja uma mulher. A distribui¢io de pro-
babilidade na Equagio (2.1) é a distribui¢io de Bernoulli.

Distribuicao de Probabilidade de uma
Variavel Aleatéria Continua

Distribuigdo de probabilidade acumulada. A distribui¢io de probabilidade acumulada para uma variavel
continua é definida como no caso da varidvel aleatéria discreta. Ou seja, a distribui¢io de probabilidade acumu-
lada de uma variavel aleatéria continua ¢ a probabilidade de que a variivel aleatéria seja menor ou igual a dado
valor.

Por exemplo, considere uma aluna que dirija de sua casa até a escola. A duragio do trajeto pode assumir um
conjunto continuo de valores e é natural que seja tratada como uma varidvel aleatéria continua, uma vez que
depende de fatores aleatérios, como as condigdes meteoroldgicas e de trinsito. A Figura 2.2a mostra uma dis-

r'
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ribuicio scumulada hipotética das duragdes do trajeto. Por exemplo, a probabilidade de que o trajeto leve menos
iy qu.e 15 minutos é de 20 por cento e a probabilidade de que leve menos do que 20 minutos é de 78 por cento.

Fungdo densidade de probabilidade. Como uma variavel aleatoria c_o’nti‘nua' pode assumi_r um conjunto
conunuo de valores possiveis, a distribui¢io de probabilidade usada para variavels dlsc’retas, que lista a probabili-
dade de cada valor possivel da varidvel aleatoria, nio é apropriada para variaveis co~nt1nuas'. Em vez disso, a pro-
habilidade & resumida pela funcio densidade de probabilidade. A drea sob a fun¢io dens'ldade de probabilidade
c'-ntrc dois pontos quaisquer é a probabilidade de que a varidvel aleatéria esteja entre esses dois pontos. Uma funcio
densidade de probabilidade é também chamada de f.d.p., fungio densidade ou simplesmente densidade.

A Figura 2.2b mostra a fungio densidade de probabilidade para as duragées do trajeto .corresp’ondentes a f:lis-
tribuicio acumulada na Figura 2.2a. A probabilidade de que o trajeto leve entre 15 e 20 minutos é d'fxc_la pela area
sob a f.d.p. entre 15 ¢ 20 minutos, que & 0,58 ou 58 por cento. De modo equivalente, essa probablhda.de pode
ser vista na distribui¢io acumulada da Figura 2.2a como a diferenga entre a probabilidade de que o trajeto leve
menos de 20 minutos (78 por cento) e a probabilidade de que leve menos de 15 minutos (20 por cento). Assim,
a fungio densidade de probabilidade e a distribui¢io de probabilidade acumulada mostram a mesma informagio
em formatos diferentes.

B s oL = ] = s X I
FIGURA 2.2 Distribuicio Acumulada e Fun¢es Densidade de Probabilidade da Duragéo do Trajeto
' o Probabilidad
A Figura 2.2a mostra a distribuicgo de ;00 a_ AT Duragao do trajeto < 20) = 0,78
probabilidade acumulada {ou f.d.a.) das ’
duracdes do trajeto. A probabilidade de
que a duragdo do trajeto seja menor 0.8 L
do que 15 minutos é de 0,20 (ou 20 por
cento) e a probabilidade de que sejo 06
menor do que 20 minutos é de 0,78 ’
(78 por cento). A Figura 2.2b mostra a ‘
fungdo densidade de probabilidade 041 | P (Duragio do trajeto < 15) = 0,20
{ou £.d.p.) das duragdes do trajeto. As
probabilidades s&o dadas pelas dreas 3
sob a f.d.p. A probabilidade de que a ’
duragdio do trajeto esteja entre 15 e 20
minutos é de 0,58 {58 por cento) e 0.0 . ! | |
é dada pelo érea sob a curva entre 10 15 20 25 30 35 ‘ 40
15 e 20 minutos Duragio do trajeto (minutos)
(a) Fungio de distribuicio acumulada da duragio do trajeto
Densidade de probabilidade
0,15 |,
P (Duragéo do trajeto < 15) = 0,20
0,12
- P (15 < Duragdo do trajeto < 20) = 0,58
0,09 - ‘\
0,06 |-
- P (Duragdo do trajeto > 20) = 0,22
0,03 - 058
0,20
0,00 . : '
10 15 20 25 30 35 40
Duracgio do trajeto (minutos)
(b) Fungio densidade de probabilidade da duragio do trajeto
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2.2 Valores Esperados, Média e Variancia

Valor Esperado de uma Varidvel Aleatéria

Valor esperado. O valor esperado de uma variavel aleatéria Y, representado por E(Y), é o valor médio de
longo prazo da varidvel aleatéria obtido por meio de muitos experimentos ou ocorréncias repetidos.

O valor esperado de uma variavel aleatéria discreta é calculado como uma média ponderada dos resultados
possiveis dessa varidvel aleatoria, em que os pesos sdo as probabilidades desse resultado. O valor esperado de Y
também é chamado de expectativa de Y ou média de Y e é representado por Ly

Por exemplo, suponha que vocé empreste US$ 100 a um amigo a juros de 10 por cento. Se o empréstimo
for pago, vocé receberd US$ 110 (o principal de US$ 100 mais os juros de US$ 10), porém existe um risco de
1 por cento de seu amigo ficar inadimplente e vocé nio receber nada. Desse modo, o montante a ser pago para
voce é uma varidvel aleatéria igual a US$ 110 com probabilidade 0,99 e igual a US$ 0 com probabilidade 0,01.
Ao longo de muitos empréstimos, em 99 por cento dos casos vocé receberia US$ 110, mas em 1 por cento dos
casos ndo receberia nada; desse modo, na média, vocé receberia US$ 110 X 0,99 + US$ 0 % 0,01 = US$ 108,90.
Assim, o valor esperado de seu pagamento (ou o “pagamento médio”) é de US$ 108,90.

Como um segundo exemplo, considere o nlimero de vezes M que seu computador trava, com a distribui¢io
de probabilidade dada pela Tabela 2.1. O valor esperado de M é o niimero médio de travamentos ao longo de
muitos trabalhos, ponderados pela freqiiéncia com que um dado néimero de travamentos ocorre. Dessa forma,

EM)=0x0,80+1x0,10 +2x0,06 +3x0,03 +4x0,01 =0,35 (2.2)

isto €, o nimero esperado de travamentos do computador enquanto vocé digita um trabalho ¢é 0,35. Obviamente,
o niimero efetivo de travamentos sempre deve ser um niimero inteiro; nio faz sentido dizer que seu computa-
dor travou 0,35 vezes durante a digitagio de determinado trabalho! Em vez disso, o cilculo na Equacio (2.2) sig-
nifica que o niimero médio de travamentos ao longo de muitos trabalhos é 0,35.

A férmula para o valor esperado de uma varivel aleatoria discreta Y que pode assumir k valores diferentes
¢ dada no quadro Conceito-Chave 2.1.

Valor esperado de uma varidvel aleatdria de Bernoulli. Um caso especial importante da formula geral
do quadro Conceito-Chave 2.1 é a média de uma variavel aleatéria de Bernoulli. Seja G a variavel aleatbria de
Bernoulli com a distribuigio de probabilidade da Equagio (2.1). O valor esperado de G é

E(G =1Xp+0x(1-p) =p. (2.3)
Portanto, o valor esperado de uma varidvel aleatéria de Bernoulli é p, a probabilidade de que ela assuma o valor 1.

Valor esperado de uma varidvel aleatdria continua. O valor esperado de uma variavel aleatéria continua
¢ também a média dos resultados possiveis da varivel aleatéria ponderada pelas respectivas probabilidades.

Como uma varidvel aleatéria continua pode assumir um conjunto continuo de valores possiveis, a defini¢io
matematica formal de sua expectativa envolve cilculo e sua defini¢io é dada no Apéndice 15.1.

Variancia, Desvio Padrao e Momentos

A varidncia e o desvio padrio medem a dispersio ou a “propaga¢io” de uma distribuicio de probabilidade.
A varidncia de uma variavel aleatéria Y, representada por var(Y), é o valor esperado do quadrado do desvio de
Y em relagdo 4 sua média, isto &, var(Y) = E[(Y — uy)?].

" H4 uma distingio no texto original que na tradugio se perde. O conceito de média nesse parigrafo é a traducio dos termos mearn e po-
pulation mean. Esses termos estio relacionados i média da populagio, ou seja, i média dos valores possiveis da varidvel aleatéria pon-
derada pelas respectivas probabilidades (veja o Conceito-Chave 2.1). Vemos também no texto a palavra “média” como tradugio de
average. Um exemplo desse altimo uso, bastante freqiiente neste capitulo, é a “média da amostra”, tradugio de sample average. O ter-
mo average refere-se neste caso 3 média aritmética obtida pelos valores coletados em uma amostra (veja a Segdo 2.5). Os dois conceitos
sdo diferentes e por isso se recomenda ao leitor cuidado durante a leitura (N. do R.T).
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Valor Esperado e Média

Suponha que a varidvel aleatéria Y assuma k valores possiveis, y;, ..., ¥, onde y; representa o
primeiro valor, y, 0 segundo etc., e que a probabilidade de Y assumir y, seja p;, a probabilidade

de Y assumir y, seja p,, € assim por diante. O valor esperado de Y, representado por E(Y), é .
Conceito-

Chave

onde a notagio “ﬁ‘,yi p;” significa “a soma de y, p; para i variando de 1 a k”. O valor espera- 2.1
do de Y é tambérm chamado de média de Y ou expectativa de Y e € representado por py. *

k
EY)=yp1+0ppt -+ e = E} YiPi (2.4)

Como a varidncia envolve o quadrado de Y, a dimensio da varidncia é a dimensdo do quadrado de Y, o que
torna o problema de dificil interpretagio. E, portanto, comum medir a dispersio pelo desvio padrao, que é a
raiz quadrada da varincia e é representado por gy. O desvio padrio tem a mesma dimensio de Y. Essas defini¢Ses
estio resumidas no Conceito-Chave 2.2,

Por exemplo, a varidncia do niimero de travamentos do computador M é a média do quadrado da diferenca
entre M e sua média, 0,35, ponderada pelas respectivas probabilidades:

var(M) = (0 — 0,35)% X 0,80 + (1 —0,35)% X 0,10 + (2 — 0,35)% x 0,06
+(3-0,352x 0,03 + (4 - 0,35)2 x 0,01 = 0,6475. 2.5)

O desvio padrio de M ¢é a raiz quadrada da variincia, portanto oy, = V0,6475 = 0,80.

Variéncia de uma varidvel aleatéria de Bernoulli. A média da variavel aleatéria de Bernoulli G com a
distribuigio de probabilidade dada pela Equagio (2.1) é u; = p (Equagio (2.3)) e, portanto, sua varidncia é

var(G) =0 = (0 - p)*x (1 =p) + (1 = p)* X p = p(1 = p). (2.6)
Dessa forma, o desvio padrio de uma varidvel aleatéria de Bernoulli é o5 = Vp(1 — p).

Momentos. A média de Y, E(Y), é também chamada de primeiro momento de Y, e o valor esperado do
quadrado de Y, E(Y?), também é chamado de segundo momento de Y. Em geral, o valor esperado de Y'é
chamado de momento r-ésimo da variavel aleatéria Y. Isto é, o momento r-ésimo de Y é E(Y").

Assim como a média é uma medida do centro de uma distribuigio e o desvio padrio é uma medida de sua
dispersio, os momentos com r > 2 medem outros aspectos da forma de uma distribuigio. Neste livio, momen-
tos mais elevados de distribui¢des (momentos com r > 2) sdo usados principalmente nas hipoteses matemdticas e
nas dedugdes que embasam os procedimentos estatisticos e econométricos.

Média e Variancia de uma Fungao Linear
de uma Variavel Aleatéria

Nesta segdo, discutiremos variaveis aleatorias (digamos X e Y) relacionadas por uma fungio linear. Por exem-
plo, considere uma estrutura de aliquotas de imposto de renda na qual um trabalhador & tributado a uma aliquota
de 20 por cento sobre seus rendimentos para entio ganhar uma bolsa de estudos (isenta de impostos) de US$
2.000. Sob essa estrutura de imposto, os rendimentos liquidos de impostos Y estio relacionados aos rendimentos
brutos X pela equagio

Y =2.000 + 0,8X. 2.7)

Isto €, os rendimentos liquidos Y sio 80 por cento dos rendimentos brutos X, mais US§ 2.000.

Suponha que os rendimentos brutos de uma pessoa no préximo ano sejam uma variavel aleatéria com média
lix e varidncia og. Como os rendimentos brutos sio aleatérios, os rendimentos liquidos também so. Sob esse
imposto, qual serd a média e o desvio padrio dos rendimentos liquidos? Depois dos impostos, seus rendimentos
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r Variancia e Desvio Padrao

‘ A varidncia da variavel aleatéria discreta Y, representada por o2, é

=== 2 : 2
; o8 = var(Y) = E[(Y = il = > (1, — 1y 2.8)
Conceito- 7 P Y 21 Lo
Chave O desvio padrio de Y é oy, a raiz quadrada da varidncia. A dimensio do desvio padrio € a
ma dimensio de Y.
2.2 -

sio 80 por cento dos rendimentos brutos originais, mais US$ 2.000. Desse modo, o valor esperado de seus rendi-
mentos liquidos é
E(Y) = uy = 2.000 + 0,8ux. (2.9)

A variincia dos rendimentos liquidos é o valor esperado de (Y — py)% Como Y = 2.000 + 0,8X, temos que

Y — uy =2.000 + 0,8X — (2.000 + 0,8 u1y) = 0,8 (X — pty). Entlo, E[(Y - py)?] = E {[0,8(X — u)]?} = 0,64

E[(X — ux)?). Segue-se que var(Y) = 0,64var(X), logo, tirando-se a raiz quadrada da varidncia, obtém-se que o
desvio padrio de Y é

oy = 0,80y (2.10)

Ou seja, o desvio padrio da distribuigio de seus rendimentos liquidos é 80 por cento do desvio padrio da
distribui¢do dos rendimentos brutos.

Essa analise pode ser generalizada de tal forma que Y dependa de X com um intercepto a (em vez de US$
2.000) e uma declividade b (em vez de 0,8), de modo que

Y=a+ bX (2.11)

Entio, a média e a variincia de Ysio
Hy=a+ buge , (2.12)
of = b3, (2.13)

e o desvio padrio de Y é oy = boy. As expressdes nas equagdes (2.9) e (2.10) sdo aplicagdes das féormulas mais
gerais das equacdes (2.12) e (2.13) com a = 2.000 e b = 0,8.

2.3 Duas Variaveis Aleatorias

A maioria das questdes interessantes em economia envolve duas ou mais varidveis. Serd que pessoas com
“nivel superior completo tém mais chance de conseguir um emprego do que aquelas que nio possuem curso supe-
rior? Como a distribuicio de renda entre as mulheres se compara com a distribuigdo de renda entre os homens?
Essas questdes dizem respeito i distribui¢io de duas varidveis aleatérias consideradas em conjunto (nivel de
instrucio e situagio empregaticia no primeiro exemplo, renda e sexo no segundo). Responder a essas questdes
requer uma compreensio dos conceitos de distribuigdo de probabilidade conjunta, marginal e condicional.

Distribuicoes Conjuntas e Distribuigoes Marginais

Distribuicédo de probabilidade conjunta. A distribuicdo de probabilidade conjunta de duas variveis
aleatérias discretas, digamos X e Y, é a probabilidade de que as varidveis aleatorias assumam simultaneamente
determinados valores, digamos x e y. A soma das probabilidades de todas as combina¢des possiveis (x,y) é um. A
distribuigio de probabilidade conjunta pode ser escrita como a fungio P(X = x, Y =y).

rr
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Por exemplo, as condi¢des meteorologicas — se vai ou nio chover — afetam a duragio do trajeto da aluna
da Sec¢do 2.1. Seja Y uma variavel aleatéria binria que é igual a um se o trajeto for curto (menos de 20 minu-
tos) e igual a zero se ndo for esse o caso, e seja X uma varidvel aleatéria bindria que & igual a zero se estiver
chovendo e igual a um se ndo estiver. Para essas duas varidveis aleat6rias hi quatro resultados possiveis: chove e o
trajeto é longo (X =0, Y = 0); chove e o trajeto ¢ curto (X =0, Y = 1); ndo chove e o trajeto ¢ longo (X =1,
Y = 0); ndo chove ¢ o trajeto € curto (X =1, Y = 1). A distribui¢do de probabilidade conjunta é a freqiiéncia
com que cada um desses quatro resultados ocorre ao longo de muitos trajetos repetidos.

Um exemplo de uma distribui¢io conjunta dessas duas varidveis é dado na Tabela 2.2. De acordo com essa
distribuicio, ao longo de muitos trajetos, hi chuva e um trajeto longo em 15 por cento dos dias (X =0,Y = 0),
isto é, a probabilidade de um trajeto longo com chuva é de 15 por cento, ou P(X =0,Y =0) = 0,15. Também
temos P(X =0,Y=1)=0,15,P(X =1,Y=0) =0,07e P(X =1,Y = 1) = 0,63. Esses quatro resultados possi~
veis sio mutuamente exclusivos e constituem o espago amostral de modo que a soma das quatro probabilidades
seja igual a um.

Distribui¢do de probabilidade marginal. A distribui¢io de probabilidade marginal de uma variivel
aleatéria Y é somente outro nome para sua distribui¢do de probabilidade. Esse termo & usado para distinguir a
distribuicdo de Y sozinha (a distribui¢io marginal) da distribui¢io conjunta de Y e outra varidvel aleatéria.

A distribuigdo marginal de Y pode ser calculada a partir da distribui¢io conjunta de X e Y somando-se as
probabilidades de todos os resultados possiveis para os quais Y assume um valor especifico. Se X pode assumir [
valores diferentes, xy, ..., x;, entdo a probabilidade marginal de que Y assuma o valor y é

1
P(Y=y) = ZP(X: x, Y=7). (2.14)

Por exemplo, na Tabela 2.2 a probabilidade de um trajeto longo com chuva & de 15 por cento e a probabi-
lidade de um trajeto longo sem chuva é de 7 por cento, logo a probabilidade de um trajeto longo (com ou sem
chuva) é de 22 por cento. A distribuicio marginal das duragdes do trajeto é dada na tltima coluna da Tabela 2.2.

Da mesma forma, a probabilidade marginal de que ird chover é de 30 por cento, conforme mostrado na Gltima
linha da Tabela 2.2.

Distribui¢des Condicionais

Distribui¢ao condicional. A distribuicio de uma variavel aleatéria Y condicional a outra varidvel aleat6ria
Xassumindo um valor especifico € chamada de distribui¢io condicional de Y dado X. A probabilidade condi-
cional de que Y assuma o valor y quando X assume o valor x & escrita como P(Y = y| X = x).

Por exemplo, qual é a probabilidade de que um trajeto seja longo (Y = 0) se vocé sabe que esti chovendo
(X =0)? Da Tabela 2.2, a probabilidade conjunta de um trajeto curto com chuva é de 15 por cento e a proba-
bilidade conjunta de um trajeto longo com chuva é de 15 por cento; logo, se estd chovendo, um trajeto curto e
um trajeto longo sio igualmente provaveis. Portanto, a probabilidade de que um trajeto seja longo (Y = 0), condi-
cional ao fato de estar chovendo (X = 0), é de 50 por cento, ou P(Y = 0| X = 0) = 0,50. De forma equivalente,
a probabilidade marginal de chuva é 30 por cento; isto €, ao longo de muitos trajetos chove 30 por cento das
vezes. Desses 30 por cento de trajetos, em 50 por cento das vezes o trajeto é longo (0,15/0,30).

TABELA 2.2 Distribuiciio Conjunta das Condigdes Meteorolégicas e das Duragdes do Trajeto

Com chuva (X=0) Sem chuva (X = 1) Total |
Trajeto longo (Y = 0) 0,15 0,07 0,22
Trajeto curto (Y = 1) 0,15 - 0,63 0,78
Total 0,30 0,70 1,00 ‘
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Em geral, a distribui¢io condicional de Y dado X = x ¢
P(X=x Y=y
P(X = x)

Por exemplo, a probabilidade condicional de um trajeto longo, dado que estd chovendo, é P(Y = 0| X = 0)
=PX=0,Y=0)/PX=0)=0,15/0,30 = 0,50.

Como segundo exemplo, considere uma modificagdo do caso do computador que trava. Suponha que vocé
utilize um computador da biblioteca para digitar seu trabalho e que uma bibliotecéiria selecione aleatoriamente
para vocé um dos computadores disponiveis, dos quais metade € nova e metade ¢ antiga. Como a selegdo é feita
aleatoriamente, a idade do computador que vocé utiliza, A (= 1, se o computador for novo; = 0, se for antigo)
¢ uma variavel aleatéria. Suponha que a distribui¢do conjunta das variaveis aleatérias M e A seja dada na Parte A
da Tabela 2.3. Entio, a distribui¢io condicional de travamentos do computador, dada a idade do computador, é
dada na Parte B da tabela. Por exemplo, a probabilidade conjunta M =0 e 4 = 0 é 0,35; como a metade dos
computadores é antiga, a probabilidade condicional de nenhum travamento, dado que vocé estd usando um com-
putador antigo, é P(M =0|A =0) = P(M =0, A =0)/P(A =0) = 0,35/0,50 = 0,70, ou 70 por cento. Em con-
traste, a probabilidade condicional de nenhum travamento, dado que foi selecionado um computador novo, ¢ de
90 por cento. Segundo as distribui¢des condicionais na Parte B da Tabela 2.3, os computadores mais novos tém
menos probabilidade de travar do que os antigos; por exemplo, a probabilidade de trés travamentos é de 5 por
cento para um computador antigo, mas de 1 por cento para um computador novo.

P(Y=y|X=x) = (2.15)

Expectativa condicional. A expectativa condicional de Y dado X, também chamada de média condi-
cional de Y dado X, é a média da distribui¢io condicional de Y dado X. Isto é, a expectativa condicional é o
valor esperado de Y, calculado utilizando a distribuigdo condicional de Y dado X. Se Y assumir k valores, y;,
¥p @ média condicional de Y dado X = x sera

ceny

k
HHX=@=§%PW=MX=@- (2.16)

Por exemplo, com base nas distribui¢des condicionais da Tabela 2.3, o niimero esperado de travamentos do
computador, dado um computador antigo, é E(M|A =0) =0x 0,70 + 1x 0,13 + 2x 0,10 + 3 x 0,05 + 4 X
0,02 = 0,56. O ntimero esperado de travamentos do computador, dado um computador novo, é E(IM|A =1) =
0,14, menor do que para os computadores antigos.

A expectativa condicional de Y dado X = x ¢ apenas o valor médio de Y quando X = x. No exemplo da
Tabela 2.3, o nimero médio de travamentos para computadores antigos € 0,56, portanto a expectativa condicional
de Y, dado um computador antigo, ¢ de 0,56 travamentos. Da mesma forma, entre os computadores novos, o
ntmero médio de travamentos é 0,14, isto é, a expectativa condicional de Y, dado um computador novo, é 0,14.

TABELA 2.3 Distribuigdes Conjunta e Condicional de Travamentos do Computador {M)
e Idade do Computador (4}

A. Distribuicdo conjunta

M=0 M= M=2 M=3 M=4 Total

Computador antigo (4 = 0) 0,35 0,065 0,05 0,025 0,01 0,50
Computador novo (A = 1) i 0,45 - 0,035 0,01 0,005 0,00 (;,50

| Total 0,8 0,1 0,06 0,03 0,01 1,00

B. Distribuicdes condicionais de M dado A

M=0 M= M=2 M=3 M=4 Total
P(M|A=0) 0,70 0,13 0,10 0,05 0,02 1,00
PM|A=1) 0,90 0,07 0,02 0,01 0,00 1,00
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Lei das expecta ¢ivas iteradas. A média de Y é a média ponderada da expectativa condicional de Y dado X,
1o como peso a distribui¢io de probabilidade de X. Por exemplo, a altura média dos adultos é a média

jlizan ) -
“:nlfjcr-}dn da altura média dos homens e da altura média das mulheres, utilizando como pesos as propor¢des de
fmnm‘-ﬁ - de mulheres. Expressando matematicamente, se X assumir [ valores, Xy, ... , X;, entio
!
E(Y) = D, E(Y|X = x)P(X = x)). 2.17)
iz

A Equagdo (2.17) resulta das equacdes (2.16) e (2.15) (veja o Exercicio 2.9).
Expressa de outra forma, a expectativa de Y é a expectativa da expectativa condicional de Y dado X, isto é,

E(Y) = E[E (Y| X)), (2.18)

onde a expectativa entre colchetes no lado direito da Equagdo (2.18) & calculada usando a distribuigio condi-
cional de Y dado X e a expectativa fora do colchete & calculada usando a distribui¢do marginal de X. A Equagio
(2.18) & conhecida como lei das expectativas iteradas. . N

Por exemplo, o niimero médio de travamentos M é a média ponderada da expectativa condicional de M,
dado um computador antigo, e da expectativa condicional de M, dado um computador novo; portanto, E(M) =
E(M|A =0)xP(4=0) + EM|A =1)xP(4 =1) = 0,56 X 0,50 + 0,14 X 0,50 = 0,35. Essa € a média da dis-
tribui¢io marginal de M, conforme calculada na Equagao (2.2).

A lei das expectativas iteradas implica que, se a média condicional de Y dado X é zero, a média de Y é zero.
[sso é uma consegiiéncia imediata da Equagio (2.18): se E(Y] X) =0, entdo E(Y) = E[E(Y]| X)} = E[0] = 0. Dito
de outra forma, se a média de Y dado X é zero, a média ponderada dessas médias condicionais utilizando como
pesos as respectivas probabilidades € zero, isto €, a média de Y deve ser zero.

Variéncia condicional. A variancia de Y condicional a X ¢ a variincia da distribuicdo condicional de Y
dado X. Expressa matematicamente, a variincia condicional de Y dado X &
k
var(Y|X =) = D[y~ E(Y| X = x)PP(Y = 3| X = %). (2.19)
i=1
Por exemplo, a variincia condicional do niimero de travamentos, dado um computador antigo, & var(M|A =
0) = (0 —0,56)2 X 0,70 + (1 —0,56)2 X 0,13 + (2—0,56)*> X 0,10 + (3 — 0,56) X 0,05 + (4 — 0,56)% x 0,02 =
0,99. O desvio padrio da distribui¢io condicional de M dado A = 0 é, portanto, V0,99 = 0,99. A variidncia
condicional de M dado A = 1 é a variincia da distribui¢io na segunda linha da Tabela 2.3, que & 0,22; assim, o
desvio padrio de M para computadores novos é V0,22 = 0,47. Para as distribui¢Ses condicionais da Tabela 2.3,
o namero esperado de travamentos para computadores novos (0,14) € menor do que para computadores antigos
(0,56) e a dispersio da distribuigio do niimero de travamentos, conforme medida pelo desvio padrio condicional,

& menor para computadores novos (0,47) do que para computadores antigos (0,99).

Independéncia

Duas varidveis aleatérias X e Y sio independentemente distribuidas, ou independentes, se o conhe-
cimento do valor de uma das varidveis nio fornece nenhuma informacio sobre a outra. Especificamente, Xe Y
sio independentes se a distribui¢io condicional de Y dado X & igual  distribui¢do marginal de Y. Isto &, X e
Y sio independentemente distribuidas se, para todos os valores de x e y,

P(Y=y|X=x)=P(Y=1y) (independéncia de X e Y). (2.20)

Substituindo a Equagio (2.20) na Equagio (2.15), temos uma expressao alternativa para variaveis aleatorias
independentes em termos de sua distribui¢io conjunta. Se X e Y sao independentes, entio

P(X=xY=y) =P(X=xP(Y=19). (2.21)

Isto &, a distribui¢io conjunta de duas varidveis aleat6rias independentes é o produto de suas distribui¢Ges
marginais.
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Co-variancia e Correlagao

Co-varidncia. Uma medida da extensio com que duas varidveis aleatorias movem-se juntas € a sua co-
varidncia. A co-varifincia entre X e Y é o valor esperado E[(X — ty) (Y= Uy)], onde lix éamédiade Xe lyéa
média de Y. A co-varidncia é representada por cov(X,Y) ou por Oxy- Se X pode assumir [ valores e Y pode assumir
k valores, a co-variAncia é dada pela formula

cov(X,Y) = oxy = E[(X = t)(Y — 1)l =

. (2.22)
2_1 21 G — ) (y = ) P(X = 3, Y = 7).
i=1;=

Para interpretar essa formula, suponha que, quando X é maior do que sua média (de modo que X — iy €
positivo), Y tende a ser maior do que sua média (de modo que Y — [ty & positivo) e que, quando X € menor que
sua média (de modo que X — lix < 0), Y tende a ser menor do que sua média (de modo que Y — iy, < 0). Em
ambos os casos, o produto (X — ix) (Y — Hy) tende a ser positivo, logo a co-varidncia é positiva. Em contraste, se
X e Y tendem a se mover em direcdes opostas (de modo que X & grande quando Y é pequeno e vice-versa), a
co-variincia é negativa. Finalmente, se X e Y s3o independentes, a co-variancia € zero (veja o Exercicio 2.9).

Correlagdo. Como a co-varidncia € o produto de X por Y, expressos em termos de desvios com relagio a suas
médias, sua dimensio é, inconvenientemente, a dimensio de X multiplicada pela dimensio de Y. Esse problema
de “dimensio” pode fazer com que valores numeéricos da co-varidncia sejam de dificil interpretagao.

A correlacio é uma medida alternativa de dependéncia entre X e Y que soluciona o problema de “dimen-
sio” da co-variincia. Especificamente, a correlagio entre Xe Y éa co-variincia entre X e Y dividida por seus
desvios padrio:

cov(X,Y) _ Oxy (2.23)

corr X Y) =X var(Y)  0x 0y

Como as dimensdes do numerador da Equagio (2.23) sio iguais is do denominador, as dimensdes se cancelam e
a correlacio é um niimero puro. As variaveis aleatérias X e Y 'sio chamadas ndo-correlacionadas se corr(X, Y) = 0.
A correlagio esta sempre entre —1 e 1, ou seja, como esta provado no Apéndice 2.1,

-1 < corr(X ,Y) € 1 (desigualdade da correlagio). , (2.24)

Correlagdo e média condicional. Se a média condicional de Y nio depende de X, entao Y e X sio nio-

correlacionadas, isto €
se E(Y|X) = iy entdo cov(Y, X) = 0 e corr(Y X)=0. ' (2.25:)

Demonstraremos agora esse resultado. Primeiro, suponha que X e Y tenham média zero, de modo que cov
(Y, X) = E[(Y - (X — tx] = E(YX). De acordo com a lei das expectativas iteradas (Equagio (2.18)), E(YX)
= E[E(Y| X) X] =0, pois E(Y| X) = 0; logo, cov(¥,X) = 0. A Equagio (2.25) segue-se ao se substituir cov(Y, X)
= 0 na defini¢io de correlagio da Equagio (2.23). Se Y e X nio tiverem média zero, primeiro subtraia suas médias
para que a prova anterior seja aplicada.

Nio é necessariamente verdade, entretanto, que, se X e Y sio nio-correlacionadas, a média condicional
de Y dado X nio depende de X. Dito de outra forma, é possivel que a média condicional de Y seja uma fungao de
X, embora X e Y sejam nio-correlacionadas. O Exercicio 2.10 nos fornece um exemplo.

Média e Variancia de Somas
de Variaveis Aleatorias

A média da soma de duas varidveis aleatorias, X e Y, & a soma de suas médias:

E(X +Y) = B(X) + E(Y) = lix + iy (2.26)
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Médias, Variancias e Co-variancias
de Somas de Variaveis Aleatérias

Sejam X, Ye I varidveis aleatorias, sejam gy e 0 a média e a varidncia de X, seja oxy a co- ‘
variancia entre X e Y (e assim por diante para as outras variiveis) e sejam 4, b e ¢ constantes.
Esses fatos seguem-se das defini¢des de média, varidncia e co-variancia:
E(a+ bX + cY) = a + by + iy, o7 Conceito-
var(a + bY) = b2, .28 Chave
var(aX + bY) = d?02 + 2aboyy + b0, 229 2.3
E(Y?) = o2 + u3, : (2.30)
covia + bX + cV;Y) = boxy + cOpy, € (2.31)
E(XY) = 0xy + tUxlly- (2.32)
|corr(X,Y)] €1 e loxy| < \/O_.Xz?}z/ (desigualdade da correlagio). (2.33)
A variincia da soma de X e Y é a soma de suas varidncias, mais duas vezes sua co-variancia:
var(X + Y) = var(X) + var(Y) + 2cov(X,Y) = 62 + 0% + 20xy.- (2.34)

Se X e Y sio independentes, entio a co-varincia é zero e a variincia de sua soma é a soma de suas variancias:
var(X + Y) = var(X) + var(Y) = 62 + 6 (se X e Y sdo independentes). (2.35)

O quadro Conceito-Chave 2.3 reline expressdes teis para médias, variancias e co-varidncias que envolvem somas
ponderadas de varidveis aleatorias. Os resultados do quadro Conceito-Chave 2.3 sio deduzidos no Apéndice 2.1.

2.4 Distribuigdes Normal, Qui-Quadrado,
F, . etde Student

As distribui¢cSes de probabilidade mais freqiientemente encontradas em econometria sio as distribui¢des nor-
mal, qui-quadrado, F, .. e ¢ de Student.

Distribuicao Normal

Uma variavel aleatéria continua com uma distribui¢io normal tem a densidade de probabilidade com o
formato familiar de sino mostrado na Figura 2.3. A fungio especifica que define a densidade de probabilidade
n'ormal é dada no Apéndice 15.1. Como mostra a Figura 2.3, a densidade normal com média [ e variincia o2 é
simétrica em torno'de sua média e tem 95 por cento de sua probabilidade entre 1 — 1,960 e u + 1,960.

Algumas notagdes e terminologias especiais foram desenvolvidas para a distribui¢do normal. A distribuigdo
r,lormal com média (I e variincia 0% é chamada concisamente de “N(, 62)”. A distribui¢do normal padrio
é a distribuicio normal com média if = 0 e variincia 62 = 1 e é representada por N(0, 1). Variveis aleatorias
com distribuicio N(0, 1) sio freqiientemente representadas por Z, e a fungio de distribuicio acumulada normal
padrio é representada pela letra grega @; dessa forma, P(Z < ¢) = &(c), onde ¢ é uma constante. Os valores da
fungdo de distribui¢io acumulada normal padrio estio na Tabela 1 do Apéndice.

Para o célculo de probabilidades de uma varidvel normal com média e varidncia generalizadas, a variivel
deve ser padronizada subtraindo-se em primeiro lugar a média para em seguida dividir o resultado pelo desvio
padrio. Por exemplo, suponha que Y seja distribuida como N(1, 4), isto é, que Y seja uma varidvel normal-
mente distribuida com média 1 e variincia 4. Qual é a probabilidade de que Y <2, isto €, qual € a drea sombreada
na Figura 2.4a? A versio padronizada de Y é Y menos sua média, dividido por seu desvio padrio, isto &, (Y- 1)/

-1 ; .z ;o1 a el 1
4 = >(Y—1). Assim, a variavel aleatéria 5(Y — 1) € normalmente distribuida com média zero e variincia um
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FIGURA 2.3 Densidade de Probabilidade Normal

A fungéio densidade de probabilidade normal
com média u e varidncia 62 é uma curva em
forma de sino, centralizada em p1. A drea sob a
f.d.p. normal entre 1 —1,96ce p+ 1,960 6
0,95. A distribuicdo normal & representada por
Ny, ¢3).

£

4 i
H—1960 u u+ 1,960 b4

veja o Exercicio 2.4); sua distribuicio normal padrio é mostrada na Figura 2.4b. Agora, Y < 2 é equivalente a
) P gu g q
Ly-1y<i@2-1),isto0 é 3(Y— 1) <3. Portanto,

P(Y<2) =P(Y- 1) <3] = P(Z<)) = 9(0,5) = 0,691 (2.36)

em que o valor 0,691 foi obtido da Tabela 1 do Apéndice.

A mesma abordagem pode ser aplicada para calcular a probabilidade de que uma variavel aleatoria normal-
mente distribuida exceda algum valor ou se encontre dentro de determinado intervalo. Os passos s3o resumidos
no Conceito-Chave 2.4. O quadro “Um Dia Péssimo em Wall Street” apresenta uma aplicagio incomum da dis-
tribui¢io normal acumulada.

FIGURA 2.4 Calculando a probabilidade de que Y < 2 quando Y é distribuida como N(1, 4)

Para caleular P{Y < 2), padronize Y e entdo
utilize a tabela de distribuigéo normal padré&o.
Y é padronizada pela subtragéic de sua média
(= 1) e pela divisdo do resultado por seu
desvio padréo {0y = 2). A probabilidade de
que Y < 2 é mostrada na Figura 2.4a e a Pr<2 S
probabilidade correspondente apés a

padronizacgo de Y é mostrada na Figura 2.4b. distribuida como N(1, 4)

Como a variével aleatéria padronizada,

———, & uma varidvel aleatéria (Z) normal

2 i 1 10 20 ¥
padréo, P{Y<2) = P(_Z - < 2_) =P[Z<0,5). (a) N(1, 4)
Da Tobela 1 do Apéndice, P(Z<0,5) = 0,691.
0,691
PZ <05 f
‘\_\\\
distribuida como N(O, 1)
I
0,0 0,5 z
(b) N(O, 1)
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Calculando Probabilidades Envolvendo Variz
prsdsad -

2, ou seja, Y é dis-
tribuida como N(U, 0'2). Entio, Y é padronizada subtraindo-se a sua média e dividindo o
resultado por seu desvio padrio, isto €, calculando Z = (Y — ) /0.

Suponha que Y seja normalmente distribuida, com média /e varidncia o

Sejam ¢, e ¢, dois niimeros com ¢;<¢,, ¢ sejam d; = (¢, — 1) /0 e dy = (¢, — i) /0. Entlo, Conceito-
P(Y< o) = P(Z< dy) = &(dy), 2.37) Chave
P(Y2¢)=P(Z24d)=1-(d,), e 238 2.4

P, S Y<¢) = P(d, < Z< dy) = d(dy) — D(dy). (2.39)

A fungio distribui¢io acumulada normal @ estd na Tabela 1 do Apéndice.

Distribui¢ao normal multivariada. A distribuigio normal pode ser generalizada para descrever a distribuicio
conjunta de um conjunto de varidveis aleatorias. Nesse caso, a distribuigio é chamada de distribui¢ao normal
multivariada, ou, se apenas duas varidveis estio sendo consideradas, de distribui¢io normal bivariada. A
formula para a f.d.p. normal bivariada é dada no Apéndice 15.1, e a formula para a f.d.p. normal multivariada
generalizada é dada no Apéndice 16.1.

A distribui¢io normal multivariada apresenta trés propriedades importantes. Se X e Y possuem uma distribuigio
normal bivariada com co-variincia oy € se a € b sio constantes, aX + bY possui uma distribuicio normal,

aX + bY & distribuida como N(auxtbuy, a*c3 + b*c + 2aboyy)
(X,Y normal bivariada). (2.40)

De modo geral, se n varidveis aleatdrias tém uma distribui¢do normal multivariada, qualquer combinagio
linear dessas variaveis (como sua soma) é normalmente distribuida.

Em segundo lugar, se um conjunto de variaveis tem uma distribui¢do normal multivariada, a distribuigdo
marginal de cada variivel é normal (isso resulta da Equagio (2.40), quando colocamos a = 1 ¢ b = 0).

Em terceiro lugar, se varidveis com distribui¢io normal multivariada tém co-variancias iguais a zero, as varia-
veis sio independentes. Portanto, se X e Y tém uma distribui¢do normal bivariada e oxy = 0, X e Y sdo inde-
pendentes. Na Sec¢do 2.3 dissemos que, se X e Y sio independentes, entio, seja qual for sua distribui¢do conjunta,
0xy= 0. Se X e Y tém distribui¢io normal conjunta, entio o inverso também ¢é verdadeiro. Esse resultado — de
que co-variincia zero implica independéncia — é uma propriedade especial da distribui¢io normal multivariada
que nio é verdadeira para o caso geral.

Distribuigdes Qui-Quadradoe F,, ..

As distribuigdes qui-quadrado e F,, ., sio usadas para testar alguns tipos de hipoteses na estatistica e na
economia.

- A distribui¢do qui-quadrado é a distribui¢io da soma de m varidveis aleatérias normais padrio indepen-
dentes ao quadrado. Essa distribuicio depende de m, que é chamado de graus de liberdade da distribui¢io qui-
quadrado. Por exemplo, sejam Z;, Z, e Z, variveis aleatérias normais padrio independentes. Entio, Z}+ 72+
Z?Z possui uma distribuigio qui-quadrado com trés graus de liberdade. O nome dessa distribui¢do deriva da letra
grega usada para representa-la: uma distribuigio qui-quadrado com m graus de liberdade € representada por x2.

Percentis selecionados da distribuigio y?2 sio fornecidos pela Tabela 3 do Apéndice. Por exemplo, essa tabela
mostra que o 952 percentil da distribuigio x? é 7,81, de modo que P(Z} + Z3 + Z2<7,81) = 0,95.

Uma distribuigo estreitamente relacionada é a distribuigdo F,, ... A distribui¢do F,, ., ¢ a distribuicdo de
uma variavel aleatoria com uma distribui¢io qui-quadrado com m graus de liberdade, dividida por m. De forma
equivalente, a distribuigio E,., é a distribui¢io da média de m varidveis aleatérias normais padrdo ao quadrado.
Por exemplo, se Z,, Z, e Z, sio variiveis aleatérias normais padrio independentes, entdo (Z2+ 72+ 73)/3
possui uma distribuigio F; .
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Um Dia Péessimo em Wall Street

m um dia tipico, o valor total de acdes negociadas

na bolsa de valores dos Estados Unidos pode subir
ou cair 1 por cento ou mais. Isso é muito — mas nio é
nada se comparado ao que aconteceu no dia 19 de outu-
bro de 1987, uma segunda-feira. Na “Segunda-feira
Negra”, o Dow Jones Industrial Average (uma média de
30 agdes de indiastrias grandes) despencou 25,6 por
cento! De 12 de janeiro de 1980 a 16 de outubro de
1987, o desvio padrio dos retornos diirios (isto &, a
variagio percentual diaria dos pre¢os) no Dow Jones
foi de 1,16 por cento; desse modo, a queda de 25,6
por cento representou um retorno negativo de 22
(= 25,6/1,16) desvios padrio. A enormidade dessa queda
pode ser vista na Figura 2.5, um grifico dos retornos
diirios do Dow Jones durante a década de 1980.

Se os retornos de ag@es sio normalmente distribui-
dos, a probabilidade de uma queda de no minimo 22
desvios padrio é P(Z < — 22) = (=22). Vocé ndo encon-
trari esse valor na Tabela 1 do Apéndice, mas podera cal-
culi-Jo usando um computador (tente!). Essa probabilidade

¢ de 1,4 x 10717 isto &, 0,000 ... 00014, em que hi um
total de 106 zeros!
Em que medida 1,4 x 10797 é pequeno? Considere o
seguinte:

= A populagio mundial é de cerca de 6 bilhdes, portanto
a probabilidade de se ganhar em uma loteria entre todas
as pessoas ¢ de aproximadamente uma em 6 bilhdes, ou
2x 1071,

a Acredita-se que o universo exista hi 15 bilthdes de anos,
ou cerca de 5 X 10 segundos, portanto a probabili-
dade de se escolher ao acaso um segundo em particu-
lar dentre todos os segundos desde o surgimento do
universo é de 2 X 10718,

= Existem aproximadamente 10*> moléculas de gis no
primeiro quilémetro acima da superficie da Terra. A
probabilidade de se escolher uma ao acaso é de 107,

Embora realmente tenha sido um péssimo dia em Wall
Street, o simples fato de sua ocorréncia sugere que sua pro-
babilidade foi maior do que 1,4 x 1077, Na verdade, o

(continua)

FIGURA 2.5 Variagéo Percentual Didria do indice Dow Jones Industrial na Década de 1980

Durante a década de 1980,

a variagdo percentual 101
didria do indice Dow Jones
foi de 0,05 por cento e seu
desvio padréo foi de o
| 1,16 por cento. Em 19 de
| outubro de 1987 — a A s, L
“Segunda-feira Negra” —, 0 i i
o indice caiu 25,6 por ‘
cento, ou mais de 22
desvios padréo. ST
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{eontiniagio)

acies apresenta uma distribuicio com caudas 14 apresentaremos um modelo economeétrico para retornos

retorno sobre - :
ais largas do quie a distribuicio normal; em outras palavras,  de agGes utilizado por profissionais do mercado financeiro
existem mais dias com retornos gra ndes positivos ou nega-  que é mais consistente com relacio aos dias muito ruins —

tivos da que a distribuigio normal sugeriria. No Capitalo e muito bons — que vemos de fato em Wall Street.

Percentis selecionados da distribuigio F, ., sio fornecidos pela Tabela 4 do Apéndice. Por exemplo, o 95°
percentil da distribuigio F; ,, € 2,60, de modo que Pl(Z? + Z2 + Z2)/3 £2,60) = 0,95. O 95° percentil da dis-
tribuicio F, .. & 0 95¢ percentil da distribuigio )(32 dividido por trés (7,81/3 = 2,60).

A Distribuicdo f de Student

A distribuicio t de Student com m graus de liberdade é definida como a distribuigdo da razio entre uma
varidvel aleatéria normal padrio e a raiz quadrada de uma variivel aleatéria qui-quadrado independentemente
distribuida com m graus de liberdade, dividida por m. Isto &, seja Z uma varidvel aleatéria normal padrio, seja W
uma variavel aleatéria com uma distribuigio qui-quadrado com m graus de liberdade e sejam Z e W indepen-
dentemente distribuidas. Entdo, a variivel aleatéria Z/VW/m possui uma distribuicio ¢ de Student (também
chamada de distribui¢do £) com m graus de liberdade. Essa distribuigdo é representada por t,,. Percentis sele-
cionados da distribuigio t,, sio fornecidos na Tabela 2 do Apéndice.

A distribuicio ¢t de Student depende dos graus de liberdade m. Portanto, o 952 percentil da distribuigio ,,
depende dos graus de liberdade m. A distribuigio t de Student tem um formato de sino semelhante ao da distribuigao
normal, mas quando m é pequeno (20 ou menos) ela apresenta mais massa nas caudas, ou seja, possui um formato
de sino com caudas mais largas do que a normal. Quando m é maior do que 30, a distribui¢do ¢ de Student tem
uma boa aproximacio pela distribui¢do normal padrio e a distribui¢io ¢, se iguala a distribui¢io normal padrio.

2.5 Amostragem Aleatdria e a Distribuicao da Média da Amostra

Praticamente todos os procedimentos estatisticos e econométricos utilizados neste livro envolvem médias e
médias ponderadas de uma amostra de dados. Caracterizar as distribuigdes das médias das amostras é, portanto,
um passo essencial rumo a compreensio dos procedimentos econométricos.

Nesta se¢do, apresentamos alguns conceitos basicos sobre a amostragem aleatdria e as distribui¢des de médias
utilizadas ao longo do livro. Comegamos discutindo a amostragem aleatéria. O ato de amostragem aleatoria, ou
seja, a selegio aleatéria de uma amostra de uma populagio maior tem o efeito de tornar a média da amostra em
s1 uma variavel aleatéria. Como a média da amostra é uma variavel aleatéria, possui uma distribui¢do de proba-
bilidade, chamada de distribui¢io amostral. Nesta sec3o, finalizamos com algumas propriedades da distribuigio
amostral da média da amostra.

Amostragem Aleatdria

Amostragem aleatdria simples. Suponha que nossa aluna da Segio 2.1 queira ser uma estatistica e decida
registrar a duracio do trajeto que faz até a faculdade em diversos dias. Ela seleciona esses dias ao acaso durante
0 ano letivo e a duragio do trajeto didrio apresenta a fungio de distribui¢do acumulada da Figura 2.2a. Como
os dias foram selecionados a0 acaso, saber o valor da duragio do trajeto em um desses dias selecionados alea-
toriamente nio fornece nenhuma informacio sobre a duragio do trajeto em outro dia, isto €, como os dias foram
selecionados ao acaso, os valores da duracio do trajeto em cada dia diferente sio variaveis aleatdrias distribuidas
independentemente.
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ria Simples e Variaveis Aleatérias i.i.d.

Em uma amostra aleatéria simples, # objetos sio selecionados ao acaso de uma populagio e
cada um tem a mesma probabilidade de ser selecionado. O valor da variavel aleatéria Y para
Coficeito- o {-ésimo objeto. .selecionado aleat9riamente é‘rep.res.eritado RO% Y;. Como cada obje‘to tem
i a mesma probabilidade de ser selecionado e a distribuigio de Y; é a mesma para todo i, as va-
Chave ridveis aleatérias Y, ..., ¥, sdo independente e identicamente distribuidas (i.i.d.), isto &, a

distribui¢io de Y; é a mesma para todo i = 1, ..., n e Y; € distribuido independentemente de
2. 5 Y,, ..., Y, e assim por diante.

A situagio descrita no parigrafo anterior é um exemplo da estrutura de amostragem mais simples utilizada
em estatistica, conhecida como amostragem aleatoria simples, em que #n objetos sdo selecionados ao acaso
de uma populacgio (a populagio dos dias de aula) e cada membro da populagio (cada dia) tem a mesma proba-
bilidade de ser incluido na amostra.

As n observacdes na amostra sio representadas por Y, ..., Y, onde Y, € a primeira observagio, Y, a segunda
observagio e assim por diante. No exemplo da aluna, Y] é a duragio do trajeto no primeiro dos # dias selecionados
aleatoriamente e Y; é a duragio do trajeto no i-ésimo dos dias selecionados aleatoriamente.

Como os membros da populagio incluidos na amostra sio selecionados ao acaso, os valores das observagdes
Y}, ..., Y, sio aleatérios entre si. Se membros diferentes da populagio forem escolhidos, seus valores de Y serio
diferentes. Portanto, o ato de amostragem aleatdria significa que Y, ..., Y, podem ser tratadas como variaveis
aleatérias. Antes de serem selecionadas, Y, ..., Y, podem assumir muitos valores possiveis; apds sua selegio, um
valor especifico é registrado para cada observagio.

Selegbes i.i.d. Como Y}, ..., Y, sdo selecionadas aleatoriamente da mesma populagio, a distribui¢ido marginal
de Y, é a mesma para cada i = 1, ..., #; essa distribui¢io marginal € a distribui¢do de Y na populagio selecionada.
Quando Y, possui a mesma distribuigio marginal para i = 1, ..., n, diz-se que Y, ..., Y, sio identicamente dis-

tribuidas.

No contexto da amostragem aleatdria simples, conhecer o valor de Y| nio fornece nenhuma informagio
sobre Y,, logo a distribui¢io condicional de Y, dado Y] € igual 4 distribui¢io marginal de Y,. Em outras palavras,
em uma amostragem aleatdria simples, Y} é distribuida independentemente de Y5, ..., Y,.

Quando Y, ..., Y, sdo selecionadas da mesma distribuigio e sio independentemente distribuidas, diz-se que
sio independente e identicamente distribuidas, ou i.i.d.

Amostragem aleatdria simples e sele¢des i.i.d. sio resumidas no Conceito-Chave 2.5.

Distribuicdo Amostral da
Média da Amostra

A média da amostra, Y, das n observagdes Yy, ..., Y, &

Y= S, (2.41)

=1

v=l+y+

Um conceito essencial é o de que o ato de selecionar uma amostra aleatdria torna a média da amostra Y
uma variével aleatéria. Como a amostra foi selecionada ao acaso, o valor de cada Y; € aleatorio. Como Y, ...,
Y, sio aleatérias, sua média é aleatéria. Caso uma amostra diferente tivesse sido selec1onada as observagses e
sua média da amostra seriam diferentes: o valor de Y difere de uma amostra selecionada aleatoriamente para
a seguinte.

Por exemplo, suponha que nossa aluna tenha selecionado a0 acaso cinco dias para registrar a duragio de seu
trajeto e entio tenha calculado a média dessas cinco duragdes. Se ela tivesse escolhido cinco dias diferentes, teria

registrado cinco duragdes diferentes — e dessa forma teria calculado um valor diferente para a média da amostra.

—
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Como Y é aleatéria, possu1 uma distribuicio de probabilidade. A distribuicio de Y é chamada de dis-'
tribui¢do amostral de Y, pois é a distribuigio de probabilidade associada a valores possiveis de Y que pode-
riam ser calculados para diferentes amostras possiveis Yy, ..., Y,.

A distribuicio amostral de médias e médias ponderadas desempenha um papel central em estatistica e em
econometria. Iniciamos nossa discussdo da distribui¢do amostral de Y ao calcularmos sua média e sua variincia

sob condi¢es gerais com relagio i distribui¢do da populagio de Y.

Média e variéncia de Y. Suponha que as observagdes Yj, ..., Y, sejam ii.d. e sejam Ly € 6% a média e a va-
ridncia de Y; (como as observagées sdo i.i.d., a média e a varidncia sdo as mesmas para todo i = 1, ..., n). Quando
n = 2, a média da soma Y; + Y, ¢ obtida PoL meio da Equac;ao (2.26), ou seja, E(Y;+Y,) = yy + Uy =2 Uy
Portanto, 2 média da média da amostra é E[ Y+ Y= x 24ty = Hy. Em geral,

ED) = 13 Ew) = 4y, (2.42)
i=1
A variincia de Y é obtida pela aplicagio da Equagio (2.28). Por exemplo para n =2 var(Y; + Y;) = 202,
logo (aplicando a Equagio (231) coma=b= 5 e cov(Y,Y,) = 0), var(Y) = —O'Y Para um # geral, como Y7, ..
Y, sio i.i.d., Y; e Y] sdo independentemente distribuidas para i # j, logo cov(Y, Y) = 0. Entio,

*y

var(Y) = var(%z Y)

i=1

= 22var(Y)+ 22 2 cov(¥, Y) (2.43)
i=1 =1 ]—1,_;#1

_9%%

“n

O desvio padrio de Y ¢é a raiz quadrada da variincia, oy / \/r:
Em suma, a média, a varidncia e o desvio padrio de Y sdo

E(Y) =y, (2.44)
— 0'2
var(Y) = o2 = 7‘” e (2.45)
DP{Y) = oy = —L- (2.46)

Esses resultados sio validos para qualquer distribuigio de Y, isto é, a distribuigdo de Y] ndo precisa assumir
uma forma especifica, como a normal, para que as equagdes (2.44), (2.45) e (2.46) sejam validas.

A notagio 0')3, representa a variincia da distribui¢io amostral da média da amostra Y. Em contraste, c% éa
varidncia de cada Y] individual, ou seja, a varidncia da distribui¢io da populagio da qual a observagio é sele-
cionada. De modo semelhante, oy representa o desvio padrio da distribui¢io amostral de Y.

Distribui¢do amostral de Y quandoY é normalmente distribuida. Suponha que Yy, ..., ¥, sejam selegdes
1i.d. da distribui¢do N(i, 7). Conforme foi dito apés a Equagio (2.37), a soma de n varidveis aleatorias nor-
malmente distribuidas é em si normalmente distribuida. Como a média de Y & {iy e a varidncia de Y é 02 /1, isso
significa que, se Yy, ..., Y, sio selecdes i.i.d. da distribuicio N(ily, 62), Y é distribuida como N(uy, 63/n).

2,6 Aproximagoes de Distribuicdes Amostrais
para Amostras Grandes

As distribui¢des amostrais desempenham um papel central no desenvolvimento de procedimentos estatis-
ticos e econdmicos e por isso é importante saber, em um sentido matematico, o que € a distribui¢io amostral
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de Y. Existem dois enfoques para caracterizar distribui¢des amostrais: um enfoque “exato” e um enfoque
“aproximado”

O enfoque “exato” envolve a derivagio de uma férmula para a distribuigdo amostral que vale com exatiddo
para qualquer valor de n. A distribui¢do amostral que descreve exatamente a distribuicio de Y para qualquer n é
chamada de dlstrlbulg:ao exata ou distribui¢io de amostra finita de Y. Por exemplo, se Y é normalmente
distribuido e Y, ..., Y, sdo 1.1.d., entio (conforme dlSCutld? na Seg¢io 2.5), a distribuicio exata de Y é normal
com média iy e varidncia cZ/n. Infehzmente, se a distribuicio de Y nio é normal, em geral a distribui¢io amostral
exata de Y é muito complicada e depende da distribuigio de Y.

O enfoque “aproximado” utiliza aproximagdes para a distribui¢io amostral que dependem do fato de o
tamanho da amostra ser grande. A aproximagio de distribuigdo amostral para amostras grandes freqlientemente
é chamada de distribuic¢io assintética — “assintdtica” porque as aproximagSes se tornam exatas no limite em
que n —> o0, Como veremos nesta se¢io, essas aproximagdes podem ser muito precisas mesmo que o tamanho
da amostra seja de apenas # = 30 observagdes. Como os tamanhos de amostra utilizados na pritica em econome-
tria sio geralmente da ordem de centenas ou milhares, essas distribui¢des assintéticas fornecem aproximagoes
muito boas para a distribui¢do amostral exata.

Nesta secio, apresentamos duas ferramentas importantes utilizadas para aproximar distribui¢bes amostrais
quando o tamanho da amostra é grande, a lei dos grandes ntimeros e o teorema central do limite. A lei dos grandes
néimeros afirma que, quando o tamanho da amostra for grande, Y estard proxima de (1, com uma probabilidade
muito elevada. O teorema central do limite afirma que, quando o tamanho da amostra é grande, a distribui¢io
amostral da média da amostra padronizada, (Y — Uy)/ oy, € aproximadamente normal.

Embora as distribuicdes amostrais exatas sejam complicadas e dependam da distribuigio de Y, as distribuigdes
assintoticas sio simples. Além disso — o que & notavel —, a distribui¢io normal assintética de (Y — 1y) /oy ndo
depende da distribuigio de Y. Essa distribui¢io aproximada normal fornece simplifica¢des enormes e forma a
base da teoria da regressio utilizada ao longo deste livro.

Lei dos Grandes Numeros e Consisténcia

A lei dos grandes ndimeros afirma que, sob condi¢des gerais, Y estaré préxima de 1y com uma probabi-
lidade muito elevada quando n for grande. Isso algumas vezes é chamado de “lei das médias”. Quando se calcula
a média de um nimero grande de varidveis aleatorias com a mesma média, os valores grandes contrabalangam os
valores pequenos ¢ a média da amostra fica préxima da média comum.

Por exemplo, considere uma versio simplificada do experimento da aluna, em que ela simplesmente regis-
tra se o seu trajeto foi curto (menos de 20 minutos) ou longo. Considere Y; igual a um se o trajeto foi curto no
i~ésimo dia selecionado aleatoriamente e igual a zero se foi longo. Como ela utilizou uma amostragem aleatéria
simples, Y, ..., Y, sdo ii.d. Assim, Y, i = , #sdo selegées 1.1.d. de uma variavel aleatéria de Bernoulli, em
que (segundo a Tabela 2.2) a probabilidade de que Y;, = 1 €0,78. Como a expectativa de uma varidvel aleatoria
de Bernoulli é sua probabilidade de sucesso, E(Y)) = ,Lly = 0,78. A média daamostra Y € a fracio de dias de sua
amostra em que o trajeto foi curto.

A Figura 2.6 mostra a distribui¢io amostral de Y para varios tamanhos de amostra #. Quando # = 2 (veja a
Figura 2.6a), Y pode assumir apenas trés valores: 0, 2 e 1 (nenhum trajeto foi curto, um trajeto foi curto e ambos
os trajetos foram curtos), nenhum dos quais est particularmente proximo da proporgio verdadeira na populagio,
0,78. A medida que # aumenta, contudo (veja a Figura 2.6b-d), Y assume mais valores e a distribuigio amostral
torna-se bastante centrada em y.

A propriedade de Y estar préximo de (ly com probabilidade crescente & medida que 1 aumenta é chamada
de convergéncia na probabilidade ou, de forma mais concisa, consisténcia (veja o Conceito-Chave 2.6). A
lei dos grandes ntimeros afirma que, sob determinadas condi¢des, ¥ converge em probabilidade para 4ty ou, de
forma equivalente, que Y & consistente para Uy

As condicdes para a lei dos grandes ntimeros que utilizaremos neste livro sio de que Y, i = 1, ..., nsejaii.d.
e que a varidncia de Y, 62, seja finita. O papel matematico dessas condigées  esclarecido na Segdo 15.2, em que
alei dos grandes ntimeros é provada. Se os dados s3o coletados por amostragem aleatéria simples, a hipétese i.1.d.
é valida. A hipétese de que a varidncia é finita afirma que valores de Y, extremamente grandes sdo observados

1
com pouca freqiiéncia; caso contrario, a média da amostra nio seria confidvel. Essa hipotese é plausivel para as
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aplicagdes deste livro; por exemplo, como existe um limite superior para a duragdo do trajeto de nossa aluna (ela
podena estacionar e ir andando se o trinsito estivesse muito ruim), a varidncia da distribui¢io das duragdes do

trajeto € finita.

Teorema Central do Limite

O teorema central do limite afirma que, sob fondigGes gerais, a distribuigio deY aproxima -se bem de uma
distribuicio normal quando n é grande. Lembre-se de que a média de Y € 1y e sua varidncia é 02 = 0Z/n. De
acordo com o teorema central do limite, quando n & grande, a distribuicdo de Y € aproximadamente N(Uy, 02). Con-
forme discutimos no final da Segdo 2.5, a distribuigio de Y € exatamente N(ily, o) quando a amostra é selecionada
de uma populagio com distribuigio normal N(Lty, 62). O teorema central do limite diz que esse mesmo resultado
¢ aproximadamente verdadeiro quando n ¢ grande mesmo que Yy, ..., Y, em si ndo sejam normalmente distribuidas.

A convergéncia da distribui¢do de Y para a aproximagdo normal em formato de sino pode ser vista (um
pouco) na Figura 2.6. Entretanto, como a distribuicio fica bastante concentrada quando n é grande, é necessirio
forgar um pouco a vista. Seria mais facil ver o formato da distribuigio de Y se vocé utilizasse uma lupa ou tivesse
outra forma de ampliar ou expandir o eixo horizontal do grafico.

i o R LW, P o
FIGURA 2.6 Distribuicdo Amostral da Média da Amostra de n Varidveis Aleatérias de Bernoulli
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As distribuicBes sdo distribuicdes amostrais de Y, a média da amostra de n varidveis aleatérias de Bernoulli independentes com
p=P(Y; = 1) = 0,78 (a probabilidade de um trajeto répido é de 78 por cento). A variancia da distribuigéio amostral de Y
diminui & medida que n cresce, de modo que a distribuicdo amostral se torna mais concentrada em torno de sua média i = 0,78
& medida que o famanho da amostra n cresce.
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Conceito-
Chave
2.6

Uma forma de fazer isso € padronizar Y, isto &, subtrair sua meédia e

consistente para [ly)
+ ¢ torna-se arbitrariamente proxima
tante ¢ > 0. Isso & escrito como Y — py.

A lei dos grandes namero

de, Consisténcia

A média da amostra Y converge em probabilidade para Ly (ou, de forma equivalente, Y é
se a probabilidade de que Y se encontra no intervalo de [ty — ¢ para {ly
de um 3 medida que # aumenta para qualquer cons-

s afirma que se Y, i = 1, ..., n.sdo independente ¢ identica-
e A PN
mente distribuidas com E(Y) = lye var(Y)) = o < o, entio Y —> Uy

de modo que ela tenha média zero e variincia um. Isso leva ao exame d

Y, (Y — ly)/ oy. De acordo com o teorema central do li

por uma distribui¢ao N(0,1) quando n & grande.

A distribuigio da média padronizada Y - 1ty)/ oy
as distribuicdes da Figura 2.7 sdo exatamente as MesIas
horizontal para que a varidvel padroniza
ver que, se n é grande 0 suficiente,

a distribuicio de Y tem

dividir o resultado por seu desvio padrio,
a distribuigdo da versao padronizada de
mite, essa distribui¢do deve ter uma boa aproximagio

& mostrada na Figura 2.7 para as distribui¢oes da Figura 2.6;
da Figura 2.6, exceto pela alteragio da escala do eixo
da tenha média zero e varidncia um. Com essa mudanga de escala, & facil
uma aproximagio boa por uma distribui¢io normal.

FIGURA 2.7 Distribuicdo da Média da Amosira Padronizada
de n Variaveis Aleatérias de Bernoulli

—

A distribuicgio amostral de Y na Figura
2.6 é mostrada aqui apds a
padronizagéio de Y. Isso centra as
distribuicdes da Figura 2.6 e amplia
escala no eixo horizontal por um fator
Vn. Quando o tamanho da amostra é
grande, as distribuicdes amostrais s&o
cada vez mais bem aproximadas pela
distribuicdo normal {a linha continua},
conforme previsto pelo feorema central
do limite.
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Alguém pode perguntar: o que significa “grande o suficiente”? Isto &, quio grande deve ser ;
¢ribuicio de Y seja aproximadamente normal? A resposta é: “depende”. A qualidade da apr i’ para~que 8 4y
depende da distribui¢do dos Y; subjacentes que compdem a média. Em um caso extremo siomr;/m%ao nosgal
mente distribuidos, entdo Y é normalmente distribuido de forma exata para todo n. No e’:nta ots 1540 notTaEy
subjacentes tém uma distribuicio muito distante da normal, essa aproximagio pode r(;,querer " r;%,oquand? o .Yi
Esse ponto & ilustrado pela Figura 2.8 para uma distribuigio da populag¢io, mostrada na Fi 0; até mais.
muito diferente da distribui¢do de Bernoulli. Essa distribui¢do tem uma cauda (,iireita longa (¢ gura .Sa, que é
direita). A distribui¢io amostral de Y, depois de centrada e ampliada, é mostrada nas fi is 9 ;ls)slmetrlca para a
5. 25 ¢ 100. Embora a distribui¢do amostral esteja aproximando a forma de sino para n iu 25 o s d P
mal ainda tem imperfeigdes evidentes. Entretanto, para n = 100, a aproximagio normal & b’a‘:tzgzxgzaggznor_
. Na ver-

dade, para n = 100, a aproxima¢io normal para a distribui¢io de Y & mui
1 o eralment
variedade de distribuicdes da populagio. ¢ geralmente é muito boa para uma grande

FIGURA 2.8 Distribuicdo da Média da Amostra Padronizada de n SeleGes de uma Distribuigéo Assimétrica
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padréo (linha continua), conforme previsto pelo teorema central do limite.

q4585
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Teorema Central do Limite

Suponha que Yj, ..., Y, sejam ii.d. com E(Y) = pty e var(y.) gy, onde 0 < 0% < 0. A

— ‘ medida que n —> o, a distribui¢io de (Y — t1y)/ o (onde o2 = 6 /n) torna-se arbitraria-

Conceito-

mente bem aproximada pela distribui¢io normal padrio.

Chave
2.7

O teorema central do limite é um resultado notivel. Enquanto as distribuigdes de Y para “n pequeno” nas

partes b e c das figuras 2.7 e 2.8 sio complicadas e completamente diferentes umas das outras, as distribuigdes
para “n grande” nas figuras 2.7d e 2.8d sdo simples ¢, incrivelmente, tém um formato semelhante. Como a dis-
tribuigio de Y se aproxima da normal 4 medida que n cresce bastante, diz-se que Y possui uma distribuigdo
normal assintética.

A conveniéncia da aproximagio normal, associada a sua grande aplicabilidade devido ao teorema central do

limite, faz dela um alicerce da estatistica aplicada moderna. O teorema central do limite estd resumido no Con-
ceito-Chave 2.7.

Resumo

1. As probabilidades de que uma variavel aleatéria assuma valores diferentes sio mostradas pela funcio de
distribui¢do acumulada, pela fungdo distribui¢io de probabilidade (para variiveis aleatérias discretas) e
pela fungio densidade de probabilidade (para varidveis aleatorias continuas).

2. O valor esperado de uma variavel aleatéria Y (também chamado de média u), representado por E(Y), é
o valor médio da variivel ponderado pelas probabilidades. A varidncia de Y é 6¢ = E[(Y — 11)?] € o desvio
padrio de Y é a raiz quadrada de sua variancia.

3. As probabilidades conjuntas de duas variaveis aleatérias X e Y sio mostradas por sua distribuicio de pro-
babilidade conjunta. A distribui¢do de probabilidade condicional de Y dado X = x é a distribui¢io de
probabilidade de Y, condicional a que X assuma o valor x.

4. Uma varidvel aleatoria normalmente distribuida possui a densidade de probabilidade em forma de sino
da Figura 2.3. Para calcular uma probabilidade associada a uma variavel aleatéria normal, em primeiro
lugar padronize a varidvel e entio utilize a distribui¢do acumulada normal padrio da Tabela 1 do Apéndice.

5. A amostragem aleatdria simples produz n observagdes aleatdrias Y), ..., Y, que sio independente e iden-

ticamente distribuidas (i.i.d.).

6. A média da amostra, Y, varia de uma amostra selecionada aleatoriamente para a seguinte e, portanto, é

uma variavel aleatdria com uma distribui¢io amostral. Se Y, ..

a. a distribui¢io amostral de Y tem média i, e variincia G% = o2/n;

., Y, sdo 1.1.d., entdo:

b. a lei dos grandes niimeros afirma que Y converge em probabilidade para ly; e

c. o teorema central do limite afirma que a versio padronizada de Y, (? — Uy)/ Oy, possui uma distribuigio
normal padrio (distribui¢io N(0,1)) quando n é grande.

I

Termos-chave

resultados (13)

pmhab:!ui wde (13)

espago amostral (13)

evento (13)

variavel aleatoria discreta (13)

varidvel aleatoria continua (13)

distribuicio de probabilidade (13)
distribuicio de probabilidade acumulada (13)
funcio de distribuicio acumulada (f.d.a.) (14)
variavel aleatéria de Bernoulli (14)
distribuicio de Bernoulli (14)

funcio densidade de probabilidade (f.d.p.) (15)
funcio densidade (15)

densidade (15)

valor esperado (16)

média (16), varidncia (16) e desvio padrao (17)
momentos de uma distribuigdo (17)
distribui¢io de probabilidade conjunta (18)
distribuicio de probabilidade marginal (19)
distribuicio condicional (19)

expectativa condicional (20)

meédia condicional (20)

lei das expectativas iteradas (21)

variancia condicional (21)
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independéncia (21)

co-variincia e correlagio (22)
nio-correlacionadas (22)

distribui¢io normal (23)

distribui¢ao normal padrio (23)
padronizar uma variavel aleatéria (23)
distribuicdo normal multivariada (25)
distribuicio normal bivariada (25)
distribui¢io qui-quadrado (25)
distribui¢io F, ., (25)

distribuicdo t de Student (27)
amostragem aleatéria simples (27)
populagio (28)

identicamente distribuidas (28)
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independente e identicamente distribuidas (i.1.d.) (28)

distribuigio amostral (29)
distribui¢io exata (30)

distribui¢do assintotica (30)

lei dos grandes nameros (30)
convergéncia na probabilidade (30)
consisténcia (30)

teorema central do limite (31)
distribuicdo normal assintética (34)

2.1 Exemplos de varidveis aleatérias utilizadas neste capitulo incluem: (a) o sexo da préxima pessoa que vocé

vai conhecer, (b) o nlimero de vezes que um computador trava, (c) a duragio do trajeto até a faculdade, (d)

se 0 computador que lhe disponibilizaram na biblioteca é novo ou antigo e (e) se esta chovendo ou nio.
Explique por que cada uma delas pode ser considerada aleatéria.

2.2 Suponha que as variaveis aleatérias X e Y sejam independentes e que vocé conhega suas distribuigdes.
Explique por que conhecer o valor de X nio lhe diz nada sobre o valor de Y.

2.3

Suponha que X represente o montante de precipitagio atmosférica em sua cidade natal em um dado més

€ que Y represente o namero de nascimentos em Los Angeles durante o mesmo més. Serd que X e Y sdo

independentes? Explique.

2.4

Uma turma de econometria possui oitenta alunos e o peso médio dos alunos é de 65,8 kg. Uma amostra

aleatéria de quatro alunos é selecionada e seu peso médio é calculado. O peso médio dos alunos da amostra

serd igual a 65,8 kg? Justifique. Use esse exemplo para explicar por que a média da amostra Y é uma va-

ridvel aleatoria.

2.5 Suponha que Y,

, Y, sejam varidveis aleatdrias i.i.d. com uma distribuicio N(1, 4). Esboce a densidade

de probabilidade dl. Y paran=2. Faca o mesmo para n = 10 e # = 100. Em palavras, descreva como as

densid

ades diferem. Qual é a relagdo entre sua resposta e a lei dos grandes nmeros?
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2.6 Suponha que Y, ..., Y, sejam varidveis aleatérias 1.1.d. com a distribuigio de probabilidade dada pela Figura
2.8a. Vocé deseja calcular P(Y < 0,1). Seria razoavel utilizar a aproximagio normal se n = 5? O que dizer
para n = 25 e n = 100? Explique.

Exercicios

As solugdes para os exercicios indicados com” podem ser encontradas, em inglés, no site relativo ao livro em
www.aw.com/stock br.
*2.1  Utilize a distribui¢io de probabilidade fornecida na Tabela 2.2 para calcular (a) E(Y) e E(X); (b) o3 e
o%; e (c) oxy e corr(X, Y).
2.2 Utilizando as variaveis aleatérias X e Y da Tabela 2.2, considere duas variiveis aleatdrias novas W =
3+ 6Xe V=20-7Y. Calcule (a) E(W) e E(V), (b) oﬁ, e o e () oy € corr(W 1).
2.3 A tabela a seguir fornece a distribui¢do de probabilidade conjunta entre a situagio empregaticia e o

nivel de instrugio entre trabalhadores ou pessoas que estdo procurando trabalho (desempregados) em
idade ativa na popula¢io norte-americana, com base no censo dos Estados Unidos de 1990.

Distribuicéio Conjunta de Situagio Empregaticia e Nivel de Instrucéio da Populagéo dos Estados Unidos
com Idade entre 25 e 64 Anos, 1990

Desempregados (Y = 0) Empregados (Y = 1) Total

| Sem curso superior (X = 0) 0,045 0,709 0,754
Com curso su-perior (X=1) 0,005 0,241 0,246
Total 0,050 0,950 1,000

*a. Calcule E(Y).
b. A taxa de desemprego € a fragio da forga de trabalho que estd desempregada. Demonstre que a
taxa de desemprego é dada por 1 — E(Y).
*c. Calcule E(Y| X =1) e E(Y| X = 0).
d. Calcule a taxa de desemprego para (i) individuos com curso superior (ii) individuos sem curso
superior.
*e. Um membro da populagio selecionado aleatoriamente relata que estd desempregado. Qual é a
probabilidade de que esse trabalhador tenha curso superior? E de que nio tenha curso superior?
f. As conquistas educacionais e a situagio empregaticia sio independentes? Explique.

2.4 A variivel aleatéria Y possui média 1 e variancia 4. Seja Z = % (Y—1). Mostre que i, =0eas = 1.

2.5 Calcule as seguintes probabilidades:
a. P(Y € 3), se Y é distribuida como N(1, 4).
b. P(Y > 0), se Y ¢é distribuida como N(3, 9).
*c. P(40 £ Y £ 52), se Y é distribuida como N(50, 25).
d. P(6 £ Y <8), se Yé distribuida como N(5, 2).
2.6  Calcule as seguintes probabilidades:
a. P(Y < 6,63), se Y ¢ distribuida como b58
b. P(Y <7,78), se Y é distribuida como x;.
*c. P(Y > 2,32), se Y é distribuida como Fy .

2.7 Em uma populagio, ity = 100 e ¢ = 43. Utilize o teorema central do limite para resolver as seguintes
questdes:
a. Em uma amostra aleatéria de tamanh4
o n =100, calcule P(Y < 101).
b. Em uma amostra aleatoria de tamanho n = 165, calcule P(Y > 98).
*c. Em uma amostra aleatoria de tamanho #n = 64, calcule P(101< Y < 103).

e
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2.8 Em um ano qualquer, o tempo pode provocar danos em uma residéncia por meio de um temporal. De
ano para ano, o dano € aleatorio. Seja Yo valor monetirio do dano em um dado ano qualquer. Suponha

que em 95 por cento dos anos Y = US$ 0, mas que em 5 por cento dos anos Y = US$ 20.000.

a. Qual é a média e o desvio padrio do dano em qualquer ano?

b. Considere um ‘‘seguro coletivo” de cem pessoas cujas casas estio suficientemente dispersas de modo
que, em um dado ano, o dano a casas diferentes possa ser visto como varidveis aleatorias indepen-
dentemente distribuidas. Seja Y o dano médio a essas cem casas em um ano. (i) Qual é o valor
esperado do dano médio Y7 (i) Qual € a probabilidade de que Y exceda US$ 2.000?

2.9 Considere duas varidvels aleatérias X e Y. Suponha que Y assuma k valores yy, ..., y;, € que X assuma
[ valores xq, ..., X.
a. Demonstre que P(Y =y) = 2 P(Y=y,| X=x)P(X=x). (Dica: Use a definicio de P(Y = y;| X = x,).)
b. Utilize sua resposta em (a) para ' verificar a Equagio (2.17).
c. Suponha que X e Y sejam independentes. Mostre que 0y =0 e corr(X, Y) = 0.

2.10 Fste exercicio fornece um exemplo de um par de varidveis aleatorias X e Y para as quais a média condi-
cional de Y dado X depende de X, mas corr(X, Y) = 0. Sejam X e Z duas variaveis aleatorias normais
padrio independentemente distribuidas e seja Y = X2 + Z.

a. Demonstre que E(Y|X) = X*

b. Demonstre que fy = 1.

c. Demonstre que E(XY) = 0. (Dica: Utilize o fato de que momentos impares de uma variavel
aleatoria normeal padrio sdo todos iguais a zero.)

d. Demonstre que cov(X,Y) = 0 e, portanto, corr(X,Y) = 0.

APENDICE

2.1

Derivagdo dos Resultados
| do Conceito-Chave 2.3

Este apéndice deriva as equagdes do Conceito-Chave 2.3.

A Equag3o (2.29) vem da defini¢io de expectativa.

Para derivar a Equagio (2.30), utilize a definicio de variincia para escrever var(a + bY) = E{[a + bY —
E(a+ bY)} = E{[(b(Y — upI?} = BE((Y - u)?] = o3

Para derivar a Equagio (2.31), utilize a defini¢io de variincia para escrever

var(aX + bY) = E{[(aX + bY) — (aly + bty))*}
= E{[a(X ~ ) + b(Y — i)}
= E[a? (X — 1) + 2B[ab(X — i) (Y = )] + E[BAY — 11" (2.47)
= @var(X) + 2abcov(X,Y) + b*var(Y)

= a2 + 2aboyy + W20},

onde a segunda igualdade segue ao agrupar os termos, a terceira igualdade segue ao expandir o quadrado e a quarta igual-
dade segue da definigio de varidncia e co-variincia.

Para derivar a Equagio (2.32), escreva E(Y2) = E{[(Y — tiy) + Uy]*} = B[(Y — t1y)*] + 20y E(Y — [ty) + w=op + “,
pois E(Y ~ 1) =

Para derivar a Equagio (2.33), utilize a defini¢io de co-varidncia para escrever

covia + bX + cV,Y) = E{[a+ bX + ¢V — E(a + bX + c<V)][Y — Liy]}
= E {[b(X — ) + (V= up)l[Y — iy 1}

= E {[b(X — t)][Y = ty]} + E {[c(V = tup)l[Y — biy]}
= boyy + Oy,

(2.48)

que € a Equagio (2.33).
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Para derivar a Equagio (2.34), escreva E(XY) = E{[(X — Ux) + Ux][(Y — uy) + 1y]} = E[(X — L)Y — )] +
E(Y — iy) + U E(X — Ux) + Hxlly = Oxy + Hxly-

Agora provamos a’ desigualdade da correlagio da Equagio (2.35), a saber, |corr(X,Y)|< 1. Seja a = —GXY/G)% eb=1.
Aplicando a Equagio (2.31), temos que

var(aX + Y) = a’0% + oy + 2a0xy
= (~Oyy/02)? 0% + 03 + 2(—0Oxy /0%)0xy (2.49)

N S R
=0y — Oxy/0x.

Como var(aX + Y) é uma variancia, ela nio pode ser negativa; desse modo, da ltima linha da Equagao (2.49), obte-
mos que 0y ~ G2y /0% 2 0. A reorganizagio dessa desigualdade produz

o2y < ofop  (desigualdade da co-varidncia). (2.50)

A desigualdade de co-varincia implica que o2y /(0%03) < 1 ou, de forma equivalente, | Oxy/(0x0y)|< 1, que (utilizando
a definicio de correlagio) prova a desigualdade da correlagdo |corr(X,¥)[< 1.



