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1. Introducdo a analise de regressao

2. Nocgdes de covariancia e correlagao

3. Modelo de regressao linear simples e multipla

estimagdo dos parametros

tabela de analise de variancia (ANOVA)

distribuigdes de probabilidades: Normal, t-Student, F-Snedecor e >
interpretacdo dos coeficientes

analise dos residuos

teste F-parcial

correlacao parcial e multipla

variaveis indicadoras

confusao e interacao

escolha do melhor modelo N
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4. Modelo de regressao polinomial
5. Analise de tendéncia em séries histéricas usando modelos de regressao;
6. Modelo de regressao logistica simples e multipla:

* o0 modelo logistico

* estimacdo dos parametros

* interpretacdo dos coeficientes

* medidas de ajuste do modelo

* confusdo e interacao

* escolha do melhor modelo

e analise de residuos
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astrénomo e fisico alemdo, conhecido popularmente BIOESTATISTICA

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), matematico,

como o “principe dos matematicos”, trouxe grandes
contribuicdes em diversas areas da ciéncia, entre leras, a
estatistica. Desenvolveu o método dos minimos

quadrados.

Sir Francis Galton (1822-1911), antropélogo,
meteorologista, matematico e estatistico inglés.
Desenvolveu uma descricdo matematica da tendéncia,
qgue chamou de regressao e que foi o precursor dos

modelos de regressao atuais.
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Historia natural dos alunos
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Introducao a analise de regressao 2 g
BIDESTATISTICA

Na pratica ha diversas situacdes em que a analise de regressao é apropriada:

1. Quando se deseja caracterizar a relacao entre uma variavel dependente (Y) e uma ou mais

variaveis independentes (Xi), i€, avaliar a extensao, direcao e forca da relacdo (associacao).

2. Procurar uma funcdo matematica ou equacao para descrever a variavel dependente (Y) como
funcdo da variaveis independentes (Xi), ié, predizer Y em funcdo dos Xi; determinando o

melhor modelo estatistico que descreva essa relacao.

3. Descrever quantitativa e/ou qualitativamente a relacdo entre os Xi e Y, controlando o efeito

de outras variaveis (Ci).
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Introducao a analise de regressao 2 gy

RIDESTATISTICA

Na pratica ha diversas situacdes em que a analise de regressao é apropriada:

4. \Verificar o efeito interativo de 2 ou mais variaveis independentes as quais se relacionam
com a variavel dependente.

5. Determinar quais das muitas varidveis independentes sdao importantes para descrever ou
predizer a variavel dependente. Ordenar as variaveis independentes em sua ordem de

importancia em relacdo a variavel dependente.

6. Comparar multiplos relacionamentos derivados da analise de regressao.
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Introducao a analise de regressao )L
BIDESTATISTICA

v’ E importante ser cauteloso sobre os resultados obtidos em uma anélise de regress3o, ou, de
uma maneira mais geral, em qualquer analise utilizando técnicas estatisticas que procurem

guantificar uma associacdo entre 2 ou mais variaveis.

v A andlise estatistica pode estar correta, porém os dados podem estar viciados e/ou

incompletos (vicios no delineamento, na amostragem, nas medidas, na escolha das variaveis

e outros)

v' 0 achado de uma associac3o estatistica significativa em um particular estudo n3o estabelece

uma relacao causal.
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Introducado a analise de regressao 7 N
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Questoes basicas

v Qual a funcdo matemadtica mais apropriada a ser utilizada? (Em outras palavras: os dados

se ajustam melhor a uma reta? A uma parabola? A uma funcao logistica?)
v Como determinar o melhor modelo que se ajuste aos dados?
v Qual a validade e a precisdo da(s) estimativa(s) do(s) coeficiente(s) de regressdo?

v’ A presenca, no modelo, de determinada varidvel independente melhora a precisdo do

mesmo?
v Dado um modelo especifico, o que ele significa?
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Introducao a analise de regressao

ESTRATEGIAS (stepwise):

MODELO MAIS COMPLEXO H®  MAIS SIMPLES

(BACKWARD SELECTION)

MODELO MAIS SIMPLES # MAIS COMPLEXO

(FORWARD SELECTION)

— #G ‘“%% g
RIDESTATISTICA
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Analise de Regressao Simples

v'Duas variaveis quantitativas
v'Descrever a relacdo entre elas

v Eventualmente, prever o valor de uma delas para
um determinado individuo quando s6 conhecemos

o valor da outra

BIDESTATISTICA
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Analise de Regressao Simples

Exemplos

v’ Tempo de reacdo a um estimulo (segundos) e idade
v'Peso e idade

v'Peso e altura

v'"Numero de ébitos e concentracdo de um determinado

poluente

— #G ‘“%% g
RIDESTATISTICA
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Analise de Regressao Simples 7 Sogp

BIDESTATISTICA

v’ Varidvel resposta, dependente ou preditiva

A variavel que esta sendo afetada pela outra ou outras, que acreditamos depender

das outras, que pode ser explicada ou prevista pelas outras.
v’ Varidvel explicativa, independente ou preditora

A variavel que afeta a outra, que pode ajudar a explicar a variabilidade da outra e a

prever a outra.

|I» Quando o modelo envolve apenas uma variavel explicativa, sera chamado
de modelo de Regressao Linear Simples. GLEICE M S CONCEIGAD
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Exemplo 1 7 e

BIDESTATISTICA
Amostra de criancas (dados hipotéticos)
Crianca I?eso Idade Altgra
(libras) (anos) (pés)
1 64 8 57
2 71 10 59
3 53 6 49
4 67 11 62
5 55 8 51
6 58 7 50
7 77 10 55
8 57 9 48
9 56 10 42
10 51 6 42
11 76 12 61
12 68 9 57 GLEICE M S CONCEICAD

MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP




Exercicio 1 7 Sy
RIDESTATISTICA

Peso Idade

Inicialmente, vamos estudar a relacao entre idade e peso Crianca ..
(libras) (anos)
na amostra de criancas. 1 64 8
a) ldentifique a variavel resposta (ou dependente) e a 2 71 10
3 53 6
explicativa (ou independente). 4 &7 11
b) Construa o diagrama de dispersao, com a variavel 5 55
dependente no eixo y e a independente no eixo x. 6 28
7 77 10
Interprete-o. 3 57 9
c) Calcule a média, a variancia e o desvio padrdo de 9 56 10
ambas as variaveis. 10 >1 6
11 76 12
12 68 9
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Diagrama de dispersao

Peso (libras)

80

75

70

65

60

55

50

Diagrama de dispersao entre o peso e a altura

em uma amostra de criancgas.

(0))]

Idade (anos)

»
% ﬁ

BIDESTATISTICA
Crianga I.Deso Idade
(libras) (anos)
1 64 8
2 71 10
3 53 6
4 67 11
5 55
6 58
7 77 10
8 57 9
9 56 10
10 51 6
11 76 12
12 68 9
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Tipos de associacao entre variaveis

»
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(a) (b) (c) BIOESTATISTICA
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[ ]
E possivel obter uma medida de associa¢do?
v" NuUmero positivo grande
L Mas, convém levar em
Y.y = associacdo direta XY
’ conta o nimero de —
. . n
= associagao inversa GLEICE M S CONCEICAD
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

O coeficiente de correlacdo linear de Pearson pode ser escrito como

r=corr(X,Y) =

n — _

1 z(Xi_X)(Yi_Y)

n—1_1 Sy Sy
1=

Isto é, o coeficiente de correlacdo (r) é a média dos produtos dos

valores padronizados das varidaveis X e Y.

Fisher

&,
£
ke =)
o
$5 B

RIDESTATISTICA

(1)
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

(xl X) (3’1 - Y)

- X, Y) =
r =corr(X,Y) n—l 5,

A definicao formal para o coeficiente de correlacao linear de Pearson é:

cov(X,Y)
5xSy

r=corr(X,Y) =

2111 1(xl X)(y;i-Y)
n—1

onde cov(X,Y) =

RIDESTATISTICA
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Coeficiente de correlagdo linear de Pearson (r) re ﬁ
RIDESTATISTICA
Propriedades
v -1<corr(XY)<1
v’ Valores proximos de 1 ou —1 indicam uma associacdo forte

v’ Valores proximos de zero quando ndo existe associacio

O coeficiente de correlacao linear mede:
m Presenca de associacao linear

m Forca de uma associacao linear
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

r proximo de 1 r proximo de -1 r proximo de 0 GLEICE M S CONCEIGAD

MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

Alguns autores sugerem avaliar a presenca e a forca de uma associacao linear

a partir do coeficiente de correlacao do seguinte modo:

de 0,10 a 0,39 - fraca
de 0,40 a 0,69 - moderada
de 0,70 até 1 - forte

Mas nao ha, de fato, uma norma rigida sobre isto.
Deve-se levar em conta o contexto, o tamanho da amostra, e sempre avaliar
a associacdo observando conjuntamente o coeficiente de correlacao e o

diagrama de dispersao.

Fisher

RIDESTATISTICA
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Exercicio 1 7 gy
RIDESTATISTICA

Peso Idade

Vamos estudar a relacdo entre idade e peso em Crianga .
(libras) (anos)
uma amostra de criancas. Os dados estdo na 1 64 8
tabela ao lado. 2 /1 10
N o 3 53 6
d) Calcule o coeficiente de correlagdo linear de 4 67 11
Pearson entre idade e peso. Interprete-o. 5 55
6 58 7
7 77 10
8 57 9
9 56 10
10 51 6
11 76 12
12 68 9
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

S =
L 2 ﬁ

Crianca |dade Peso X . — Y)2 R 7 . —Y)2 .- X R 74 i
@ X y, X-X X-X° ¥-Y) ¥;-V)" X-X)¥-Y) RIOESTATISTICA
1 8 64
2 10 71
3 6 53
4 11 67
5 55
6 58
7 10 77
8 9 57
9 10 56
10 6 51
11 12 76
12 9 68
Soma
Média
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

S =
L 2 ﬁ

Crianca |dade Peso X . — Y)2 R 7 . —Y)2 .- X R 74 i
@ X y, X-X X-X° ¥-Y) ¥;-V)" X-X)¥-Y) RIOESTATISTICA
1 8 64
2 10 71
3 6 53
4 11 67
5 55
6 58
7 10 77
8 9 57
9 10 56
10 6 51
11 12 76
12 9 68
Soma 106 753

Média 8,833 62,750
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

& b
85 P ﬁ

Crianca |dade Peso X . — Y)2 R 7 . —Y)2 . —X R 7 i
@ X y, X-X X-X° ¥-Y) ¥;-V)" X-X)¥-Y) RIOESTATISTICA
1 8 64 -0,833
2 10 71 1,167
3 6 53 -2,833
4 11 67 2,167
5 55 -0,833
6 58 -1,833
7 10 77 1,167
8 9 57 0,167
9 10 56 1,167
10 6 51 -2,833
11 12 76 3,167
12 9 68 0,167
Soma 106 753 0,000

Média 8,833 62,750 0,000 . -—-- —
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

pearson
s,
E ﬁ
s,
<,

Crianca i Peso ¥ 2 . o2 vy v [

®ox oy D GEHT @D T O D BIOESTATISTICA
1 8 64 -0,833 0,694
2 10 71 1,167 1,361
3 6 53 -2,833 8,028
4 11 67 2,167 4,694
5 55 -0,833 0,694
6 58 -1,833 3,361
7 10 77 1,167 1,361
8 9 57 0,167 0,028
9 10 56 1,167 1,361
10 6 51 -2,833 8,028
11 12 76 3,167 10,028
12 9 68 0,167 0,028
Soma 106 753 0,000 39,667

Média 8,833 62,750 0,000 . -—-- —
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

Crianga 208 POy %) X, ~X)? (V—F) (¥~ (X —X)¥,~T)
Xi Yi i l L l l l
1 8 64 -0,833 0,694 1,250 1,563
2 10 71 1,167 1,361 8,250 68,063
3 6 53 -2,833 8,028 -9,750 95,063
4 11 67 2,167 4,694 4,250 18,063
5 55 -0,833 0,694 -7,750 60,063
6 58 -1,833 3,361 -4,750 22,563
7 10 77 1,167 1,361 14,250 203,063
8 9 57 0,167 0,028 -5,750 33,063
9 10 56 1,167 1,361 -6,750 45,563
10 6 51 -2,833 8,028 -11,750 138,063
11 12 76 3,167 10,028 13,250 175,563
12 9 68 0,167 0,028 5,250 27,563
Soma 106 753 0,000 39,667 0,000 888,250
Média 8,833 62,750 0,000 0,000

dl Y
RIDESTATISTICA

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP



Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

Idade Peso

Crianga y, &i—X X-X? ¥;-V) (;-¥)* X;-X)¥;-¥) BIOESTATISTICA
1 8 64 -0,833 0,694 1,250 1,563 -1,042
2 10 71 1,167 1,361 8,250 68,063 9,625
3 6 53 -2,833 8,028 -9,750 95,063 27,625
4 11 67 2,167 4,694 4,250 18,063 9,208
5 55 -0,833 0,694 -7,750 60,063 6,458
6 58 -1,833 3,361 -4,750 22,563 8,708
7 10 77 1,167 1,361 14,250 203,063 16,625
8 9 57 0,167 0,028 -5,750 33,063 -0,958
9 10 56 1,167 1,361 6,750 45,563 -7,875
10 6 51 -2,833 8,028 -11,750 138,063 33,292
11 12 76 3,167 10,028 13,250 175,563 41,958
12 9 68 0,167 0,028 5,250 27,563 0,875
Soma 106 753 0,000 39,667 0,000 888,250 144,500

Média 8,833 62,750 0,000 0,000
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

J

Fermat

Idade Peso

Crianga y, &i—X X-X? ¥;-V) (;-¥)* X;-X)¥;-¥) BIOESTATISTICA
1 8 64 -0,833 0,694 1,250 1,563 -1,042 X= =X 106 8,833
2 10 71 1,167 1,361 8,250 68,063 9,625 " 12
3 6 53 -2,833 8,028 -9,750 95,063 27,625 . YL.(X —X)?_ 39,667
4 11 67 2,167 4,694 4,250 18,063 9,208 Sx=T 1 T 08
5 55 -0,833 0,694 -7,750 60,063 6,458
6 58 11,833 3,361 4,750 22,563 8,708 Sx = \/; = /3,606 = 1,899
7 10 77 1,167 1,361 14250 203,063 16,625
8 9 57 0,167 0,028 5,750 33,063 -0,958 sy 753
9 10 56 1,167 1,361 -6,750 45,563 -7,875 y=2201 = = 62750
10 6 51 -2,833 8,028  -11,750 138,063 33,292
11 12 76 3,167 10,028 13,250 175,563 41,958 gz _ Ziz(Yi— r)> _ 888,250 _ 50750
12 9 68 0,167 0,028 5,250 27,563 0,875 Y n—1 11 ’
Soma 106 753 0,000 39,667 0,000 888,250 144,500 5, = \/57;? _ /5075 = 8.986
Média 8,833 62,750 0,000 0,000
Cov(X,¥) = X=X -Y) _ 1445500 _ 13136 . cov(X,Y) 13136  _ 076982
n—1 11 5xS, 1,899 - 8,986
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

J

Fermat

Altura Peso

Crianga . y, &i—X X-X? ¥;-V) (;-¥)* X;-X)¥;-¥) BIOESTATISTICA
1 57 64 4,250 18,063 1,250 1,563 5,313
2 59 71 6,250 39,063 8,250 68,063 51,563
3 49 53 -3,750 14,063 -9,750 95,063 36,563
4 62 67 9,250 85,563 4,250 18,063 39,313
5 51 55 -1,750 3,063 -7,750 60,063 13,563
6 50 58 -2,750 7,563 -4,750 22,563 13,063
7 55 77 2,250 5,063 14,250 203,063 32,063
8 48 57 -4,750 22,563 -5,750 33,063 27,313
9 42 56 -10,750 115,563 -6,750 45,563 72,563
10 42 51 -10,750 115,563 -11,750 138,063 126,313
11 61 76 8,250 68,063 13,250 175,563 109,313
12 57 68 4,250 18,063 5,250 27,563 22,313
Soma 633 753 0,000 512,250 0,000 888,250 549,250

Média 52,750 62,750 0,000 0,000
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Calculando o coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

“ﬁ
%,
<,

cianga YTV =0 -XP (G-D) 0i-FF K -0 BIOBSTATISTICA
Xl Yl L L L L L L , X 633
1 57 64 4,250 18,063 1,250 1,563 5,313 X = ‘=nl t = 45 = 52750
2 59 Vel 6,250 39,063 8,250 68,063 51,563
3 49 53 3,750 14,063 -9,750 95,063 36,563 g2 Shati - B 512250
4 62 67 9,250 85,563 4,250 18,063 39,313 X n—1 11 ’
5 51 55 1,750 3,063 7,750 60,063 13,563 e
6 50 58 -2,750 7,563 -4,750 22,563 13,063 Sx = Sk = /46,568 = 6,8240
7 55 77 2,250 5,063 14,250 203,063 32,063
8 48 57 4,750 22,563 5,750 33,063 27,313 ey 73
9 42 56 10,750 115,563 6,750 45,563 72,563 =200 o = 62,750
10 42 51 10,750 115,563  -11,750 138,063 126,313
11 61 76 8,250 68,063 13,250 175,563 109,313 o2 _ Zima (i~ 7)? _ 888250 .
12 57 68 4,250 18,063 5,250 27,563 22,313 Y n—1 11 ’
Soma 633 753 0,000 512,250 0,000 888,250 549,250 S, :J;)% _ /8075 = 8,986
Média 52,750 62,750 0,000 0,000
N _ _
cov(X,Y) = "=1(Xln _Xi(y‘ P 543’1250 = 49,932 = COZSS(;Y) = 5824 508~ V8143
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Coeficiente de correlacao linear de Pearson (r)

Peso (kg)

75

70

65

60

55

50

45

Diagrama de dispersao do peso em funcao da

altura em uma amostra de alunos da Farmacia

L 2R 2
L 4 L 4
L 4 L 4
L 4 L 4
L 4
¢ L 4
150 155 160 165 170 175 180 185

Altura (cm)
r=0,62

Peso (kg)

75

70

65

60

55

50

45

wd] Y
RIDESTATISTICA

Diagrama de dispersao do peso em funcgao da

altura em uma amostra de alunos da Farmacia

150

L 4 L 4
L 4 L 4
L 4 L 4
L 4
¢ L 4
155 160 165 170 175 180 185
Altura (cm)
r=0,28
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Analise de Regressao Simples

Peso (libras)

80

75

70

65

60

55

50

Ajustando uma reta aos dados

r=0,77
[ ]
o
o
6 7

Idade (anos)

RIDESTATISTICA

Crianca Idade I.Deso
(anos) (libras)
1 8 64
2 10 71
3 6 53
4 11 67
5 8 55
6 7 58
7 10 77
8 9 57
9 10 56
10 6 51
11 12 76
12 9 68
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Analise de Regressao Simples

Peso (libras)

80

75

70

65

60

55

50

Ajustando uma reta aos dados

Idade (anos)

»
% ﬁ

BIDESTATISTICA
Crianga I.Deso Idade
(libras) (anos)
1 64 8
2 71 10
3 53 6
4 67 11
5 55
6 58
7 77 10
8 57 9
9 56 10
10 51 6
11 76 12
12 68 9
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Analise de Regressao Simples

Peso (libras)

80

75

70

65

60

55

50

Ajustando uma reta aos dados

6 7 8 9 10 11 12 13

Idade (anos)

Como escolher a melhor reta?

- WG %%/ g
RIDESTATISTICA
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O modelo de regressdo linear simples /7 g

RIDESTATISTICA

Na populacao Y; = By + f1X; + ¢
g;~N(0,02); independentes
Y
YI: .
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O modelo de regressdo linear simples /7 g

RIDESTATISTICA

Na populacao Y; = o + f1X; + &
g;~N(0,02); independentes
Y
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O modelo de regressao linear simples ./ N

- | | BIDESTATISTICA
O modelo de regressao linear simples pode ser escrito como:
Yi = Bo + b1 X; + & (1)
onde

Y; é o valor da variavel resposta na i-ésima observacao;

Bo e [1 sao parametros;

X; € uma constante conhecida, o valor da variavel preditora (ou explicativa)
na i-ésima observacao;

g; € um erro aleatorio nao observavel

g~N(0,0%); (g, gj) sdo independentes para todo J, J.

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP

=1, ..,n



O modelo de regressdo linear simples ).

Alguns aspectos importantes: BIOESTATISTICA
Y; = Bo + p1Xi + & (1)

Este modelo é

v’ simples
v’ linear nos parametros

v’ linear na variavel preditora

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples

Alguns aspectos importantes:

O modelo é escrito como
Yi = B0+ B1Xi + &

g;~N(0,0?), independentes

Mas também pode ser escrito como
E(Y) = u; = Bo + B X

onde Y;~N (u;; 02),independentes

(1)

(2)

RIDESTATISTICA
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O modelo de regressdo linear simples /7 g

Na populacao

Y

RIDESTATISTICA

Y; = Bo + b1 X; t+ &

g;~N(0,02); independentes

ti = Po + B1X;
Y;~N(u;, 02); independentes

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples ./ N

Entendendo isto: RIDESTATISTICA

Yi=Bo+ B Xi + g (1)
g;~N(0,0?), independentes

v Obtendo a esperanca e a variancia de Y:

E(Y)) =p =EBo+ B1Xi + &) =EB) + E(B1Xi) + E(g) = Bo + B1X;

Var(Y;) = Var(By + B1X; + &) = Var(By) + Var(BX;) + Var(g;) = o2

v/ ComoY; é a soma de uma constante (B, + B1X;) e uma varidvel aleatdria (g;) com distribuicdo Normal, onde

€;, &) sao independentes para todo j, j, entdo, Y;*Normal com (Y;,Y;) independentes para todo , j, .
0 €j i ity

v Assim, o modelo equivale a

E) = u; = Bo + 1 X;
onde Y;~N (u;; 02),independentes

(2)
GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressdo linear simples ).

Na popu|ag§o BIOESTATISTICA

Y; = Bo + f1X; + ¢ g;~N(0,0?); independentes

E(Y;) = pi = Bo + B1X;

Q
3
Q
9]
)
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O modelo de regressao linear simples ./ N

Alguns aspectos importantes: BIOESTATISTICA

v" O Modelo de Regress3o Linear Simples é dados por:

Yi = Bo + B Xi + & (1)

g;~N(0,0?), independentes

v’ Este modelo modelo equivale a

E(Y)) = p; = Bo + B14X;
onde Y;~N(u;; 02), independentes

v Como X; é constante, também é comum utilizar a notagdo
E(Y;|X;) = wi = Bo + 14X (3)
onde Y;/X;~N(u;; o), independentes

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressdo linear simples /7 ¥

Entendendo as suposi¢des do modelo BIOESTATISTICA

1. Distribuicao Normal para a variavel resposta

Para um valor fixo de X, Y € uma v.a. com distribuicdo normal. Y |

Entao, ha uma distribuicdo Normal para Y em cada nivel de X.

Y;/Xi~N(u; 0%)

o
o
Q
Q
Q)
3
(o)
)
)

#i': """" :

2. Os valores de Y sao independentes uns dos outros. E(Y) = pi = o + B1X;

(Y;,Y:) sdo independentes para todo j, j. — ' !

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples

Entendendo as suposi¢cdes do modelo
3. Linearidade

O valor esperado ou médio de Y; /X; , que é y;,

é uma funcdo de linha reta sobre os X;.

4. Homocedasticidade

A variancia de Y;/X; € a mesma, qualquer que seja X;.

Var(Y;/X;) = o2, constante.

Mi':

o
o
Q
Q
Q)
3
(o)
)
)

#G %% g
RIDESTATISTICA

E(Y;) = u; = Bo + B1X;

X
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O modelo de regressdo linear simples 7 g

Entendendo as suposi¢des do modelo BIOESTATISTICA

Regression
/ Curve

Probability
Distribution
of ¥

GLEICE M S CONCEICAD
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Estimando a reta de regressao

Na amostra

X
Como escolher a melhor reta?

RIDESTATISTICA

GLEICE M S CONCEICAD
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Estimando a reta de regressao

v’ Como escolher a melhor reta?

v Como estimar os valores de Sy e 5;?

v’ Métodos de estimacdo

* Minimos Quadrados

e Maxima Verossimilhanca

— G ‘“eg% g
RIDESTATISTICA
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Estimando a reta de regressao 7 ey

RIDESTATISTICA

Na amostra o ,
Distancia vertical entre o pOhtO e areta

v Distancia entre Y; e E(Y;)
Y; — (Bo+B1X:)

E(Y;) = Bo + B1Xi

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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Método de Minimos Quadrados

Distancia vertical entre o ponto e a reta

Distancia entre Y; e E(Y;)

Para cada ponto: Y; — (By+51X;)

n

Q= ) IV — (BotBuX) I = ) [¥ = o — fuXi I
=1

i =1

Para encontrar os valores de [y e f; que tornam Q a minima possivel:

0Q

0By

0 —< =
9

0

— #G ‘“%% g
RIDESTATISTICA
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Método de Minimos Quadrados

Chamaremos esses valores de by e b;:

XX =X -Y)
LY - X)?

A reta de regressao estimada sera:

Y; = by + by X; (4)

— #G ‘“%% g
RIDESTATISTICA
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Calculando b e by

Idade Peso

Crianga y, &i—X X-X? ¥;-V) (;-¥)* X;-X)¥;-¥) BIOESTATISTICA

1 8 64 -0,833 0,694 1,250 1,563 -1,042

2 10 71 1,167 1,361 8,250 68,063 9,625 YX; - X)(Y, -7

3 6 53 22,833 8,028 -9,750 95,063 27,625 b, = ==

4 11 67 2,167 4,694 4,250 18,063 9,208 2(Xi —X)

5 55 -0,833 0,694 7,750 60,063 6,458

6 58 1,833 3361 4750 22,563 8,708 _ 144,5000

7 10 77 1,167 1,361 14250 203,063 16,625 17 39667 3,64

8 9 57 0,167 0,028 5,750 33,063 -0,958

9 10 56 1,167 1,361 6,750 45,563 7,875

10 6 51 22,833 8028  -11,750 138,063 33,292 v >

11 12 76 3,167 10,028 13250 175,563 41,958 bo =Y = by X

12 9 68 0,167 0,028 5,250 27,563 0,875
Soma 106 753 0,000 39,667 0,000 888,250 144,500 by = 62,750 — 3,64 x 8,833 = 30,57
Média 8,833 62,750 0,000 0,000

Y; = 30,5714 + 3,6429X;
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O modelo de regressao linear simples ./ N

. . | RIDESTATISTIC
Interpretacao dos coeficientes do modelo ajustado : é

Y=b0+b1X

Para interpretar os parametros do modelo, variamos X e vemos o que acontece com Y

v Fazendo X=0:
X=0:>?(X=O)=b0+b1*0 =b0

= by é o valor de ¥ quando X = 0

v Aumentando X de uma unidade:
?(X+1) =b0+b1(X+1) =b0+b1X+b1 =?+b1

= b; é 0 aumento médio ou esperado em Y quando aumentamos X de uma unidade.

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples ./ N

Modelo ajustado

Peso (libras)

80

75

70

65

60

55

50

Y; = 30,57 + 3,64X;

Idade (anos)

BIDESTATISTICA
Interpretacao dos

coeficientes ajustados

v" Neste caso, by ndo tem interpretacdo, ja

gue ndo temos criancas com idade zero.

v' A cada ano que passa, espera-se um
aumento de o 3,64 libras no peso, em

média.

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples ./ N

N o . BIOESTATISTIC
Interpretacao dos coeficientes ajustados . :

by e by sdo as “estimativas” de By e [

Na populagdo: Y=00+[1X+e ou
u=po+ p1X
Na amostra: Y =by+ b X

v' b, é a estimativa do valor esperado ou médio de Y quando X = 0
v’ b, é a estimativa do aumento esperado ou médio em Y quando aumentamos X de uma unidade

v' Em geral, omitimos a palavra “estimativa” na interpretacdo, ja que isto esta implicito )
GLEICE M S CONCEBICAO

MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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O modelo de regress3o linear simples ./ & -

. . RIDESTATISTICA
Interpretacao dos parametros de modelo

EY)=u=po+pX
Para interpretar os parametros do modelo, variamos X e vemos o que acontece com K.

v Fazendo X=0:
X=0=>U =B+ p1*0 =P

= [, é ovalorde u quandoX =0

v’ Aumentando X de uma unidade:

Uixe) =Po+B1X+1) =B+ X +B1=pu+p

= (1 € o aumento em u (isto é, o aumento esperado ou médio em Y)

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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O modelo de regressdo linear simples /7 ¥

. . | BIDESTATISTICA

Interpretacao dos coeficientes ajustados

Por exemplo, ao investigar a incidéncia o9
(O]

de uma doenca (Y) ao longo dos anos (X), g 8 o ¢
o) °

o modelo ajustado foi: =R ¢
§ 6 1 )

Y, = 2,18 + 1,34n0 S 5| y
~ ® S
e
= A estimativa da incidéncia média no ano zero S 3 e
(inicio do estudo) € 2,18 = 5 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
= Estima-se que a cada ano que passa a Tempo (anos)

incidéncia aumenta, em média, 1,3.

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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Exercicio 1 7 Sy
RIDESTATISTICA

Peso Idade

Vamos estudar a relacdo entre idade e peso em Crianca ..
(libras) (anos)

uma amostra de criancas. Os dados estdo na 1 64 8
tabela ao lado. 2 /1 10
) 3 53 6
e) Obtenha a reta de regressdo do peso em 4 67 11

funcao da idade. 5 55

f) Interprete os coeficientes da reta de 6 28
7 77 10
regressao ajustada. 3 57 9
g) Desenhe a reta de regressao ajustada no 9 56 10
diagrama de dispersao. 10 >1 6
11 76 12
h) Obtenha as estimativas para o peso esperado 12 68 9

(ou médio) em criancas com 8 e 11 anos.

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regress3o linear simples /| 9

i IOESTATISTIC
Modelo ajustado BIOESTATISTICA

Para tracar a reta no

80 - grafico:
[ ]

75 A ° Para X; =7

20 4 ¥; = 30,57 + 3,64*7=56,07
= 65 A Para X; = 10
(@)
3 60 - 7, = 30,57 + 3,64*10=66,97

22 (7: 56,07)

50 T T T T | | | | (10, 66,97)

Idade (anos)

GLEICE M S CONCEICAD
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O modelo de regressao linear simples /| ﬁ

| BIDESTATISTICA

Algumas propriedades
_ I - D) -7)
_ ' XX — X)?
Y; = by + b1 X;
bO - Y - bl)?

Note que, substituindo-se o valor de byna equagao acima, temos:

?l' :7—b1)?+b1Xl

fi= ¥+ bi(Xi = %)
Isto singifica que quando

Xi»>X =Y ->Y MARIARG ROSAmIOR 5 AT oS

FSP-USP



Residuo 7 ey

BIDESTATISTICA
O modelo ajustado é:

?l' - bo + lei (4)
O residuo é definido como a distancia entre o Y,

valor observado Y; e o valor ajustado pelo

modelo, Y;.

Assim, os residuos do modelo sao dados por:

e =Y, —% i=1.,n (5

Note que e; # ¢;, falaremos sobre isto mais

adiante. )
qLeicemM s CONOEI(}AO
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Inferéncias sobre o modelo de regressao ﬁ

RIDESTATISTICA

Inferéncias sobre o modelo de regressao  Estimacdo e Predicao
v'Tabela de ANOVA v'Intervalo de Estimacdo
v'Teste F v'Intervalo de predicdo

Inferéncias acerca de 54 v'Bandas de confianca para a reta de
v Teste de hipdteses para 5, regressao

v'Intervalo de confianca para 8

Inferéncias acerca de 3,
v Teste de hipdteses para B,

v'Intervalo de confianca para 8,

GLEICE M S CONCEICAD
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Fontes de variabilidade

..\

BIOESTATISTICA
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Fontes de variabilidade

Vi-Y=-%)+(7-7)

RIDESTATISTICA
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] o % | 6 . .
Particao da Soma de Quadrados 7 ey

) ) BIOESTATISTICA
,-Y=(Y-Y)+ (¥ —-1) (6)
Elevando-se ao quadrado os 2 lados da igualdade acima e fazendo-se a soma de

todas as n equacoes (i=1,2, ...,n), obtem-se:

im -7)? = i[(n -+ (-7

Apos trabalhar o lado direito da equacao, chegamos a:
n n n

Z(Yi—Y)Z =Z(E—7)2+Z(Yi—?)2 (7)

=1 =1 =1

SQT = SOM + SOR VARIADO R AR b LATDRR

FSP-USP



Particao da Soma de Quadrados 7 Ny
BIDESTATISTICA

A Soma de Quadrados Total (SQT) é dada por

SQT = ) (% = V)
=1

e fornece uma medida da variabilidade total das observacdes em relacdo a média geral.

O nudmero de graus de liberdade (g.l.) associado a SQT é (n-1).

GLEICE M S CONCEICAD
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Particao da Soma de Quadrados 7 Mgy
BIDESTATISTICA

A Soma de Quadrados do Modelo de Regressao (SQM) é dada por

SQM = ) (7 - T)?
i=1

e fornece uma medida da variabilidade entre a média geral e a média estimada pela reta de
regressao. Quanto mais distante a reta de regressao estiver da média geral, maior sera a
contribuicao do modelo para explicar a variabilidade de Y e maior sera SQM.

O numero de graus de liberdade (g.l.) associado a SQM é 1 (o nUmero de parametros menos 1).

GLEICE M S CONCEICAD
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Particao da Soma de Quadrados 7 Ny
BIDESTATISTICA

A Soma de Quadrados do Residuo (SQR) é dada por

SQR =) (¥ = 7)?
=1

e fornece uma medida da variabilidade das observacdes em torno da reta de reta de regressao.
Quanto mais proximas as observacdes estiverem da reta, menor sera SQR.

O numero de graus de liberdade (g.l.) associado a SQR é (n-2).

GLEICE M S CONCEICAD
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Equacao Fundamental da Regressao 7 Nogy

BIDESTATISTICA
A equacao (7) é chamada Equacdo Fundamental da Regressao e postula que:

SQT = SOM + SQR

v’ Isto é, a soma dos quadrados sobre a média (SQT) = soma de quadrados devida a regressdo (SQM)
+ soma de quadrados sobre a regressdo (SQR).

v’ Isso significa que a variacdo total dos Y's sobre sua média pode ser explicada, em parte, pela linha
de regressao e, em parte, pelos residuos. Se todos os Y's caissem sempre na linha de regressao a
SQR seria zero!!

v' Portanto, quanto mais a SQM for préxima da SQT melhor.

GLEICE M S CONCEICAD
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Quadrados Meédios

Dividindo SQM e SQR pelos correspondentes graus de liberdade obtemos,
respectivamente, o quadrado médio da regressdao (QMM) e o quadrado médio

dos residuos (QMR), isto é:

QMM === QMR ==

n—2

Fisher

RIDESTATISTICA
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Teste de hipoteses

Hy: f; = 0 (Nao existe associcao entre X e Y)

H;: f; # 0 (Existe associ¢ao entre X e Y)

RIDESTATISTICA

GLEICE M S CONCEICAD
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Fisher

Estatistica do teste 4 ;’

RIDESTATISTICA

Pode-se demonstrar que

E(QMM) = o* + B ) (Y; —Y)?
2
E(QMR) = o2

v’ Se H, for verdadeira, B, serd igual a zero (ou seja, ndo existe associacdo entre X e Y),
E(QMM) e E(QMR) serdo iguais.

. MM . ,
v Neste caso, espera-se que o quociente Zm seja proximo de 1.

QMM

QMR proximo de 1 € uma indicacao de que Ho € verdadeira.

v"Um valor observado para

v'Um valor grande para esse quociente ¢ uma indicacdo de que Ho é falsa. GLEICE M S CONCEIGAD

MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP



Estatistica do teste

Pode-se demonstrar que

E(QMM) = o* + B ) (Y; —Y)?
2
E(QMR) = o2

, MM
v' O que € um valor grande para UM,
QMR

- MM
v’ A estatistica Q—~F(1 n-2) , basta usar a tabela da F.
QMR '

v'Note que QMR é um estimador n3o viesado da variancia 62

- WG %%/ g
RIDESTATISTICA
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Quadro de Andlise de Variancia 7 Negp

BIDESTATISTICA
Fonte de
g.l. SQ oM E(OM) Ey p-valor
variacdo
i n QMM

Regressdo 1 QM QMM , | B2 2 (¥, — 7)? M’“F(Ln—Z)

i=1
Residuo n-2 SOR QMR o?
Total n-1 sSQT

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
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Exercicio 1 7 Sy
RIDESTATISTICA

Peso Idade

Vamos estudar a relacdo entre idade e peso em [
¢ P Crianca (libras) (anos)

uma amostra de criancas. Os dados estdo na 1 64 8
tabela ao lado. 2 /1 10
) 3 53 6
h) Obtenha a reta de regressdo do peso em 4 67 11

funcao da idade. 5 55

i) Interprete os coeficientes da reta de 6 28
7 77 10
regressao ajustada. 3 57 9
j) Desenhe areta de regressdo ajustada no 9 56 10
diagrama de dispersao. 10 >1 6
11 76 12
k) Obtenha as estimativas para o peso esperado 12 68 9

(ou médio) em criancas com 8 e 11 anos.

GLEICE M S CONCEICAD
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Somas de Quadrados

cana G T wi-?) =T T B-¥ (07 n-T (-0

1 8 64 1,250 1,563 59,714 -3,036 9,216 4,286 18,367
2 10 71 8,250 68,063 67,000 4,250 18,063 4,000 16,000
3 6 53 -9,750 95,063 52,429 -10,321 106,532 0,571 0,327
4 11 67 4,250 18,063 70,643 7,893 62,297 -3,643 13,270
5 8 55 -7,750 60,063 59,714 -3,036 9,216 -4,714 22,224
6 58 -4,750 22,563 56,071 -6,679 44,603 1,929 3,719
7 10 77 14,250 203,063 67,000 4,250 18,063 10,000 100,000
8 9 57 -5,750 33,063 63,357 0,607 0,369 -6,357 40,413
9 10 56 -6,750 45,563 67,000 4,250 18,063 -11,000 121,000
10 6 51 -11,750 138,063 52,429 -10,321 106,532 -1,429 2,041
11 12 76 13,250 175,563 74,286 11,536 133,073 1,714 2,939
12 9 68 5,250 27,563 63,357 0,607 0,369 4,643 21,556

Soma 106 753 0,000 888,250 753,000 0,000 526,393 0,000 361,857

Média 8,833 62,750 0,000

Fermat

RIDESTATISTICA

SQT = ) (Y; —Y)?
2

SQM = ) (¥;-Y)?
2

SQR= ) (Y;—1)?
2

GLEICE M S CONCEICAD
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Hipoteses:

Construindo o Quadro de Analise de Variancia

Pearsos
TR
y- 3
2
L i

BIDESTATISTICA
Fonte de
Z.l. SQ oM Fy p-valor

variacdo
Regressao 1 526,4 526,4 14,5 0,003
Residuo 10 361,9 36,2
Total 11 888,3

Hy: f; =0 (Nao existe associcao entre X e Y) £26.4

H;: f; # 0 (Existe associcao entre X e Y) = 0,5926

888,3

GLEICE M S CONCEICAD
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Fisher

. . ~ X
Coeficiente de determinacao do Modelo rd
E[OeSTATfSTTCﬁA
p2 SQM
SQT

v'0 R? Mede a proporcdo da variabilidade total que é explicada pelo modelo adotado.
vO<R?*<1

v Quanto mais proximo de 1 estiver o R%, mais X contribui para explicar a variabilidade

de Y e para prever Y.

v'Se R? = 1 e aceitarmos que B4 # 0, todos os pontos cairiam em cima da reta e o

ajuste seria perfeito (altamente improvavel!!l).

GLEICE M S CONCEICAD
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Fisher

Coeficiente de determinacao do Modelo /
E[OESTATI’S%{M&A
p2 SQM
SQT

v’ Por outro lado, se R? estd proximo de O e aceitarmos que 1 = 0, X ndo contribui

para explicar a variabilidade de Y, ou para prever Y.

v"No modelo de Regressdo Linear Simples, o RZ é igual ao coeficiente de correlac3o (r)

ao quadrado, isto é, R? = r?.

v’ Sua interpretacdo do exige cautela. Da mesma forma que o coeficiente de
correlacao, deve ser observado em conjunto com outras ferramentas, como o

diagrama de dispersao, por exemplo.
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Coeficiente de determinacao do Modelo

quando r2 € baixo

Y

RIDESTATISTICA
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Coeficiente de determinacao do Modelo

P2 _ SQM
SQT

O que R? ndo mede:

v’ a magnitude da inclinacdo de uma reta de regressio
v’ a linearidade da relacdo entre Ye X

v se 0o modelo estd bem ajustado (quem faz isto é a andlise de residuos)

— #G ‘“%% g
RIDESTATISTICA
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2

Estimador para o

a4

(1) (2) Cox , hd Fermat
RIOESTATISTICA
Yi =u; + ¢ Yi = B0+ BiXi + & N i
igura ao lado mostra a representacao
l l () = i = Bo + P, de dois modelos distintos para Y.
Y Y v" No primeiro modelo, explicamos Y

apenas pela sua média.

H v" No segundo, explicamos Y levando
em conta a idade.

. v Qual deles explica mais o
comportamento de Y?

E ° v' Qual deles apresenta a menor

® ) variabilidade em torno da média?
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Estimador para g*

a4

(1) (2)

BIOESTATISTICA
Y, = + & Y = Bo + B1Xi + &
E(Y) = v" No primeiro modelo, a variabilidade
b= E) = ki = Bo + Fu, de Y em torno de sua média, é
Y Y estimada por
SZ — Z?:1(Yi_17)2
M Y n-1

gue & um estimador ndao viesado
para VAR(Y).

o
o

v" No segundo modelo, a variabilidade
. de Y em torno de sua média (que é a
o o
. . reta), é estimada por

n o 2
2 _ i=1(Yi_Y) —
Sy = — = QMR
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2

Estimador para o

N 7 ‘
&G o ﬁ

(1) (2)

BIDESTATISTICA
Y, = + & Y = Bo + B1Xi + &
E(Y) = y; EQY) = 1 = By + BiX; De fato, se o modelo estiver bem
ajustado, o quadrado médio do
v v residuo (QMR) que é um estimador
. ndo viesado para VAR(Y) = a2, isto é:
([

?zl(yi - ?)2
n—2

S¢ = = QMR
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Inferéncias acerca de [,

Teste de hipdteses para 54

Y = Bo + B1Xi + & (1)
E(Y;)) = u; = Bo + b1X; (2)

Hy: f; = 0 (N&o existe associgdo entre X e Y)

Hi: p; # 0 (Existe associcdo entre X e Y)

Note que, se f; = 0, a reta de regressdo é
paralela ao eixo X e o modelo fica

Yi =00+ ¢

E(Y;) = u; = Bo

#G %% g
RIDESTATISTICA

O estimador para 8; é

L= %= D)

b —
' iy (X — X)?

Pode-se demonstar que b; tem distribuicao

Normal com
E(b1) = 31
2
o
VAR(by) = —
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Inferéncias acerca de [,

Teste de hipdteses para 54

~ 2 7 . ’
Como nao conhecemos o , NOS O substituimos por Como, sob HO/ ﬁl — O/

SZ = QMR, e o estimador para a VAR(b,) fica 5 estatistica do teste serd

QMR
‘{l:]_(Xi - X)Z bl

2 _
Sh, =

De modo que

- WG %%/ g
RIDESTATISTICA
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Fisher

A . 3>
Inferéncias acerca de [, ré

RIDESTATISTICA

Intervalo de confiaga para 5,

Lembrando que o formato usual para um intervalo de confianca de um parametro é:

Estimador  _ Quantil de Desvio padrido do
do parametro + uma distribuicao estimador

O intervalo de confiancga para 1, com coeficiente de confianca (1 — a), sera:

IC(ﬁll 1-— a) — bl $ t(l_g; n—Z)Sbl
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Inferéncias acerca de [ 7 gy

Teste de hipdteses para 5,

Existem poucas situacOes nas quais desejamos
fazer inferéncias sobre [, . Elas ocorrem,
basicamente, as situacdes nas quais faz sentido
que X assuma o valor zero e, preferencialmente,
guando a faixa de valores observados de X inclui o

valor zero.

HO: ﬁ0=0
Hl: ,80-'/:0

RIDESTATISTICA

O estimador para 3, é
bo - Y - bl)?

Pode-se demonstar que by tem distribuicao

Normal com
E(by) = Bo
1 X?
VAR(b,)) = d% |— + —
b= Lt s o
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Inferéncias acerca de 5,

Teste de hipdteses para 5,

Como n3o conhecemos a2, nds o substituimos por

SZ = QMR, e o estimador para a VAR(B,) fica

Como, sob Hy, By = 0,

a estatistica do teste serd

SZ = QMR ! + X
o T - 12 b,
~lp—2
Sh,
De modo que
by — o
Sb ~tn—2

- WG %%/ g
RIDESTATISTICA
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Fisher

A . , &
Inferéncias acerca de 5, ré

RIDESTATISTICA

Intervalo de confiaga para [,

Lembrando que o formato usual para um intervalo de confianca de um parametro é:

Estimador  _ Quantil de Desvio padrido do
do parametro + uma distribuicao estimador

O intervalo de confiancga para 8y, com coeficiente de confianca (1 — a), sera:

IC(B;1—a) = by + L(1—a; n—Z)SbO

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP



. - ™
Estimacgao e Predicao 7 Sogp

RIDESTATISTICA

v Os principais objetivos da andlise de regress3o sdo a descricdo e a previs3o.

v’ A reta de regressdo ajustada (Y; = by + b, X;) fornece a descri¢do da relagdo linear
entre a variavel resposta e a explicativa e quantifica, por meio dos coeficientes

estimados, a velocidade com a qual Y varia a partir de X.

v E possivel fazer previs®es sobre o valor de Y para um dado valor de X a partir da

reta de regressdo ajustada.
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Estimacao e Predigao 7 gy
BIOESTATISTICA

Existem duas situacdes de interesse para as quais desejamos fazer previsoes e obter

intervalos de confianca:

v’ A primeira envolve a previsdo do valor médio de Y para um dado nivel de X, isto é, a

previsdo de E(Y/X) ou u, dada por ¥, que pertence a reta de regressdo estimada.

v’ A segunda envolve a previsdo dos possiveis valores de Y que podem ser observados
(e ndo a sua média) em um dado nivel de X, isto envolve a distribuicdo de

probabilidades de Y em torno da media pu.
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O modelo de regressdo linear simples ).

Na popu|ag§o BIOESTATISTICA

Y; = Bo + f1X; + ¢ g;~N(0,0?); independentes

E(Y;) = pi = Bo + B1X;

Q
3
Q
9]
)
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Estimacao 7 e

BIDESTATISTICA
Vamos chamar de X;, o valor de X para o qual queremos estimar a resposta

média uy, ou E(Yy).

Xy pode ser um valor observado de X na amostra ou qualquer outro valor de
X (observado ou ndo), preferencialmente dentro da faixa dos valores de X na

amostra.
O estimador pontual de uy, €, obviamente,

?h - bo + b]_Xh.

GLEICE M S CONCEICAD
MARIA DO ROSARIO D D LATORRE
FSP - USP



Intervalo de estimacao da meédia uy 7 Nogy

BIOESTATISTICA
O estimador por intervalo de u, € chamado v’ Note que a variancia de ¥}, ¢ proporcional a X, — X,
de Intervalo de Estimagdo e é dado por: que é a distancia de X;, em relacdo a média de X.

v/ Ou seja, quanto mais proximo X}, estiver de X, menor

IC(/,lh; 1— CZ) — Yh + t(l—g-n—Z)S?h serd a variancia do estimador ¥, e menor serd a a
amplitude do seu intervalo de confianga.
g2 YR 1 N X, — X)? v’ Analogamente, quanto mais distante X}, estiver de X,
P ™ ¢ n o Y(X; —X)? maior serd a variancia do estimador ¥;, e maior a

amplitude do seu intervalo de confianca.

A probabilidade de este intervalo conter a v’ Isto significa que as estimativas de ¥ na reta de

média up € 1 — a. regressdo vdo se tornando menos precisas a medida

que X se distancia de X.
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Teste de hipdteses para a média uy, Pd

BIDESTATISTICA
O teste de hipoteses para uy é da forma

Ho: pn = o

Hy: pp # po

A estatistica do teste sera:
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I .
Predicao 7 ey

BIDESTATISTICA
Agora estamos interessados na predicao de um possivel valor de Y que possa

ser observado (e ndo a sua média) em um dado nivel de X.

Novamente, seja X; o valor de X para o qual desejamos prever um possivel
valor para Y. Este valor deve pertencer a distribuicdo de Y/X},. Vamos denotar

este novo valor por Y, movo)-

O estimador pontual de Yy, nov0) € 0 mesmo:

?h(novo) = by + b1 Xp,.
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Intervalo de predi¢ao da observagao Y, ./ Wig

O intervalo que delimita, com (1 — a)% de
confianca, onde os possiveis valores de Y
pertencentes a distribuicdo Normal com

média up podem ocorrer € chamado

Intervalo de Predicao e é dado por:
IC(Yh; 1-— CZ) — Yh + t(l_%m_z)spred

Xn — X)?
2(X; — X)?

1
Sirea = QMR |1 + —+

BIDESTATISTICA
v Note que este intervalo é maior do que o
anterior, ja que pretende englobar ndo so a
média pup, mas a distribuicdao dos valores de Y

em torno da média.

v Novamente, quanto mais proximo X, estiver de
X, menor serd a variancia do estimador ¥}, e
menor serd a a amplitude do seu intervalo de

confianca, e vice-versa.
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Teste de hipdteses para Yy movo) 7 Negp

BIDESTATISTICA
O teste de hipoteses para Yy movo) € da forma

Hy: Yh(novo) = Yho
Hy: Yh(novo) #* Yho
A estatistica do teste sera:

t— ?h(novo) _ YhO

~th-2
Spred
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Fisher

Bandas de confianca para a reta de regressao re
BIDESTATISTICA

Frequentemente, estamos interessados em obter bandas de confianca para toda a

reta de regressao. Tais bandas permitem visualizar toda uma regido onde a verdadeira

reta de regressdo (E(Y;) = u; = By + B1X;) poderia estar, isto é, a regido que com

probabilidade (1 — a) contem a verdadeira reta.

Estas bandas sao dadas por
Yh + WS?h

we = 2F(l—cx;Z,n—Z)
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Fisher

Bandas de confianca para a reta de regressao r 4

RIDESTATISTICA
Yh $ WS?h
w? = 2F(1—a;2,n—2)

v'Note que a férmula para as bandas de confianca é parecida com a do intervalo de
estimacao da reposta média uy para um dado valor X;,, exceto que a distribuicao t

foi substituida pela F.

v Com isto, as bandas terdo amplitude maior do que o intervalo de estimacdo, o que
faz sentido, ja que devem compreender toda a reta de regressdo e nao apenas um

unico ponto, como no caso do intervalo de estimacao.
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Bandas de confianga e de predigao )
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RIDESTATISTICA

upber 90% prediction band

\ lower 90% prediction band
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O coeficiente de correlacao e
a analise de regressao

O coeficiente de correlacdo pode ser definido como

oxy
Ox 0y

onde gyy € a covariancia entre X e Y, definida como
oxy = E[X — E(X)][Y — E(Y)]

Anteriormente, aprendemos sobre r que, na verdade, é o estimador de p,

obtido a partir da amostra.

. Oxy = cov(X,Y) 1 X =X 1)
P 6-Xa-y B SXSY n—1 SXsy

Fisher

RIDESTATISTICA
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O coeficiente de correlacao e

a analise de regressao =l N
BIOESTATISTICA
Ndo é dificil mostrar que O mesmo vale para o estimador de p:
Ox Oy
p=—p = =p— . S Sy
O'Y1 '81 pO'X p=T=—Xb1$ b]_:T'_
Sy Sx
Note que o sinal de p é o mesmo de f3;. O sinal de r e o mesmo de by.
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O coeficiente de correlacao e

a analise de regressao LIV
BIOESTATISTICA

Teste de hipoteses para p

Ho: p =0 A estatistica do teste é:
Hl: p * 0

_ o rvn — 2
Isto equivale a testar as hipoteses t* = "’t(n—Z)

V1 —1r?2

HO: ﬁl — O
Hi: B, #0 v Note que, como Hy: p = 0 pode ser
uma vez que B, = ﬂp escrito inteiramente em termos de r e de n,

0x
pode-se realizar o teste de hipdotese mesmo

sem o ajuste de uma reta de regressao.
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O coeficiente de correlacao e
a analise de regressao

Intervalo de confianc¢a para p

Uma vez que distribuicdo de r é complicada quando p # 0, o intervalo de confianga é

obtido por meio de uma transformacao com aproximacao pela Normal

’—1l 1+7r
£ =M Iy

e o intervalo de confianca sera dado por

IC(z,1-a)=5In(:=) Fz 248, —

Uma vez obtido o intervalo para z’, € necessario transformar de volta para obter o

intervalo para p.

RIDESTATISTICA
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