FACULDADE DE SAUDE PUBLICA - USP
DEPARTAMENTO DE EPIDEMIOLOGIA

MODELOS DE REGRESSAO
APLICADOS EM EPIDEMIOLOGIA

Carl Friedrich
Gaufl

Der «Fiirst der Mathematiker»

Profa. Dra. MARIA DO ROSARIO DIAS DE OLIVEIRA LATORRE
Profa. Dra. GLEICE MARGARETE DE SOUZA CONCEICAO

2021



Fisher

/4
Cox Fermat

MODELOS DE REGRESSAD
APLICADOS EM EPIDEMIOLOGIA

Prof® Dy Maria do Rosbrio D O Latovve

Proft Drt Glelce M S Cowncelghio

Faculdade de sSaude Publica

Universidade de Séo Paulo

2021

Modelos de Regressiio Aplicados em Epidemiologia — 2021

Maria do Roshrio D O Latorre - Glelce M S Cowncelglio 1



MODELDS DE REGRESSAD
APLICADOS EM EPIDEMIOLOGIA

Prof® Dr* Maria do Rosbrio D O Latorve

Prof* Dr® Glelce M S Concelglio

Faculdade de sSatde Piblica

Uuniversidade de Séo Paulo

20221

Modelos de Regressiio Aplicados en Epldemiologia — 2021

Mavria do Roslrio D O Latorre — Glelce M S Concelglio 2



Programa

1. Introducdo a analise de regressao
2. Nocgdes de covariancia e correlacdo
3. Modelo de regressao linear simples e multipla:

e Estimacdo dos pardametros

e Tabela de analise de variancia (ANOVA)

e DistribuicBes de probabilidades: Normal, t-Student, F-Snedecor e y?
e Interpretacdo dos coeficientes

e Analise dos residuos

e Teste F-parcial

e Correlacdo parcial e multipla

e Varidveis indicadoras

e Confusdo e interacao

e Escolha do melhor modelo
4. Modelo de regressdo polinomial
5. Andlise de tendéncia em séries histéricas usando modelos de regressao
6. Modelo de regressdo logistica simples e multipla:

e (O modelo logistico

e Estimacdo dos pardametros

e Interpretacdo dos coeficientes
e Medidas de ajuste do modelo
e Confusdo e interacao

e Escolha do melhor modelo

e Andlise de residuos
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1. Introducao a analise de regressao

Na pratica ha diversas situacdes em que a analise de regressao é apropriada:

1. Quando se deseja caracterizar a relagdo entre uma variavel dependente (Y)

e uma ou mais variaveis independentes (Xj), i€, avaliar a extensdo, dire¢do e
forca da relacdo (associacao).

2. Procurar uma fungdao matematica ou equagao para descrever a variavel
dependente (Y) como fung¢do da varidveis independentes (X;), ié, predizer Y
em fungdo dos X;; determinando o melhor modelo estatistico que descreva

essa relacao.

3. Descrever quantitativa e/ou qualitativamente a relagdo entre os Xj e Y,

controlando o efeito de outras variaveis (Cj).

4. Verificar o efeito interativo de 2 ou mais variaveis independentes as quais se

relacionam com a variavel dependente.

5. Determinar quais das muitas variaveis independentes sao importantes para
descrever ou predizer a variavel dependente. Ordenar as variaveis
independentes em sua ordem de importancia em relacdao a variavel

dependente.

6. Comparar multiplos relacionamentos derivados da analise de regressao.

E importante ser cauteloso sobre os resultados obtidos em uma anélise
de regressao, ou, de uma maneira mais geral, em qualquer analise utilizando
técnicas estatisticas que procurem quantificar uma associacao entre 2 ou mais

variaveis.

Modelos de Regressiio Aplicados en Epldemiologia — 2021

Maria do Rosdrio D O Latorve - Glelce M S Cowneelghio 6



A andlise estatistica pode estar correta, porém os dados podem estar
viciados e/ou incompletos (vicios no delineamento, na amostragem, nas

medidas, na escolha das varidveis e outros)

O achado de uma associacao estatistica significativa em um particular

estudo ndo estabelece uma relagao causal.

1.1.QuestOes Basicas

e Qual a fungdo matemdtica mais apropriada a ser utilizada? (Em outras
palavras: os dados se ajustam melhor a uma reta? A uma parabola? A uma

fungao logistica?)
e Como determinar o melhor modelo que se ajuste aos dados?

e Qual a validade e a precisdo da(s) estimativa(s) do(s) coeficiente(s) de

regressao?

e A presenca, no modelo, de determinada variavel independente melhora a

precisdao do mesmo?

e Dado um modelo especifico, o que ele significa?

1.2.Estratégias (stepwise):

MODELO MAIS COMPLEXO =» MAIS SIMPLES
(BACKWARD SELECTION)

MODELO MAIS SIMPLES =» MAIS COMPLEXO
(FORWARD SELECTION)
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2. Analise de Regressao Simples

v’ Duas varidveis quantitativas
v’ Descrever a relagdo entre elas
v Eventualmente, prever o valor de uma delas para um determinado

individuo quando sé conhecemos o valor da outra

Exemplos

v' Tempo de reagdo a um estimulo e idade

v Perda de peso e concentracdo de uma determinada substancia
v’ Peso e idade

v’ Peso e altura
v

Numero de 6bitos e concentragao de um determinado poluente
v Varidvel resposta, dependente ou preditiva
A variavel que esta sendo afetada pela outra ou outras, que acreditamos
depender das outras, que pode ser explicada ou prevista pelas outras.
v Variadvel explicativa, independente ou preditora
A variavel que afeta a outra, que pode ajudar a explicar a variabilidade da

outra e a prever a outra.

Se o estudo envolver apenas uma variavel explicativa, o método sera chamado

de Regressado Linear Simples.

Modelos de Regressiio Aplicados en Epldemiologia — 2021

Maria do Rosdrio D O Latorve - Glelce M S Cowneelghio 8



Exemplo 1

Amostra de criancas (dados hipotéticos)

Peso ldade Altura
Crianca

(libras) (anos) (pés)

1 64 8 57
2 71 10 59
3 53 6 49
4 67 11 62
5 55 8 51
6 58 7 50
7 77 10 55
8 57 9 48
9 56 10 42
10 51 6 42
11 76 12 61
12 68 9 57
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2.1. Coeficiente de correlacao linear de Pearson

Tipos de associagdo entre variaveis

(a) (b) (c)

Para quantificar esta associacao, podemos utilizar algo do tipo:

XY

XY ou —
n

O coeficiente de correlagdo linear de Pearson pode ser escrito como

n — —
1 X - -Y)

r = corr(X,Y) n—l,l 5 5
i=

Isto €, o coeficiente de correlagdo é a média dos produtos dos valores

padronizados das varidveis X e Y.

Na verdade, a definicdo formal para o coeficiente de correlacao linear de

Pearson é:

cov(X,Y)

r=corr(X,Y) =
SxSy
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L (X =X)(Y;-Y)
n-—1

onde cov(X,Y) =

O coeficiente de correlagdo de Pearson:

v' Assume valores entre -1 e 1 (-1 < corr(X,Y) < 1)
v’ Valores préximos de 1 ou —1 indicam uma associacgdo forte

v' Valores préximos de zero quando ndo existe associacdo

O coeficiente de correlagdo mede:

v’ Presenca de associacdo linear

v’ Forca de uma associagdo linear

r proximo de 1 r proximo de -1 r proximo de 0
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Alguns autores sugerem avaliar a presenca de associacdo linear a partir do

coeficiente de correlacdao do seguinte modo:

e de0,10a 0,39 -fraca
e de0,40a 0,69 - moderada

° de 0,70 até 1 - forte

Mas ndo ha, de fato, uma norma rigida sobre isto.
Deve-se levar em conta o contexto, o tamanho da amostra e sempre avaliar a
associagao observando conjuntamente o coeficiente de correlagdo e o diagrama

de dispersao.

2.2. Ajustando uma reta aos dados

75 -
70 -
65 -

60 -

Peso(kg)

50 -

45 T T T T T T T 1
5 6 7 8 9 10 11 12 13

Idade (anos)
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Como escolher a melhor reta?

2.3. O modelo de regressao linear simples

Na populagdo

12

13
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O modelo de regressao linear simples pode ser escrito como:

Y = Bo+ B Xi + & (1)

onde
Yi é o valor da variavel resposta na i-ésima observagao;
Bo € f1 sao parametros;

Xi € uma constante conhecida, o valor da variavel preditora (ou explicativa) na

i-ésima observacao;

& € um erro aleatdrio ndo observavel;
& ~N(0, 6?)

(&, &) independentes para todo |, j.

i=1,..,n

Este modelo é
v' simples,
v' linear nos parametros e

v' linear na variavel preditora.

v' Obtendo a esperanca e a variancia de Y:

E(Y)) = py = E(Bo + p1Xi + &) = E(Bo) + E(B1Xi) + E(&) = Bo + P1X;
Var(Y;) = Var(By + B1X; + &) = Var(By) + Var(B,X;) + Var(g;) = o2
v' Como Y; é a soma de uma constante (B, + B,X;) e uma variavel aleatéria

(¢;) com distribuicdo Normal, onde (g, &) sdo independentes para todo J, J,

entdo, Y;*Normal com (Y;, Y;) independentes para todo /, j, .
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v' Assim, o modelo equivale a

E(Y) = i = Bo + BuX; (2)

onde Y;~N(u;; 02),e sdo independentes
Como X; é constante, também é comum utilizar a notacao

EY|X) = i = Bo + B1X; (3)

onde Y;|X;~N(u;; 02), e sdo independentes

Na populacao

Y; = By + f1X; + & gi~N(0,0?%); independentes

2.4 .Entendendo as suposicdes do modelo
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1. Distribuicao Normal para a varidvel resposta
Para um valor fixo de X, Y é uma v.a. com distribuicao normal.

Ent3ao, ha uma distribuicao Normal para Y em cada nivel de X.

Y /Xi~N(u; 02)

2. Os valores de Y sdao independentes uns dos outros.

(Y;,Y;) sdo independentes para todo i, .

3. Linearidade
O valor esperado ou médio de Y;/X; , que é y;,

€ uma fungdo de linha reta sobre os X;.

4. Homocedasticidade

A variancia de Y;/X; ¢ a mesma, qualquer que seja X;.

Var(Y;/X;) = 02, constante.
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Representacdo grafica do modelo de regressao linear simples

Observe as suposicdes de normalidade, linearidade e homocedasticidade:

Regression
/ Curve

E(Y) = ﬁo + ﬁlX

Probability
Distribution

of ¥
%
Uma ilustracdo da presenca de heterocedasticidade:
Conditional
Probability
of
Given X Y

/ —_
%/7 E(Y) = Bo + B1X

-

X

Figure 6.1: An Illustration of a Heteroscedastic Error Term Distribution for 2
Bivariate Regression Model: COV[VAR(e), X] >0
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2.5. Interpretacao dos parametros de modelo

EY)=u=po+pX (2)

Para interpretar os parametros do modelo, variamos X e vemos o que acontece

com U.

v' Fazendo X=0:

X=0>uy=py+px0=p,

= B, é ovalorde yuquando X =0

v Aumentando X de uma unidade:

Uixeny =Po+BiX+1) =B+ X+P =u+p
= [5; € o aumento em p (isto é, 0 aumento esperado ou médio em'Y)

guando aumentamos X de uma unidade.

2.6.Estimando os parametros do modelo

v" Como escolher a melhor reta?

v" Como estimar os valores de 8, e 5, ?
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v' Métodos de estimacdo
e Método de Minimos Quadrados

* Meétodo de Maxima Verossimilhanca

Método de Minimos Quadrados

distancia vertical entre o valor
observado e o esperado

E(Y) = By + p1X

X

Para cada observacao, consideramos a distancia entre o valor de
Y que foi observado e o valor de Y esperado (ou médio, aquele que é
previsto pela reta)
Y, — E(Y) =
Yi = (Bo + B1Xi)

E procuramos valores de S, e £; que minimizam essa distancia:

Q= D I¥i= (Bo+ BXDI = ) [ = fo — FuXiT?
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E possivel obter o ponto de minimo da funcdo Q utilizando

derivadas:
9Q aQ ~ . .
35 0e 35 0 (ndo se preocupem com isto, vamos diretos aos
0 1

resultados!)

Os estimadores de 3, € ; serao os valores b, € b, para 0s quais

Q é a menor possivel na amostra que esta sendo considerada:

2K =D - 1)
b XL - X)?

bozy_bl)?

Outra forma de calculo:

?:1 Xiyi — nXyY

n 2 _ V2

1:

A reta estimada sera
Y; = by + by X; (4)

Note que, substituindo-se o valor de b, na equacéo acima, temos:
171' = by + by X;
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b,=Y+b,(X; - X)

Isso significa que quando X; > X =¥, - ¥

Interpretacao dos coeficientes

v by

Y =by+ b X

Se X=0=>Y =h,

Entdo, by é o valor esperado (ou médio) de Y quando X=0, é o intercepto da reta

ajustada.

v b

Se aumentarmos X em uma unidade

Yrovo = bo + b1 (X +1) = by + b X + by

YViovo = 9 + by

Entdo, b; € o aumento esperado (ou médio) em y quando aumentamos X de 1

unidade, é o “efeito” de X em Y.

2.7.Residuos

O modelo ajustado é:

171' = by + b X; (4)

Os residuos do modelo sao dados por:
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e, =Y, -V, i=1,..,n (5)

O residuo é a distancia entre o valor de Y observado e o valor de Y ajustado pelo

modelo.

v

3. Inferéncias para o modelo de regressao linear
simples

3.1.Fontes de variabilidade
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X
i-vy=(-%)+({-7) (6)
3.2.Particao da Soma de Quadrados
h=V=F-7)+ -1 (6)

Elevando-se ao quadrado os 2 lados da igualdade acima e fazendo-se a soma de

todas as n equacdes (i=1,2, ...,n), obtem-se:

Z(Y 1) = Z(Y -7+ Z(Y - 7)?

d J J (7)
sQr = SQM + SQR

e ASoma de Quadrados Total (SQT) é dada por

SQT = ) (%, = V)’
i=1
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e fornece uma medida da variabilidade total das observacdes em relacdo a

média geral.

O numero de graus de liberdade (g..) associado a SQT é (n-1).

e A Soma de Quadrados do Modelo de Regressdao (SQM) é dada por
n
SQM = ) (7, - 7Y’
i=1

e fornece uma medida da variabilidade entre a média geral e a média
estimada pela reta de regressao. Quanto mais distante a reta de regressao
estiver da média geral, maior serd a contribui¢ao do modelo para explicar a

variabilidade de Y e maior sera SQM.

O numero de graus de liberdade (g.l.) associado a SQM é 1 (o numero de

parametros menos 1).

e A Soma de Quadrados dos Residuos (SQR) é dada por

SQR = ) (1= 9)?
i=1

e fornece uma medida da variabilidade das observacdes em torno da reta de
reta de regressdao. Quanto mais proximas as observacdes estiverem da reta,

menor serd SQR.

O numero de graus de liberdade (g.l.) associado a SQR é (n-2).
A equacdo (7) é chamada a EQUACAO FUNDAMENTAL DA REGRESSAQ e postula

que:

SQT =5QM + SQR

Modelos de Regressiio Aplicados en Epldemiologia — 2021

Mavria do Roslrio D O Latorre — Glelce M S Concelglio 24



Isto é, a soma dos quadrados sobre a média (SQT) = soma de quadrados
devida a regressao (SQM) + soma de quadrados sobre a regressdo (SQR).

Isso significa que a variacdo total dos Y's sobre sua média pode ser
explicada, em parte, pela linha de regressao e, em parte, pelos residuos. Se todos
0s Y's caissem sempre na linha de regressdo a SQR seria zero!!

Portanto, quanto mais a SQM for proxima da SQT, mais a reta de

regressao explica a variabilidade total de Y.

Quadrados médios

Dividindo SQM e SQR pelos correspondentes graus de liberdade obtemos,
respectivamente, o quadrado médio da regressdao (QMM) e o quadrado médio

dos residuos (QMR), isto é:

SQReg QMR — SQ_R

n-2

QMM =

3.3.Teste de hipoteses para o modelo

Hy: f; = 0 (Ndo existe associcdo entre X e Y)

H;: f; # 0 (Existe associ¢dao entre X eY)

Estatistica do teste

Pode-se demonstrar que
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E(QMM) = 0” + 7 ) (¥ = V)’
i=1

E(QMR) = o2

v’ Se H, for verdadeira, B, serd igual a zero (ou seja, ndo existe associacdo entre

XeY), E(QMM) e E(QMR) serdo iguais.

: MM . -
v’ Neste caso, espera-se que o quociente 2% seja proximo de 1.

MM, . . T ,
v' Um valor observado para Zm proximo de 1 € uma indicacdo de que Ho é

verdadeira.
v Um valor grande para esse quociente é uma indicacdo de que Ho é falsa.

v' O que é um valor grande?

- MM
v’ A estatistica Q—~F(1 n—2) , basta usar a tabela da F.
QMR '

v Note que QMR é um estimador n3o viesado da variancia ¢2.
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3.4.Quadro de Andlise de Variancia

Fonte de
. gl SQ QM E(QM) F, p-valor
variagdo
n
5 2 2 72 QMM
Regressdo | 1 SQM QMM  o° + B Z(Yi -Y) va]«"(lm_z)
i=1
Residuo n-2  SQR QMR o?
Total n-1 SQT

Para facilitar os calculos:

sou = by [y, - EXED

Y: 2
SQT = Z yi2 — M

n
SQR: por subtragdo

3.5.Coeficiente de determinacdo ou explicacdo do modelo (R?)

_SQM
- sqr

2

e O R? Mede a proporcdo da variabilidade total que é explicada pelo modelo

adotado.

e 0<R?’<1
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Quanto mais proximo de 1 estiver o RZ, mais X contribui para explicar a

variabilidade de Y e para preverY.

Se R? = 1 e aceitarmos que B; # 0, todos os pontos cairiam em cima da

reta e o ajuste seria perfeito (altamente improvavel!ll).

Por outro lado, se R? estd proximo de O e aceitarmos que B; = 0, X n3o

contribui para explicar a variabilidade de Y, ou para prever Y.

No modelo de Regressdo Linear Simples, o RZ é igual ao coeficiente de

correlagao (r) ao quadrado, isto é, RZ = r2,

Sua interpretagdo do exige cautela. Da mesma forma que o coeficiente de
correlagao, deve ser observado em conjunto com outras ferramentas, como

o diagrama de dispersao, por exemplo.

O que R? ndo mede:

a magnitude da inclinacdao de uma reta de regressao
a linearidade da relagao entre Ye X

se 0 modelo esta bem ajustado (quem faz isto é a analise de residuos)

quando r2 é baixo
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3.6.Estimador para o2

A figura abaixo mostra a representacdo de dois modelos distintos para V.

Y, =Y + & ou Y; = Bo + 1 X; + & ou
EX)=w =Y E(Y)) = w = Bo + B1X;

o 000
[
=~

No primeiro modelo, explicamos Y apenas pela sua média.
No segundo, explicamos Y levando em conta a idade.
Qual deles explica mais o comportamento de Y?

Qual deles apresenta a menor variabilidade em torno da média?

No primeiro modelo, a variabilidade de Y em torno de sua média, é

estimada por

i=(Y; —V)?

Sz =
Y n—1

que é um estimador n3o viesado para VAR(Y).
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No segundo modelo, a variabilidade de Y em torno de sua média (que é a
reta), é estimada por

S 2
i=(Yi =)

s2 =
Y n—2

= QMR

De fato, o quadrado médio do residuo (QMR) que é um estimador ndo viesado para
VAR(Y) = o2, isto é:
Sz = QMR

3.7.Inferéncias acerca de 3,

3.7.1.Teste de hipdteses para f;

Yi = Bo + BrXi + ¢ (1)
E(Y) = i = Bo + B1X; (2)
Hy: ;=0 (N3o existe associcdo entre X e Y)

Hi:p;#0 (Existe associ¢do entre X e Y)
Note que, se f; = 0, a reta de regressdo € paralela ao eixo X e o modelo fica

Vi =B+ &
E(Y)) = w; = Bo
O estimador para f5; é

, I =K - T)
1= —
?:1(Xi _X)z
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Pode-se demonstar que b; tem distribuicdo Normal com

E(bl) = b1

g

VAR(b) = ———
! (X — X)?

Como n3o conhecemos o2, nds o substituimos por S,% = QMR, e o estimador

paraa VAR(B,) fica

G2 QMR _
B1 ?:1(Xi _ X)Z
De modo que:
=B,
-2
S,

Modelos de Regressiio Aplicados en Epldemiologia — 2021

Maria do Rosdrio D O Latorve - Glelce M S Cowneelghio 31



HO0:B1=0 n&o é rejeitada

Y Y
* ., o:.‘. ®ee o
.. :..l ..::. .:= - .... :
e Se o o .. o® o.
X X
(a) (b)

Examples when Hy: B; = 0 is rejected

Y

3.7.2. Intervalo de confianca para f5;

Lembrando que o formato usual para um intervalo de confianca de um

parametro é:

Estimador $ Quantil de Desvio padrao
do pardmetro uma distribuicao do estimador

O intervalo de confianga para f8;, com coeficiente de confianga (1 — «), sera:

IC(B;1—a)= b, + t(1-a;n-2)5p;

3.8.Inferéncias acerca de f3,

Existem poucas situagdes nas quais desejamos fazer inferéncias sobre f3,. Elas

ocorrem, basicamente, as situacdes nas quais faz sentido que X assuma o valor
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zero e, preferencialmente, quando a faixa de valores observados de X inclui o

valor zero.

3.8.1.Teste de hipdteses para f,

Yi=PBo+ 61X + & (1)
E;) = pu; = By + 1 X; (2)

Hy: By =0
Hi: By #0

O estimador para S, é

Pode-se demonstar que b, tem distribuicdo Normal com

E(bo) = Bo

XZ

1
VAR(by) = 0% |-+ =———=—
° no XX - X)?

Como n3o conhecemos o2, nds o substituimos por S,% = MR, e o estimador

paraa VAR(B,) fica

S2 = QMR 1+ X
Po ™ ¢ n YXL,(X;—X)?

De modo que:

bo—fo
Sbo

tn—z
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Como, sob Hy, o = 0, a estatistica do teste sera

3.8.2. Intervalo de confianca para S,

O intervalo de confianca para f8,, com coeficiente de confianga (1 — a), sera:

IC(B1;1—a) = by + ti1-a; n—Z)SBO

3.9.Estimacao e Predicao

Os principais objetivos da analise de regressao sdo a descricdo e a previsao.

A reta de regressdo ajustada (Y; = b, + b;X;) fornece a descricao da
relacdo linear entre a variavel resposta e a explicativa e quantifica, por meio dos

coeficientes estimados, a velocidade com a qual Y varia a partir de X.

E possivel fazer previsdes sobre o valor de Y para um dado valor de X a

partir da reta de regressao ajustada.

Existem duas situagBes de interesse para as quais desejamos fazer

previsdes e obter intervalos de confianca.

A primeira envolve a previsdo do valor médio de Y para um dado nivel de
X, isto é, a previsdo de E(Y/X) ou u, dada por ¥, que pertence & reta de

regressao estimada.
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A segunda envolve a previsdao dos possiveis valores de Y que podem ser
observados (e ndo a sua média) em um dado nivel de X, isto envolve a

distribuicdao de probabilidades de Y em torno da média u.

3.9.1. Estimacao

Vamos chamar de X}, o valor de X para o qual queremos estimar a resposta
média puy,, ou E(Yy). X, pode ser um valor observado de X na amostra ou
qualquer outro valor de X (observado ou ndo), preferencialmente dentro da faixa

dos valores de X na amostra.
O estimador pontual de pu;, €, obviamente,

?h = bo + leh.

O estimador por intervalo de u,é chamado de Intervalo de Estimacdo e é

dado por:

ICupl—a) =Y, F ty @ S

7:71—2)
1 0.4 —X)Z
S}%h = QMR [E-Fm‘

Note que a variancia de ?h é proporcional a X, — X, que é a distancia de
X, em relagdo a média de X, ou seja, quanto mais préximo X, estiver de X,
menor serd a variancia do estimador ¥, e menor serd a a amplitude do seu
intervalo de confianga. Analogamente, quanto mais distante X, estiver de X,

maior sera a variancia do estimador Y}, e maior a amplitude do seu intervalo de
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confianga. Isto significa que as estimativas de Y na reta de regressao vao se

tornando menos precisas a medida que X se distancia de X.

O teste de hipdteses para u,, € da forma

Hy: up = Uo
Hy:pup # Uo

A estatistica do teste sera:

t=—(—""~lh=

3.9.2. Predicdo

Agora estamos interessados na predicao de um possivel valor de Y que

possa ser observado (e ndo a sua média) em um dado nivel de X.

Novamente, seja X}, o valor de X para o qual desejamos prever um possivel
valor para Y. Este valor deve pertencer a distribuicdo de Y/X;.Vamos denotar

este novo valor por Y, movo)-
O estimador pontual de Y, pmop0) €,
?h(novo) = by + b1 Xp,.

O estimador por intervalo de u,€é chamado de Intervalo de Estimacdo e é

dado por:
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O intervalo que delimita, com (1 — @)% de confianga, onde os possiveis
valores de Y pertencentes a distribuigdo Normal com média u; podem ocorrer

¢ chamado Intervalo de Predicdo e é dado por:

IC(Yh; 1-a)= ?h(novo) + t(l_%m_z)spred

5 1 X, —X)?

Sprea = UMR |1 +E+m
Note que este intervalo é maior do que o anterior, ja que pretende
englobar ndo s6 a média up, mas a distribui¢gao dos valores de Y em torno da
média up. Novamente, quanto mais proximo X, estiver de X, menor sera a
variancia do estimador ?h(novo) e menor sera a a amplitude do seu intervalo de

confianga, e vice-versa.

O teste de hipoteses para Yy movo) € da forma

Hy: Yh(novo) = Yho
Hl: Yh(novo) s YhO

A estatistica do teste sera:

Yh(novo) - YhO
t= ~ln_>
Spred

3.9.3. Bandas de confianca para a reta de regressao

Frequentemente, estamos interessados em obter bandas de confianga

para toda a reta de regressdo. Tais bandas permitem visualizar toda uma regido
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onde a verdadeira reta de regressdo (E(Y;) = w; = By + B1X;) poderia estar,
isto é, a regido que com probabilidade (1 — a) contem a verdadeira reta.

Estas bandas sdo dadas por

w? = 2F(1—a;2,n—2)

Note que a férmula para as bandas de confianga é parecida com a do
intervalo de estimagdo da reposta média uy, para um dado valor Xj, exceto que
a distribuicao t foi substituida pela F. Com isto, as bandas terao amplitude maior
do que o intervalo de estimacdo, o que faz sentido, ja que devem compreender

toda a reta de regressao e nao apenas um Unico ponto, como no caso do

intervalo de estimacéo.

240
1

u " er 90% prediction band
220 . PP

200

180

sBP

160 1

140 1

120 1 \ lower 90% prediction band

AN
\\w

0 7/ T T T Al T » )
0 20 30 40 50 60 70 80

4. O coeficiente de correlacao e a analise de
regressao

4.1. Definicao
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Oxy
Ox Oy

onde ayy € a covariancia entre X e Y, definida como

oxy = E[X — E(X)][Y — E(Y)]

Anteriormente, aprendemos sobre r que, na verdade, é o estimador de p,

obtido a partir da amostra.

. Oxy L cov(X,Y) 1 YL,(X;—X)(Y;-Y)
p 6xé_\y SXSY n— 1 SXSY

Nao é dificil mostrar que

Note que o sinal de p é o mesmo de f3;.

O mesmo vale para o estimador de p:

O sinal de r é o mesmo de b;.

4.2. Teste de hipotese para p

HO:pIO
Hi:p#0

Isto equivale a testar as hipdteses
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Hy:p; =0
Hi:f;#0

(&
umavez que f; = ép

A estatistica do teste é:

Note que, como H,: p = 0 pode ser escrito inteiramente em termos der e de n,
0
pode-se realizar o teste de hipdtese mesmo sem o ajuste de uma reta de

regressao.

4.3. Intervalo de confianga para p

Uma vez que distribuicdo de r é complicada quando p # 0, o intervalo de
confianga é obtido por meio de uma transformag¢dao com aproximacao pela

Normal

’—1l <1+r)
2=y IIy

e o intervalo de confiancga sera dado por

1
‘0D n-3

1021 —a) = ~1 (1”):
i@ =S\,

Uma vez obtido o intervalo para z’, é necessario transformar de volta para obter

o intervalo para p.
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5. Exercicios

Exercicio 1.

No exemplo 1, vamos estudar a relagdo entre peso e idade. Para tanto:

a) lIdentifigue a variavel resposta (ou dependente) e a explicativa (ou
indenpendente).

b) Construa o diagrama de dispersdo, com a variavel dependente no eixo Y e a
independente no eixo X. Interprete-o.

c) Calcule a média, a variancia e o desvio padrdo de ambas as variaveis.

d) Calcule o coeficiente de correlacdo linear de Pearson entre idade e peso.
Interprete-o.

e) Obtenha a reta de regressdo do peso em funcdo da idade.

f) Interprete os coeficientes da reta de regressdo ajustada.

g) Desenhe a reta de regressdo ajustada no diagrama de dispersao.

h) Obtenha as estimativas para o peso esperado (ou médio) em criancas com 8 e
11 anos.

i) Construa o quadro de andlise de variancia para os dados do exemplo 1.

j) Especifique e teste as hipoteses correspondentes.

k) Obtenha o coeficiente de determinagdo do modelo. Interprete-o.

) Teste as hipdteses referentes a f;.

m) Construa um intervalo de confianga para ;.

n) Construa um intervalo de estimacdo para a média do peso na populacdo de
criancas de 8 e 11 anos.

o) Construa um intervalo de predicdo para o peso na populacdo de criancas de 8 e
11 anos.

p) Verifique se a expressdes abaixo sdo verdadeiras
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6. ANALISE DOS RESIDUOS (g,=€)):

e =Y -Y , i=12, ....n

1 1

Suposicoes:
a) os e; séo independentes, i€, COV(e;,ei) =0, para iz=k.

b) e, ~ N(O, Se) , onde S’ = constante

6.1. Analise Global:

ﬁ!
s @ 94&'/-(,0 otwe fer a
) Oparbricia oty umcoo
. P . v, mm@
— €
e, "l\- ey

e, —X,

see, ~ N(0;S, )= ~ N(0;1)

e

2
—-X
ondeSZ:Z:(61 ej =Zei2

n-p n-p
~1C,q, (e,)=[-1.96;+1.96]

; p =no.de varidveis indep.

teste estatistico: aderéncia dos ej a curva Normal.
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6.2. Grafico e, x Y,

rt&
™
: ® o % x ‘ A
S ———s ¥
W] xe e a0 4o e 6o
%! x x
x
e P
§ X X ‘
D"’ > > 4
E'S : s ¥ v Y
i :xV?63$qn~‘z
x XK ¥
-0

x ‘< of X g F ¥4 L
% ® o - oy 3 ¥ w }‘D « .~ -
- J“?—‘—CWM .ewa,o(a_

Y ta PROBLEMAS ! 11
K, % ‘.
La s z '
(. z “'.‘. €
I 3
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© a variancia nao_é constante (conforme suposto):

deve-se fazer uma na variavel
dependente Y;, da analise de regressao ou fazer

a estimacgao por minimos quadrados ponderados.

@® erro na analise de regressao: o modelo esta viciado.
©® o0 modelo é inadequado. Sao necessarios termos
adicionais (ex:quadratico ou produtos cruzados) ou é

necessario que se faga uma transformacao na variavel
dependente Y antes da analise.

6.3. Grafico e, x X, :idem ao 6.2,
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6.4. Sequéncia no tempo
(obs: € necessario que se conheca a sequéncia, no
tempo, em que os residuos ocorrem)

© a variancia nao é constante no tempo: deve-se utilizar
minimos quadrados ponderados.

®0 tempo deve ser uma variavel independente a ser
introduzida no modelo (termo linear).

©idem ao ®, mas acrescentar, também, o termo de 2o.

grau

6.5. testes estatisticos:
dos sinais e outros.
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7. VALORES ABERRANTES (OUTLIERS)

Um valor aberrante € um ponto peculiar do conjunto de
dados e, por isso, deve ser examinado cuidadosamente
para que se descubra a razao de sua particularidade.

Nao € prudente descarta-lo sem antes se proceder a
uma investigacao. Ele pode ser descartado quando seu
valor for devido a um erro de mensuragao e/ou registro
ou devido a outro fator externo ao estudo.
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ANALISE DE REGRESSAO LINEAR

MULTIPLA
(MULTIVARIADA ??7?7?)
Y=8,+BX +5,X, +.....# B, X, +¢ ;  k:numero de variaveis
Y=f (X1 D G ,Xk) , utilizando amostra de tamanho #

Y : v.a. dependente
Xj : v.a. independentes (regressores)
Bj : coeficientes de regressio (a serem estimados)

.....

unidade de cada XJ, quando todas as outras variaveis

independentes permanecem constantes)

E(Y/X X, =...=X, =0)=4,
E(Y/X,=LX,=..=X,=0)=8,+5
E(Y/X,=LX,=X;=...=X,=0)= 5+,

EY/ X=X, =1,X;=X,=..=X,=0)=B,+ S, + 5,
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ESTIMATIVA POR MINIMOS QUADRADOS:

2
n A
(Z -~ Z) — achar os S ; que minimizam esta eXpressa
=1

1

€ : erro = residuo (desvio do verdadeiro valor de Y em

relagao ao valor estimado pelo modelo, i€, (X - );)
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SUPOSICOES BASICAS
S0 as mesmas do modelo simples, porém com
extensao para multiplas variaveis.

1. Distribuicao Normal
Para um conjunto de valores fixos das v.a. Xj (que,

idealmente, devem ser continuas), Y € uma v.a. com
distribuicao normal, com média e variancia finitas (aqui
se trabalha em um espaco k-dimensional).

Y| ~ N (7 }7Y/X|,X2,...,Xk ’S)

2. Os valores de Y sao independentes uns dos outros.

3. Linearidade

.....

linear sobre os Xj.

4. Homocedasticidade

A variancia de Y é a constante, qualquer que seja o
conjunto dos X;.

5.Nao existe correlacdo entre os erros, i€, para

quaisquer 2 amostras tem-se que
COV(e,,¢,)=0, V i=zl.
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6.Cada variavel independente nao esta correlacionada
com o termo de erro, ié, para cada
X, Cov(X,e, )=0

J

7.Nao ha colinearidade perfeita entre as variaveis
independentes, i€, nenhuma variavel independente
esta relacionada linearmente, de_maneira perfeita,
com uma ou mais variaveis independentes.

EQUACAO GERAL DA REGRESSAO

A —

Svv) <go-e) ) L
! ! !
SQTSQR SQM

SQTotal=SQ devida ao residuo + SQ devida a regressao
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ANOVA (modelo geral)

FONTE SQ GL FroTaL

MQ
~ . ~ 2 S M L _
regressao Z(Z ) k Q% F,(kon—k-1)

' A\ nokoq | SOR MOM
residuo Z(Yi_Yi) nk-1|5R/ . Q0 R

TOTAL Z( _)2 n-1

SOM
],-2 - QAQT ’Fc NFk,n—k—l
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MATRIZ DE CORRELACAO

E uma matriz (k+1) x (k+1), sendo k o numero de
variaveis independentes que serdo testadas no
Nesta matriz aparecem os
coeficientes de correlacao (r) entre todas as variaveis
de estudo, sendo que na primeira linha deverao estar
os coeficientes de correlacdo entre a variavel
dependente e as variaveis independentes.

modelo multiplo.

uma matriz com a diagonal unitaria

Y X X2 X3
1 'yxt1 Tyxz Tyxs
1 rxixe Tx1xs
1 Ixoxs

Iy Xk
I'x1,Xk
I'x2,xk

colinearidade

Esta é
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ANOVA

(adicao de variaveis)

FONTE SQ GL MQ Foarcial
SOM
regressdo X1 * 1 Q X% EJ(L”‘l‘l):MQM%lQR
XolX4 * 1 SQMX% Aa=2-0=" o
*
Xi/X1, X, Xieq 1 SQMX’% E(Ln—k 1)*MQMX%4QR
2
residuo Z(K - f/,-) n-k-1 SQ%— k-1
TOTAL n-1

* formulas nas paginas seguintes.
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TESTES DE HIPOTESES

1. Teste de significancia do modelo geral

{Ho:ﬂl=ﬂ2= ...... =B, =0

H,: existe pelo menos um dos S, # 0

R=MOMS ok e F~F
R2
k
F=—hk
0 1—R2
n—k-1

2. teste do intercepto

HO: IBO = O
H,: B,#0
SOR(modelo sem f,)— SOR(modelo com f,)
1
F = o
" SOR(modelo com J,) Lo~ by g
n-k-1
ny?
E) B 1 2 ’ F; ~ Fi,n—l
x(x-¥)
n—1
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3. Teste do F parcial

H,:B8 =0 ,nomodelo Y = 8, + B, X, +.+B,X, + B X
H :p5 #0

H_ : X" melhora significativamente a predicao de Y,

dado que X, Xy X ja estao no modelo

SOM(X" /X, X, ..., X,) = SOM(X,, X, ... X, X" )~ SOM(X . X,..... X )

p?°

som(x” /XI,XZ,...,XP)/
1

MOR(X,, X, ... X,. X"

LF (XXX X, )=

F, (X' /X, X, X, )~ F,

Ln—( p+1)-1
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4. Teste multiplo do F parcial

-

H,: 5 =/ =...= B, =0 no modelo
Y =B+ BX ot B, X, + B X+ B Xy et fiX

'
bloco de variaveis

<
H, : pelo menos um ,6’; = 0

H, : 0 bloco inteiro dos Xjf melhora significativamente a

predicdode Y, dado que X, X,,..., X, ja estdo no modelo

SOM( X}, X} ,... X, | X\, X,,... X ):

p

= SOM(X,,X,,.... X, X, X,...X;) - SOM(X,,X,,...,X,)

p

SQM(XI*,XZ*,...,XZ/XI,XZ,...,XP)/
* k

(X)X X X X X)) = MOR(X, X, X, X, Xy, X,

(XX X X X X)) ~ B

mp p

OBS:

1. como reconhecer variavel de confusao?

2.como testar interagao entre 2 variaveis
independentes?
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CORRELACAO MULTIPLA

Y=p5,+0,X,+6,X, +...+0. X,

DEF.

DEF: coeficiente de determina¢do multipla (r?)

S -7) -3 -7 f
”2Y/X1,X2,~~Xk = Rzy,f =i - = = SOM
( i _7)2 et
i-1
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Coef. de determinagdo multipla ajustado (12 ;.)

2 _ 2 k (1—r2)= (n—l)rz—k
v n—k—1 n—k—1

2 . c o~ e
7,; =¥ leva em conta a chance de contribuicao de cada variavel

incluida, subtraindo-se o valor que seria esperado se nenhuma
variavel independente fosse associada a varidvel dependente.
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O COEFICIENTE DE CORRELACAO PARCIAL

ryxixj @ € uma estimativa de py xix;

Vamos supor a situagdo em que tenho apenas duas variaveis
independentes X; e X».

2 2
Oy/x, —Oy/x,.x,

2
Py.x,/1x, =

2
Oy/x,

Nesta situacao particular, tem-se que o coeficiente de correlacao
parcial ao quadrado é:

2 _ SQR(do modelo so com Xz) - SQR(do modelo completo,ie, comX, e Xz)
LX/% SQR(mod elo so com Xz)

2 _extra SO devido a adicao de X, dado que X, ja estava no modelo

Y. X\ /Xy T

SOR(modelo so com X, )

X, vx, Tx, L x,

v, x,1x, = > >
0 ()

.....

Representagao alternativa do modelo de regressao.
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Todos os coeficientes de regressao podem ser escritos em fungao
das correlagdes parciais.

Por exemplo, para k=3 (i€, 3 variaveis independentes), tem-se:

ﬂo = Y‘ﬂ1X1 _,BzXz _,33X3

A SY/)(2 X,
b, = Vy x,/x,x5 *

X,/ X, Xy

D SY/Xl X3
2 =y x, x4,

X,/ X, Xy

- SY/Xl X,
3 = Ty xpixx,

X3/ X, X,
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COLINEARIDADE

Y:,Bo +ﬂ1X1 +ﬂ2X2

2
l-I"Xle

pode - se demonstrar que: f; =c { ! } e

que f,, e f, sdo diretamente proporcionais a % >
-7
X1.X2

FIV :fator inflacionario da variancia
1
1-R?

J

FIV =

quando FIV >10= ha colinearidade
FIV >10= R} >0.90= r, > 0.95

Para se evitar a colinearidade pode-se "centralizar" a
variavel.
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VARIAVEIS CATEGORICAS EM REGRESSAO
LINEAR

Ha dois métodos para se analisar variaveis categoricas
em regressao linear:

METODO 1
Estimar uma equacao de regressao para cada
categoria da variavel.

METODO 2
Definir uma(algumas) variavel(eis) dummy e incorpora-
la(s) no modelo. Este método € menos poderoso.

VARIAVEIS INDICADORAS

Variaveis indicadoras (ou dummy ) sao quaisquer
variaveis que tém um numero finito de valores que
representam diferentes categorias de uma variavel
qualitativa.

Exemplo:
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Y= PAS
X = idade :

7 = (0= sexo = masculino
Z = sexo

Z=1= sexo = feminino

Y = B+ BX+B,2+BXZ (1)
qQdoZ=0=Y,, = S, +BX (2
qdoZ=1= Y; =6, + X+ 5, + ;X &

Y. =(Bo+B)+(B+B)X (3

O modelo (1) incorpora as 2 equacdes de regressao
separadas [(2) e (3)] em um unico modelo.
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COMPARACAO DE 2 RETAS DE REGRESSAO

Questao:sera que a associagao entre PAS e idade € a
mesma para homens e mulheres?

- 46K
\H q 1“0,0'4* 9

')M

%;: 93,08-098Y

— ¢

Perguntas:

1. As inclinagcbes das 2 retas sdo iguais?(ié, existe
paralelismo?)

2. Os interceptos das 2 retas sio iguais?(somente no
caso das 2 retas ndo serem paralelas)

3. As 2 retas tém interceptos e inclinagdes iguais?(ié,

sao coincidentes?)
Y

x X
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CONTINUACAO DO METODO 1

1. teste de paralelismo de 2 retas

Ié _ (nM B 1) S*?(M ﬁ1M+(nF - 1) SJZ(F ﬁlF
1 0%4_1)S§M +(nF_1)S§F

Ho: by = DPir
Ha:ﬂlM # Pir

ﬂlM IBIF

Sﬂ1M—ﬁ1F

4

o

1 1
WS (n—1)s2

2
SﬁlM—ﬂlF - SP,Y/X|:(n

_ (nM — 2)S;/XM + (nF - Z)SI%/XF

2
SP,Y/X o

n,+n.—4
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2.teste do intercepto

,é _ Ny Bout e Por
)=

nM + nF
{HO:ﬂOM = Bor
H.: Loy # Por
t = M to~ty n 4
Bom —Bor
11 X X2

S, o, =5
foubor =20y G —0)SE (e —1)S2,

3. teste de coincidéncia de 2 retas

Se ambas as hipdéteses nulas forem aceitas: a de
paralelismo e mesmo intercepto.
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"PASSOS" PARA SE FAZER MODELAGEM EM
REGRESSAO

1.Selecionar as variaveis independentes, nao se
esquecendo das possiveis variaveis de confusao;

2.Codificar previamente as variaveis;

3.Fazer graficos de dispersao (scatter plot) com todas as
variaveis, 2 a 2;

4.Fazer a analise univariada das variaveis independentes,
nao se esquecendo de fazer a analise de residuos.

5. Fazer a matriz de correlacao para avaliar a colinearidade
das variaveis independentes e definir a ordem de
entrada das mesmas no modelo multiplo.

6.Fazer a analise multipla, avaliando a significancia do
modelo geral, de cada uma das variaveis e do
incremento de cada uma delas, através do teste F e
Fparcial- Nao se esquecer de avaliar os possiveis

efeitos de confusdo e a colinearidade entre as variaveis;

7.Decidir pelo melhor modelo, i€, o mais "ajustado”. Fazer
a estimacao por ponto e por intervalo de cada um dos

B

8.Avaliar as interacbes apenas para as variaveis de
confusao;

9. Fazer analise dos residuos.
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ANALISE DE REGRESSAO POLINOMIAL

ANOVA (regressao polinomial)

FONTE SQ GL MQ Fparcial
regressao X * 1 SOM )/ Efln—1-1)= MO/
1
XX * 1 SQMX7 Rlln=2-)= 0
1
o * ....................
XX, X2,.. XK1
1| SoM . /| F(ln—k-1
1
MOM
MOR
: N2 | nk-1 | SOR
residuo Z(X—Ylj n-k-1 k-1
TOTAL 2| n-1
2| Y-
* formulas 1guais as ja citadas.
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MODELO DE REGRESSAO LINEAR
Y =p,+pX

MODELO DE REGRESSAO DE 2a ORDEM
2
Y=0,+0X+0,X

&
y

4

2

2 10 1 2y

MODELO DE REGRESSAO DE 3a ORDEM
_ 2 3
Y=0+pX+0,X"+[X

zzzzzz

MODELO DE REGRESSAO EXPONENCIAL
Y = B, %" ou n(Y) = n(B,)+ (B, X)
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ANALISE DE SERIES (HISTORICAS) TEMPORAIS

Uma série histérica, também denominada série temporal, €
uma sequéncia de observagdoes obtidas em intervalos
regulares de tempo, durante um periodo especifico. Este
conjunto pode ser obtido através de amostras periddicas
do evento de interesse, ou cumulativamente. Denomina-
se trajetéria de um processo, a curva obtida no grafico da
série historica. O conjunto de todas possiveis trajetorias é
denominado um processo estocastico, sendo a série
temporal uma amostra deste processo.
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DEFINICOES

série temporal (2)
E um conjunto de observagées ordenadas no tempo.

Essas observacdes podem ser discretas ou continuas.

discreta: Zi— t=1,2,..n
e valores semanais do numero de casos de Aids em Sao
Paulo

e coeficientes de mortalidade (mensais, anuais)

continua: Z(t) — t e [0,T]
e 0 registro de um eletrocardiograma de uma pessoa.

e 0 movimento da costa terrestre, obtido através de um

sismografo.

Essas observacoes podem ser obtidas atravées de

amostras periodicas ou cumulativamente.

trajetoria do processo

E a curva obtida no gréafico das observacdes no tempo.
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processo estocastico
E um conjunto de todas as possiveis trajetdrias que poder-

se-ia observar. Cada trajetdoria € chamada de uma série

temporal.

processo estocastico — populagcao

série temporal — amostra

ciclo:
E o tempo que um determinado fenémeno leva para ter um

comportamento periodico. Diz-se, nesse caso, que O

fendbmeno é ciclico. Esse ciclo pode ou ndo ser conhecido

a priori. Um fendmeno ciclico envolve um comportamento

sazonal. Porém o inverso nao é verdadeiro.

estacionariedade:

Uma série € considerada estacionaria quando as suas

observacoes ocorrem, aleatoriamente, ao redor de uma
media constante. Essa € a suposicao de grande parte dos
modelos. Quando isso ndo ocorre é necessario que se
facam transformacdes nos dados e/ou se utilizem modelos
adequados. A nao aleatoriedade é um fendmeno

frequente.
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Diz-se que uma série € estacionaria quando, para qualquer

instante de tempo t e para qualquer m, tem-se:

E(Z,)=E(Z,,)=u, Vt

Var(Z,)=Var(Z,,,)=0", V't

Exemplo 1J. A Figora 1.6 mostra s séric de Indices de Pradulu
Irsteial (AP} do Reaal, composta de 139 observaghes mensais [de ja-
neiro de 1969 8 julho de 19800, Mesta série, akem de uma periodicdads
{sazonal) aparente de doze meses. noldmos que FlA APresenly uma 1en-
déncia crescente, sendo pottanto nao-cstacdoning (Tabela A1)

25,003
0.1 NW
16 Q0

10 HH:

somb————— - . '

ag T T T2OT3 T4 ™ B TTOTh goBg

Fig. L.t Serie ode fralice o Prochure Medierrviad do Brasd

Exerepli (.2, Ma Tabela A2 remos 96 observagics mensais feim graus
centigradas) de temperaturas da cidade de S3o Paulo (de julba de 1349
a junho de 1957). Analisando os dados ¢ p Figura 1.7, vetnes que gs lem-
peraturas osclam entee um mimmo, que ocorre geralmente cm julbo,

4

1 Ji

20 /A'-. | ! / |1 i
f l'll /| If'ml f/ Ja'lf L\'\/(J \ }l | ./ ,\
wl ]

Sl 4B ul,

' .o -
B0 Ju-5' Ju 52 Jul B3 Jul S Ju 55 Jul 58

Fig. L7, Séele o lemperattras s cidinde o Sdo Paelo
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COMPONENTES DE UMA SERIE TEMPORAL
Uma série histérica pode ser decomposta em 3
componentes ndo  observaveis: tendéncia @ (Tt),
sazonalidade (St) e a variagdo aleatoria denominada de

ruido branco (at).

Tt — tendéncia

Esse € um componente nido aleatdrio que, muitas vezes,
sO consegue ser medido e/ou detectado em longas séries

de tempo.

S,

Ocorre quando duas observacbées no tempo séo

— componente sazonal

correlacionadas, ou seja, nao sao independentes. Para se
avalia-lo € necessario analisar as fungdes de auto-

covariancia e de auto-correlagao da série.

— ruido branco
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também conhecido como residuo. Supde-se que esse seja
um componente aleatério, com média zero e variancia

constante ( em toda a série).

Modelo aditivo: Zt=Tt+St+at

(pode haver , também, o modelo multiplicativo, que ao se
realizar a transformacgao log, ele se transforma no modelo

log-linear).

Ao ser feita a analise de uma série historica, deve-se
estudar cada um destes componentes separadamente,

retirando-se o efeito dos outros.

TENDENCIA

Para analisar a tendéncia os 2 métodos mais utilizados
sdo: a) ajustar uma funcado polinomial do tempo ou b)
analisar o comportamento da série ao redor de um ponto,
estimando a tendéncia naquele ponto.

Apos a estimativa da tendéncia, uma série “livre de
tendéncia” seria a série (Zt-Tt).
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SAZONALIDADE

Esta parte da série historica € dificil de ser estimada,
compatibilizando a questdo conceitual do fenbmeno em
estudo, com a questdo estatistica. Se houver uma
sazonalidade dita deterministica pode-se utilizar modelos
de regressao que incorporem funcdes do tipo seno ou
cosseno a variavel tempo.

Para se retirar o efeito da sazonalidade de uma série, pode-
se fazer a média mével centrada no numero de periodos
que compdem uma repeticdo (por exemplo, para
sazonalidade anual, seria utilizada a média moével de 12
meses), ou, entdo, poderia-se trabalhar com a diferenga
entre a série original (Zt) e o polinbmio estimado para a
sazonalidade.

Exercicios

Complica

Inserir para o exercicio complica:
Y = bo + le

Como by, =Y — b, X

Y b, X + b X

Y —
Y —

Ao centralizar a variavel ano, o b, serd a média de Y do periodo
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REGRESSAO LOGISTICA

eVariavel dependente é qualitativa dicotdmica
(presenca/auséncia)

eObjetivo principal do estudo é estudar os fatores
associados a presenca do evento de interesse.

EXEMPLO

Y =1= DC = sim

Y= doencga coronariana(DC)
Y =0= DC =nao

IDADE DC
SIM NAO TOTAL p=% de sim

20 -29 1 9 10 0.10
30 - 34 2 13 15 0.13
35 -39 3 9 12 0.25
40 - 44 3) 10 15 0.33
45 - 49 6 7 13 0.46
50 - 54 3) 3 8 0.63
55 - 59 13 4 17 0.76
60 - 69 8 2 10 0.80
Total 43 o7 100 0.43

Fonte: Kleimbaum,Klein, 2002.

FAZER O DIAGRAMA DE DISPERSAO
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1
0,9 -
0,8 -
0,7 -
0,6 +
0,5+
04 +
0,3 +
0,2 g e
0,1+

0 i i i i i

50-54 55-59 60-64 65-69 70-74 75-79 80-89

1

PrOb(Y:1):p:1+e—_f(x)

Quando a f(x) ¢ uma funcao linear, tem - se que

Prob(Y =1)= p=——(
I+e
c
1 e_(ﬁo+ﬁ1X)
PrOb(Y * 1) = PrOb(Y = O) = 1‘ P~ 1' (ﬂ0+ﬂ1X) = (ﬂo+ﬂ1X)
l+e l+e
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doente nao doente TOTAL

EXPOSTO a b a+b
NAO EXPOSTO C d c+d
TOTAL atc b+d N=a+b+c+d

Medidas de risco:

a
RP: razdo de prevaléncias =»RrRp=2 %
c+d

a
RR: risco relativo =»RR = atb

C
c+d

a
OR: odds ratio =»OR = ? = E

%1 b.c

densidade de incidéncia, incidéncia acumulada.
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Y = variavel dependente; variavel categorica (0,1)

Y =1 P(Y=D)==x
= Y ~ Bernoulli =
0 PY=0)=1-7

E(Y)=3 y,P(¥ = ,)=1P(Y =1)+ 0P(Y =0)=17 + 0(1-7)= 7

O objetivo € escrever Y em fungdo de X, porém, na
regressao logistica, se escrevea probabilidadede Y como
funcdode X endo Y.

n(x)=E(Y /X =x)

/)

7z(x - 1+e’™

Quandoaf (x)e uma fungdo linear, tem - se que

eﬁo+ﬂ1X 1

7(x)= Ly S0P = (X

l+e

Fazendo - se a transformagao para o logito de 7(x),

(e
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SUPOSICOES

1.Y € uma variavel dicotdomica (0,1). A extensao para
outras variaveis categoéricas nao sera vista neste
Curso.

2. Os valores de Y sao independentes.

3.
B(Y) = 2(x) = E(Y)=2(x)+

& =erro = residuo

1-7(x), se E(Y) =1,
[com prob. ﬁ(x)]
& ~ Binomial ,pois & =

- ﬂ(x), se E(Y) =0,
\[com prob.1- z(x)]

=0

S = {ﬁ(x)[l - ﬂ(x)]} — variancia ndo € constante

4. A covariancia entre dois erros quaisquer € zero.
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ESTIMATIVA DOS PARAMETROS p;

Na regressao logistica € utilizado o Método da Maxima
Verossimilhanca para se estimar os parametros §; .

De uma maneira genérica, pode-se dizer que o método
da maxima verossimilhanca fornece os valores para os
parametros a serem estimados, 0s quais maximizam a
probabilidade de se obter o conjunto de dados
existente.

Para se aplicar este método, em primeiro lugar precisa-
se definir a funcao de verossimilhanca. Na situacao em
que a variavel dependente é dicotdbmica, tem-se:
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e

1-7(x)= G P(Y = 0/X)
1

\n(x): o AT P(Y =1/X)

para um arbitrario valor de 8 = (8,,5,)=

A funcdo de probabilid ades de Y ¢

, Y =0,1
f(Y)=xl(1-7,)", onde {
1=1,2,..n

Assim, para aqueles pares (x,,1), a contribui¢ 0 para
a fungiio de verossimi lhanca é 7(x) e naqueles onde Y, =0, a

contribuig &0 é 1- 7 (x).

A funcao de verossimi lhanga ¢ definida pelo produto dos

termos dados acima, 1é,
L(ﬂ ) =n f(x)
i=1

No entanto, e mais facil maximizar o In [L( p ﬂ

)

[yi ln(ﬂ-i)_i_ (l -yi)ln(l -ﬂ-i)]

1

™M =
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Para encontrar os valores dos i que maximizam a
funcdo acima deve-se derivar [ln L(ﬂﬂ em relagao a
cada um dos fi e igualar a zero. Como estas equacgdes
nao sao lineares, sao necessarios metodos interativos

e sua solucao nao é facill Porém os softwares fazem
isso por nos !

-

é[yi _”(xi)] =0

As equacglOes sao:<e

ixi [yi - ﬂ(xi)] =0

\lzl

Estas sao as chamadas equacgdes de verossimilhanca.

Normalmente as saidas de computador fornecem nao
SO os valores dos 3;, mas, também, os respectivos erros

padrao (SEg). Os valores dos SEg; serao utilizados

para os testes de significancia dos coeficientes e para
o calculos dos respectivos intervalos de confianca.

No caso do pior modelo (modelo sé com o), o logaritmo
da funcao de verossimilhanca pode ser calculado por:
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ln[L(,BO )] =1, .ln(nl) +n, ln(no) —nln(n)

onde:n1: numero de casos de Y=1
No: numero de casos de Y=0
n=n1+no= total da amostra
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TESTES DE HIPOTESES

Na regressao logistica a comparacao entre o valor
observado e o valor predito pela regressao nao é feita
através da ANOVA, mas € baseada no logaritmo da

funcao de verossimilhanca ja definida {ln L(,Bﬂ.

1. Teste da razao de verossimilhanca

E feita a comparacao entre a funcdo de verossimilhancga
dos valores observados na amostra e a funcdo de
verossimilhanca do modelo saturado. O modelo
saturado € aquele que contém tantos parametros
quanto o numero de pontos da amostra (ex: ajustar uma
linha reta com 2 pontos).

D = deviance

D= —Z{In[L(modelo reduzido)| - In| L(modelo saturado )]} =

L(modelo reduzido )
L(modelo saturado )

. J

~
raz® de v erossimilhang a

D=-21n
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Para verificar a significAancia de uma variavel
independente, compara-se o valor de D com e sem a
variavel independente na equacao. A mudanca de D
devido a inclusao da variavel independente é:

G = D(para o modelo sem a variavel)— D(para o modelo com a variavel)

G =19 L(mod.sem Variavel) 9n L(mod. com Variavel)
L(modelo saturado) L(modelo saturado)

G- _211{ L(modelo sem variavel) }

L(mod elo com variavel)

G ~ y —> para o teste de significancia de 1 varidvel com 2 categorias

no caso do modelo univariado, Ho 3/81 =0

2. Teste Wald (baixo poder)

H,:p,=0=H,:0RX,)=1

W= b , onde W, ~ N(0,1)
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3. Intervalo de Confianca

N

]C(l—a)% (:Bz) =p Ltz , X SE,@

i

4. Calculo do RR

Vamos supor o caso mais simples em que a variavel
dependente X é dicotbmica. Entao,

|
B Prob(Y:I/X:I) B 1+exp_(ﬂ +Ax1) B 1+exp_(ﬂ°)

RR = = —
Prob(Y =1/ X =0) 1 1+ exp )
Bo+ x0)

1+ exp_(
logo,

H,:f,=0=H,:OR(X,)=1< H,: RR(X,)=1
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5. Caso multiplo

Utilizar o teste da razao de verossimilnanca para
verificar a adequacao do modelo como um todo, ié:

{Hosﬂsﬂz:m:ﬁk:o

H, :0modelo € adequado, 1e existe peloum £ = 0

G ~ y; ,onde k : nimero de A's do modelo

Para testar a significancia de cada coeficiente, utilizar o
teste Wald:

-
A

H,: 3 =0 < H,:OR(X,)=1< H,:RR(X,)=1

~

H,:8#0 < H,:OR(X,)#1< H,:RR(X,)#1

W, = P, ,onde W, ~ N(0,1)
SEﬁ
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Estimativa da odds ratio (OR) a partir do
modelo de regressao logistica multipla

chance: Prob(YZl) _ P
Prob(Y =0) 1-p

P x, =1
1 — Dy e(,ﬂ0+ﬂ1(X1=1)+ﬂ2X2+ ...... +Bi X,
— 1~ —
OR (Xl)_ Py o a e(ﬂ0+ﬂ1(X1=0)+ﬂ2X2+ ...... +B Xy )
=
1 - P x =0
o Bot Bt PoX ot t B X )= (Bot PoX gt BiX i) _ By
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6.Analise de confusao e interacao na regressao
logistica

lr{l P ]:,BO + 0, X, + 0, X,

h{lf)pj:ﬁo + X, + [, X, + XX,

Outra maneira de testar interacdo: criar uma 3a.
variavel (Z), que € a combinacao de X e Xo.

Xl X2 / Zl Z2 Z3

S

—

—_—

—_

S
Sl O O
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MODELOS DE REGRESSAO LOGISTICA

e N30 condicional: estudos transversais, coorte e caso-
controle nao pareado

e Condicional: estudos caso-controle e outros onde
haja pareamento. Nestes casos, no banco de dados
devera existir a variavel “par”.
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ANALISE DOS RESIDUOS
1. Estatistica do y2 de Pearson

2. Teste de Hosmer-Lemeshow

—————————— Hosmer and Lemeshow Goodness-of-Fit Test---—--------
LOW =0 LOW =1
Group Observed Expected Observed Expected Total
1 35.000 34.180 3.000 3.820 38.000
2 25.000 26.537 9.000 7.463 34.000
3 29.000 29.743 10.000 9.257 39.000
4 16.000 14.736 6.000 7.264 22.000
5 10.000 9.460 7.000 7.540 17.000
6 8.000 9.877 12.000 10.123 20.000
7 7.000 5.466 12.000 13.534 19.000
Chi-Square df Significance
Goodness-of-fit test 2.3862 5 7935
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