MAP 0313 - 2022 2° Semestre - IME USP
Lista sobre exemplos “simples"

Resumo

O objetivo desta lista é apresentar pontos interessantes relacionados
a disciplina. Mais do que propor questoes que devem ser resolvidas
para nota.

A questao 1 apresenta uma equagao de diferengas que nao é linear
obtida de um modo meio diferente, a partir da demonstracao de um
teorema.

A questao 2 é um alerta sobre os perigos que vocé se acreditar de
forma “cega"em “inocentes" calculos feitos por computadores.

A questao 3 é a que justifica o titulo da lista!

As questoes 4 e 5 apresentam problemas e assuntos que serdo dis-
cutidos e vistos durante o semestre, sdo uma espécie de pequenas in-
trodugoes a pontos que serao estudados.

Além disso na questdo 4 é mostrado (de duas formas diferentes)
como calcular o determinante de Vandermonde, uma fémula muitas
vezes citada, poucas vezes demonstrada!

DIVIRTA - SE

Questao 1 Como Euclides demonstrou em sua famosa prova que ha infinitos
nameros primos, é verdade que

Se ni,...,n, sdo naturais maiores ou iguais a 2, dois a dois primos entre si,
k
entdo nyy1 = 1+ [[ n; é relativamente primo com n;, Vj € {1,... k}.
j=1

Portanto, uma maneira de gerar uma sequéncia infinita (a,) de naturais maiores
ou iguais a 2, tal que m.d.c.(ap,aq) =1,se 1 <p<gq, étomaraeN, a>2e
definir

ar = a
k—1

ag =1+ [[ aj, k> 2.
j=1

Prove que se (ay,) é construida assim e zj, = a; — &, k € N*, entdo (zy,) satisfaz
o problema de valor inicial para equacio de diferencas

xlza—%
xk+1:x%+%,k21.

Os perigos desta vida... Uma boa alma pode ser tentada a achar que, se
o termo inicial de (ax), o tal a > 2, for primo entdo a sequéncia (ay) sera



formada por nimeros primos... N3o € isso que foi afirmado! Apenas foi dito
que os termos de (aj) sdo primos entre si, ou seja, se p # ¢, entdo a, e qq
sdo primos entre si. De fato, ao considerar a; = 2 e construir a sequéncia (ax)
a partir dai, vai-se descobrir que seria um exagero dizer que os a sdo todos
primos. .. (certo?)

Questao 2 Os perigos desta vida... Mamde avisou. . .

1
Para k € N considere u, = [ tFe!~1dt e prove que:
0

(i) 0<u, , <u, ke Neu, —0.

(i) u, =2 eu,,, =1—(k+1)u,, Vk € N (sugestdo: integre por partes)

(iii) Use que, com 10 casas decimais, 1 ~ .3678794412, aplique a recorréncia
obtida em (ii) e, com um computador, calcule u,,, u13,u14 € u15, com-
pare os valores obtidos com os resultados de (i) (e responda Computador
“erra"?).

Questao 3 Um virus tem, em instate ¢y uma capacidade de contaminacio qq
(isto &, a probabilidade de uma pessoa ser contaminada ao ser exposta ao vius
no instante to € qp). A cada duas horas o virus perde 10% de sua capacidade.
Determine apés quanto tempo o virus fica com sua capacidade de contami-
nacdo reduzida a metade da que tinha em ¢g.
Suponha que o tempo serd medido em horas, se ¢, = tg + 2k horas, k € N,
e se ¢, € a capacidade de contaminac3o do virus em tj, entdo é claro que:

¢o = qo,
Cp = %Ck,h Vk > 1.

Uma indugdo simples em k& mostra que ¢ = l%qlg, assim quer-se determinar k
9 k q0 H k—1 5
tal que 13¢5 < 4§, ouseja, ¢5 < 5.

log(ﬁ) __ log5—log9 .
Portanto, £k — 1 > 1og(q90) = loglqe) + COMO k € N, isso ocorre se
- LlogS —logQJ
log(qo)

Por exemplo, se go = 0,8 entdo k > 3 e a resposta seria, ap6s 6 horas.



Questao 4 Uma matriz assanhada e deu determinante! Polinémios véo
aparecer muito por aqui nesta disciplina, e este exercicio apresenta uma propri-
edade “famosa"de polinémios, além de mostrar uma matriz bem assanhadinha
que gosta muito de aparecer sem ser chamada, por exemplo em regressdo po-
linomial, a tal “Matriz de Vandermonde". Em MAP0313 ela aparece de “modo
natural"em, pelo menos duas situacées:

Sejam nineros complexos z1, ..., 2y, (o fato de considerar-se o caso de na-
meros complexos logo ficara claro) e considere V(z1, ..., 2m)n = [vk;] @ matriz
n X m, definida por vy; = z;?_l, 1<k<n, 1<j<m.

Essa matriz _ )

1 1 1 e 1
Z1 z2 Z3 ot Zm
2 2 2 2
n—1 n—1 n—1 n—1
L “1 29 23 o Zm

ou a sua transposta, chama—se Matriz de Vandermonde.

No caso em que n = m, essa distinta cidadd &€ uma matriz quadrada e
seu determinante é chamado determinante de Vandermonde (como para toda
matriz quadrada A, tem-se det A = det A’, & indiferente se a matriz considerada
€ V(z1,...,2m)m OU sua transposta).

Antes de perturbar com o calculo desse determinante, vai-se mostrar uma
das situacdes supramencionadas em que essa matriz vai “dar as caras"por aqui.

Considere m € N* e a equacdo de diferencas linear de ordem m
Uk+m = QUL + A1Uk41 + - + Gm—1Uk+m—1, Yk >0, (1)

em que ag, ai,--.,&n—1 S0 reais dados, com ag # 0, com as condi¢Bes
iniciais:

Hora de comegar a trabalhar (sera um trabalho leve. . .)

(i) Prove que a progressdo geométrica ux = ¢*, & solugdo da equagdo (1), e

m—1 )
s6 se, ¢ éraizde p(A) =" — > a; M.
j=0
m—1 )
O polindmio ménico de grau m, py = A™ — >~ a;N & chamado polinémio
j=0

caracteristico da equagdo (7).



E ai estd a razdo de admitir a possibilidade dos z; ndo serem nimeros reais,
todos os dados sdo reais, p(A) € um polindmio de coeficientes reais, mas...C
insistiu em aparecer na festa, as raizes de um polindmio de coeficientes reais
podem pertencer a C \ R.

Alguns exercicios a mais. . .

(i) Se as sequéncias de nimeros complexos (uy) e (wy) sdo solucdes de (1)
entdo a sequéncia (quy+ Swy) tamém é solugdo dessa equagdo, quaisquer
que sejam o e 8 em C.

(iii) Para todo (A1, A2,...,Am) € C™, a sequéncia vy = A\12¥ + Xozh +.-- +
AmzE |k € N é solugdo de (1).

(iv) Se Bo, Bi,---,Pm—1 sdo nameros complexos dados existe uma, e apenas
uma sequéncia (uy) em C que resolve (1) e satisfaz as condi¢es iniciais

ug = Bo, U1 =B, Um—1 = Bm—1-

Além disso, se todos os Bj, 0 < j < m — 1 sdo reais, a sequéncia (uy)
acima é formada apenas por niimeros reais (lembre que os a; sdo reais).

O vai ser feito agora é estudar o problema de valor inicial mencionado em (iv)
no caso mais simples, em que é feita a hipétese de p(A\) ter m raizes distintas
21y, 2m (em C).

O que se pretende é provar que:

Fato: Se o polinémio caracteritico de (1) tem m raizes distintas
21,...,2m (nd3o necessariamente reais) e By, [1,-..,0Bm—1 Sd0 nime-
ros reais entdo existe um, e s6 um, (A1, Aa,...,\p) € C™ tal que a
sequéncia
— .k k k

vk—)\lzl +>\22’2+"'+/\m2m, keN (:]:)
resolve (1) e satisfaz as condi¢cdes iniciais vy, = [, para todo k €
{0,1,...m —1}.

Note que, como todos os dados do problema, os coeficientes da equacio de
diferencas e as condi¢des iniciais serem reais, o exercicio (iv) mostra que a solugdo
do problema de valor inicial considerado sera uma sequéncia de niimeros reais, ou
seja v € R, para todo k, mas ndo se afirma que os \;, 1 < k < m sejam reais,
isso pode ser falso no caso em que as raizes do polinémio caracteritico serem
complexas (por exemplo considere o problema ug o = —ug, ug =0, u; =1,



nesse caso z1 = i, 29 = —1 e vais-se obter \; = —35 e Ay = 5, a sequéncia que
resolve o problema dado é...).
A demonstracdo do fato supramencionado é “quase"toda simples, vocé vai

ser convidado a fazer essa parte “quase"todal

(v) Sejam z1,..., 2y, as raizes do polinémio caracteristico de (1) e considere
reais BO? 617 s aﬁmfl-
Mostre que, se (A1, Az, ..., Am) € C™ for solugdo do sistema linear m xm

Alzlf+)\22§+---+)\mz,’%:ﬂk, Vk € {0,1,...,m — 1},

entio v, = /\12{“ + )\225 + -+ A2k k € N resolve (1) e satisfaz

mo

v = B, para todo k € {0,1,...m — 1}.

Vocé pode estar com a seguinte davida, para resolver esse exercicio é preciso
fazer algo além de dizer é consequéncia imediata de tudo o que foi feito antes?

A resposta é ndo, se vocé teve essa davida, entdo ja resolveu (v).

Ent3o... para provar o fato enunciado no quadrinho destacado, basta de-
monstrar que o sistema dado em (v) tem solugdo Gnica, para toda m-upla de
condi¢des iniciais (B1, B2, ..., fm) € R™.

E como é mais do que conhecido, osso acontece se, e apenas se, a matriz
desse sistema linear tiver determinante diferente de zero.

Agora, a grande pergunta, para a qual, por certo, vocé ja sabe a resposta. ..

Claro, abram alas e satdem a matriz de Vandermende V(z1, ..., zZm)m.

Ou seja, se o determinante dessa intrometida for diferente de zero, o fato
supraenunciado estard demonstrado!

Aqui sera feito um pouco mais, vai—se provar que

detV(z1, .. zm)m =[] (2 — %) (2)

1<k<j<m

0 que mostra o Fato enunciado, uma vez que foi feita a hipdse das raizes de
p(A) serem distintas.

V3o ser indicadas duas demonstracdes de (2), a primeira, muito elegante
e simples, usa um pouco de algebra linear, a segunda, mais “elementar", usa
apenas as propriedades basicas de determinantes.

e (Sevocé conhece algebra linear divirta-se) Caso vocé sé tenha visto espagos
vetoriais sobre o corpo R pode supor que os z; sdo reais e use R™ em
vez de C™, todos os resultados usados sdo validos (com demonstra¢des
iguais) nas duas situagdes.



Considere V,,, 0 espaco vetorial dos polindmios de grau estritamente menor
do que m.

Como, se p;(z) =27, 0 < j <m—1entdo B={pj(z), 0<j<m-—1}
€ uma base de V,,,, tem-se dimV,,, = m.

Considere agora a transformacgio linear 7' : V' — C™ definida por T'(p) =
(p(zl)ap(ZQ)a s 7p(zm))

A matriz de T em relagdo a BB e a base canénica de C™ é V(z1, ..., 2m)m
(mostre isso como exercicio).

j—1
Agora note que, se 2 < j < m gj_1(2) = [[ (2 — 2), entdo o grau de
k=1
¢j—1(z) é j — 1. Portanto, N' = {po(2),q1(2),...,qm—-1(2)} também é
uma base de V,,,.

E imediato que a matriz de T' em relacdo a A e a base candnica de C™ é

M1 0 0 0 i
1 20—2 0 0
1 zZ3 — 21 (Z3—21)(23—Z2) 0
Ti=| . : : - : J
: : : o
I zm—21 (2m—21)(2m —22) - II (2m — %)
L j=1 J

cujo determinante, por esta ser uma matriz triangular, é igual ao produto
dos elementos da sua diagonal principal, ou seja

detTy = H (2 — Zj).

1<k<j<m

Assim, como o determinante das matrizes de uma transformacio linear
n3o depende das bases em relacdo as quais a matriz é calculada, segue-
se
det V(z1,. .., 2m)m = detT} = H (21 — 2j)
1<k<j<m

Caso algo da demonstragdo anterior tenha usado um “conhecimento des-
conhecido", pode-se concluir esta propriedade de um modo mais pedestre
(e chato). .. A coisa aqui vai por indugdo em m, para m > 2.

O caso inicial, m = 2, & trivial.



Suponha, por hipétese de inducio, o resultado vale para matrizes de Van-
dermonde de ordem ¢ = m — 1 > 2 e considere uma matriz de Vander-
monde V(21, ..., 2m)m

(1 2 22 2T
2 m—1
1 2z 2 2y
2 m—1
1 z3 23 23
IR S

Subtraia da dltima coluna desta matriz (isto é, coluna m) a pendtima
coluna (a m — 1) multiplicada por z;, operagdo elementar que n&o altera
o determinante da matriz. A matriz encontrada s6 difere da original na
altima coluna e é

(1 2 2 22 0
2 m—2 m—2
1 29 25 P24 25" (22 — 21)
2 m—2 m—2
1 23 23 24 25 (23— 21) |,
2 2 —2
1 oz, oz, zZm 2%z — 21)
Agora, de forma sucessiva, para j = m — 1,m — 2,...,2, subtraia da

coluna j a coluna j — 1 multiplicada por z1, essas operacdes ndo alteram
o determinante e no final desse processo vai-se encontrar a matriz

1 0 0 0 0

1 20—21 29(20—21) 25(z2—21) -+~ zgn_2(z2 —21)

1 z3—2z1 23(23—21) 232,(,23 —z1) - z;)n_2(23 —21) ’
Ll zm—21 Zm(Zm — 21) 22(z2—21) - 2 Hzm —21) ]

Pessoal, chamem o Laplace, pecam licenca a esse cavalheiro para usarem
a sua regra, e calculem o determinante dessa matriz, que é igual ao de-
terminante de Vandermonde, pela primeira linha, para concluir que este
cidaddo é o determinante de

2o — 21 zo(z2 — 21) Z%(ZQ —21) - 25”_2(2'2 —21)
zy—21 z(zm—21)  22(z—z1) o 2z — 1) 3)
Zm — 21 Zm(zm —21) 25 (2m —21) 0 2722 — 21)



Hora de por em evidéncia que vocé sabe por em evidéncia o que precisa
ser posto em evidéncia, e mostrar que vocé sabe o que acontece com o
determinante de uma matriz ao por em evidéncia um fator A em uma
linha. ..

Em palavras compreensiveis, use propriedades elementares e prove que o
determinante de (3) é igual a

1 oz 22 -0 27
1 2 m—2
m Z3  Z3 o Z3
[[(zj —z1)det | . . o ) =
j=2 Do : " ;
1 oz, 22 Zm=2

=

(27 —2z1)det V(22, ..., 2Zm)m—1 (»)
2

J

E pronto! Agora basta usar a hipétese de indugdo em (%) e obter o
resultado desejado.

Questao 5 Os nameros de Bernoulli, acredite, eles servem para algo!
Diz a lenda que os Bernoulli eram uns caras mal humorados, do tipo que
briga com o mundo sem saber porque... (desde quando precisa haver motivo
para isso?)
Isso sdo fofocas, esta questdo é coisa sérial Fala-se no nome Bernoulli, nada
de piadas, ao trabalho.

(i) Mostre que a funcdo definida por f(0) = 1 e f(t) = -5, parat # 0 é
infinitamente derivavel.

Pronto, ja se podem definir os niimeros de Bernoulli.

[ Se k € N o k-ésimo niamero de Bernoulli By, é por definicdo By, = £(#)(0). ]

Pela definicdo de f(t) claro 1=que f(0) = By = 1, agora trabalhe um pouco
mais. .. (mas ndo demais)

(i) Mostre que f'(1) = B; = —

N[

(iii) Mostre que g(t) = f(t) + & & uma fungio par.
Sugestdo: Matematica é uma questdo de fé, acredite que tudo vai acabar
bem. ..



(iv) Use os itens anteriores e prove que, se k € N* entdo Bgi1 = 0.

Outra sugestdo que poderia ser oferecida para provar (iii) é...

t _t
(v) Mostre que f(t) + % = % (%)

Claro que, se n € N, o polindmio de Taylor de ordem n de f(t) em zero é

n
> %tK, mas para f(t¢) vale algo um pouco mais forte.
k=0
Seré visto nesta disciplina (caso vocé ja saiba, 6timo) que a série de Taylor

de f(t) converge para f(t) em (—2m,2m), ou seja

> By,
f(t) = Ft’f Vt € (—2m,27). (4)
k=0

O que fara a seguir é tipico desta disciplina, uma manipula¢do de expansdes
em séries para obter relacdes de recorréncia.

Uma raz3o para fazer esse tipo de manipulacdo é a seguinte, embora seja
“simples"mostrar que f(t)tem derivadas de qualquer ordem inclusive em zero,
ndo tdo simples calcular essas derivadas, as recorréncias encontradas muitas
vezes fornecem uma maneira mais comoda de determinar essas derivadas.

Em virtude de (iii), (iv) e (4) tem-se que, para t € (—m, ), tem—se

— Doy,
g(t) = kzzo (%)!t% (5)

Use a bem conhecida expansdo em série de poténcias da funcdo exponencial
oo

el =" %tj para obter

( 5 o _i)_ %%tlﬂ-l_ti;tls
€ € = 2% (25+1)! = 225 (25+1)!
s=0 s=0
N S (6)

Lt
+e ?), substitua (5) e (6)

(e
S—
S
—~

~+
S~—
I
N[+
—~
Q)
[0S

1
Agora escreva (v) como (e® —e
nessa igualdade e veja que:

o
2 Boy 12k _ 1 425
¢ Z 225 (25+1)! 2s+1 1 Z (21?:” ¢ E 227 (27) it

(7)
s B
B R z it



Como as séries em (7) convergem, faca o produto das séries no primeiro
membro dessa igualdade e iguale os coeficientes dos termos de mesmo ex-
poente para concluir que os nimeros de Bernoulli By; satisfazem By = 1 e,
para j > 1, vale a seguinte recorréncia linear.

J on 2
S (o) P ®

n=0

Note que (8) é uma recorréncia “normal", no sentido que, uma vez conhecidos
By, Bs,...,Bj_2, essa expressao permite calcular de modo direto By;.

Uma vez que é sabido que By = 1, usar (8) é, de fato, uma forma
mais simples de determinar By; do que, por exemplo, calcular as derivadas
£@9(0).

O leitor fica convidado a verificar a veracidade, ou nao, desta frase ao
calcular Byj, para 1 < j < 5.

Isto permite determinar todos os niimeros de Bernoulli, uma vez que,
como j4 se viu, By = —% e Byjy1=0,se j>1

Porque séo tteis esses tais nimeros de Bernoulli?

Os perigos desta vida... Cuidado com as perguntas feitas, al-
guém pode responder!

Vocé conhece a Férmula de Faulhaber? Ja vai conhecer. ..

s )

Férmula de Faulhaber:
Se n e p sao naturais estritamente positivos entao

n—1 P
1 p+1 i
E kP T ( ] >Bjnp+1 J (9)
k=1 7=0

A demonstracao desta formula fica para vocé fazer, ou procurar pelos
“Botecos da Vida", ou na internet, se vocé preferir. .. Apenas uma advertén-
cia, nao desligue o senso critico ao olhar péginas da internet, as vezes elas
“nao sao perfeitas".

Por exemplo, em

https://proofwiki.org/wiki/Faulhaber%27s Formula

h& uma demonstragdo de (9) a qual o professor de MAP0313 de 2022 nao
atribuiria nota 10.0, apenas... 7.0 (isso em um dia em que estivesse de bom
humor).

10



Vocé fica desde ja desafiado a descobrir porque... (Claro, a resposta
porque o professor é um chato cricri esti correta, corretissima, mas nao vai
ser aceita nesta disciplina).

Em vez de apresentar aqui uma demonstragao da formula de Faulhaber,
vao fazer-se algumas brincadeiras para apresentar esse féomula numa forma
um pouco diferente.

Como By = —%, (lerl) =p+1e By =0,sej > 1, afomula de
Faulhaber pode ser escrita como:

2
2

1—j 1-2j5
S (R LU T ol AT
k= 7=0

=0

Com essa forma é muito raro (9) aparecer, mas a partir dai pode-se ver que

n n—1 1 I_gJ 11 1—24
DI RP=mP+ 3 kP = gnP + 3 () BomP T =
k=1 k=1 j=0

Em que, na tltima igualdade fez-se uso apenas que (pJ{l) =p+leBoj1 =0,
se j > 1. E, com essa ultima “cara", a férmula do senhor Faulhaber aparece
tamém muitas vezes, tantas que ela merece um quadrinho similar a (9), aqui
estéa ele:

Formula de Faulhaber (cara nova):
Se n e p sao naturais estritamente positivos entao

;kf’ - Z <p+1>B Pl (10)

J
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