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1. Equacoes diferenciais nao homogéneas

d*x dx d*x dx
mdtzz—mng—adt IF(t):>dt2 I/Ydt - WET =
d*x dx

Fato sobre a EDO s | bdt - cx = F(t)

a solucao geral € uma solucao particular somada a solucao mais geral da homogénea

d?x dx
r,(t) tal que a dt2p - b dtp - cx, = F(t)
_ - - . d*x dx
r(t) = xp(t) + c1x1(t) + cow2(t) onde 71,2 sdo solucdes l.i. de «a Fb— +cx =0

dt? dt
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Exemplo 2. Forca externa F'(t) = Fj cos(wt)

d* d F
- nl WET = 2 cos(wt)

A equacao de movimento é |
quag a2 m

note que Fjcos(wt) = Re [Foem} logo é Util escrever z(t) = x(t) + i y(t)

r(t) = Re [2(1)| = %Re 2(t)] + W%Re 2(t)] + wiRe [2(t)] = Re _Ee.

como a parte real comuta com a derivada, podemos procurar z(t) que satisfaz

d?z | dz 2 @ewt
a2 " lgr TRoT Ty




dQZ dz 2 F() iot

« Solucao particular de |
w0 P a2 T m

» Ja que a derivada de uma exponencial é proporcional a ela: z(t) = zpe"™"

1wt 2 t @ eiwt

» Implicando que + yiwzge™?t 4+ wzpet =
T

(iw)*zge

F
(—w? + wi +iyw)zp = 0
m




Escrevendo 290 = Ae’” = 5

emos A= —5§>2 + 72w?)

alem disso Ae'¥? = (2 wio)z 2 (wg — w* — iYw) = tan @ = wg’Y_WwQ
logo rp = Relz(t)] = A(w) cos(wt + p(w))

ou podemos escrever  Tp(t) = 5 . (wp — w?) cos(wt) + yw sin(wt)]



- Efeito fisico: ressonancia

F3
m2((wZ — w?)? + 7%?)

O moédulo da amplitude A° = € maximo para o — \/w

com Amax =

Fo 1
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» foguemos no caso e amortecimento fraco 5 << Wy == W = Wy

naregido |w —wo| << wp temos w% — W = (wp — w)(wp + w) >~ 2wy(wy —w) e w
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analogamente  tany = —> tan ¢ = _
g ® 2 — 2 © 2wy —w) Para W — wp| << wy
. Yw .
No limite w -0 — ¢ — > basicamente em fase
“o

T
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 Vejamos os diversos regimes de frequéencia em acao

https://www.youtube.com/watch?v=FvtiwYwTRJqO
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https://www.youtube.com/watch?v=FvtwYwTRJq0

Solucao total (caso subcritico): w1 = \/ =

Lt

A solucado geral do problema é  x(t) =x,(t) +e 2

[(31 COS(wlt) -+ Co Sin(wlt)]

T, (t) = (w8 — w22 1 ~207) (w§ — w?) cos(wt) + yw sin(wt)]

a solucao da homogénea vai a zero para tempos grandes e € chamada de transiente,

enquanto a particular € chamada de estacionaria.

- Dadas a posicao e a velocidade iniciais podemos determinar as constantes c’s

2

» Consideremos um caso bem particular: w; >> T — W ~Ywy € W= W >wp

4

com a condicao inicial z(0) = xp e v(0) =0
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» Nestas condicoes temos que

F ) ]
z(t) = —— sin(wot) (1 — e_ft) + zoe” 2" cos(wpt)
mywy
Para o = 0
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total particular (azul) e transiente (amarelo)
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*E se nao houver amortecimento?

F . .
r(t) = —— sin(wot) (1 — e_ft) + zoe” 2" cos(wot)
myw

Para g = 0
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2. Oscilacoes acopladas! my = mg = m

» Consideremos dois osciladores acoplados:

(F, )
d*x 3L,
m dt21 = —k(x1 —0) + k(ze — 21 — {) g
sistema acoplado de equacoes diferenciais!
d*x
m dt22 = —k(xg — 20) — k(xg — 21 — )
° TaY . d2 /
agora definimos: - dta;l — ka4 k(2 — 2)
vy =x1—L0 e x5 =19 — 2 —
d? !
m dt22 = —kal, — k(x, — x7)

* Dois métodos de solucao: 1. Mudanca de variaveis e 2. Matrizes! 1



1. Mudanca de variaveis:

d*x’

n S kot 4 k(o — )
d2 /

m dtiz = —kal, — k(z, — x7)

somando e subtraindo estas equacoes:

d2

) (2] + x5) = —k(x] + 3)

(F, €)

(i

(F, £)

—_—m

Defino g1 =

/ /
Ty + Ty

C {2

30,

Ty — T
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d2Q1 d2(]1 2

m = —k = —W
—
d2(12 d2Q2

m = —3k = —3w§
* g1 e g2 oscilam com frequéncias diferentes
» g1 e g2 sao chamados de modos/coordenadas normais
» X1 e X2 sao superposicoes de osciladores harmonicos simples

q1 = A1 cos(wot + 1) L1 = (41 — {42

com
go = Ao cos(\/gwot + o) T2 = q1 T+ q2
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g1 = A COS(wot T 901) L1 = 41 — g2
com B
go = As cos(ﬁwot + o) T2 = g1+ g2

interpretacao fisica

1 =0eqa#0 g1 #0eq=0

\/§w0 “o

I\mjoxﬂﬂ/o\mj‘ |\Qm/o\mjow
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* Video Interessante

https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUQOUvso
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https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso
https://www.youtube.com/watch?v=YyOUJUOUvso

Generalizacao

d2 /

m dtx; = —kay + k' (2, — x7)
d2 /

m dta;Q = —kal, — k' (x, — x7)

somando e subtraindo estas equacoes:

d2

) (2] + x5) = —k(x] + x3)

s (o — @) = —(k + 2') (- 7))
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- Exemplos de ressonancia mecanica

https://www.youtube.com/watch?v=joS6kfjluKQo
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