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Movimento oscilatorio
Introducao




Movimento oscilatorio

- Exemplos
= Péndulo
= Sistema massa-mola
= Corda de um violao
= Ondas no mar e na atmosfera
> Atomos em uma rede cristalina
= Corrente elétrica alternada




Movimento oscilatorio

» Acao de forcas restauradoras
= Péndulo: componente da forca peso
= Massa-mola: forca elastica




Relacao entre o movimento de
oscilacao e o ciclo trigonométrico

s

Deslocamento

linear X angular




Relacao entre o movimento de
oscilacao e o ciclo trigonométrico

SHM C=cillating Spring \
without damping \\
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Movimento oscilatorio

E I‘epresentado matematicamente
por combinacoes de funcoes |
periodicas, como senos e cossenos




Movimento oscilatorio

l Movimento harmonico
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Parametros das oscilacoes

> Posicao de equilibrio: posicao onde a forga resultante
sobre a particula oscilante é nula

= Periodo: tempo necessario para completar um ciclo (no
SI, em segundos)

= Frequéncia: niumero de ciclos realizados por intervalo de
tempo (no SI, em Hertz ou em rad/s)

= Amplitude: distancia (linear ou angular) da posic¢ao de
equilibrio

: Constlante de fase: relacionada a amplitude no instante
inicia




Parametros das oscilacoes

= Posicao de equilibrio: . \
7 E—
posicao onde a forca
resultante sobre a particula L R=L Qe

oscilante é nula

L 3 )
amplitude=1.12 period=1.57 o phase angle=0.00 =

http://demonstrations.wolfram.com/HarmonicOscillation/
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Parametros das oscilacoes

= Periodo (T): tempo necessario para
completar um ciclo (no SI, em segundos)

Periodo pequeno Periodo grande

am

VA /l\ A
i - N\ 0\

http://demonstrations.wolfram.com/HarmonicOscillation/
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Parametros das oscilacoes

= Frequéncia (f ou v): namero de ciclos Rt R=L
realizados por intervalo de tempo (no
SI, em Hertz ou em 1/s) ) T T
f=7 o
Frequéncia grande Frequéncia pequena

T aw/ A
i - N\ 0\

http://demonstrations.wolfram.com/HarmonicOscillation/
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Parametros das oscilacoes

R=L R=L
= Amplitude (A): distancia (linear ou
angular) da posicao de equilibrio TP W
Amplitude pequena Amplitude grande

¥ ¥

http://demonstrations.wolfram.com/HarmonicOscillation/
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Parametros das oscilacoes

= Constante de fase (¢ ou 0): relacionada a
posicao no instante inicial

litude = 2.00 Sperh:::j()l w 8':;9257';':'5.:2

Fase € importante quando
queremos comparar dois
movimentos

http:// demonstratiog:é.wolfram.com/ HarmonicOscillation/
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Parametros das oscilacoes

= Constante de fase (¢ ou 0): relacionada a
posicao no instante inicial

» & =0

na posicio +A

1k
| Fase € importante quando
- | | | | queremos comparar dois

O =7: ho'instante -~ movimentos

http://demonstration r .wolfram.com/HarmonicOscillation/
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Exemplo: péndulos em fase e fora de fase

Péndulos em fase (ou seja, diferenca de Péndulos com fase oposta (ou seja,
fase igual a zero): caminham juntos, diferenca de fase igual a m): quando um
atingindo simultaneamente os pontos péndulo atinge uma extremidade da
extremos de suas trajetorias. trajetdria, o outro péndulo atinge a

extremidade oposta.

https://phet.colorado.edu/en/simulation/pendulum-lab



https://phet.colorado.edu/en/simulation/pendulum-lab

Exemplo: péndulos oscilando fora de
fase, e depois em fase

https://truesingularity.wordpress.com/2012/10/17/tente-ficar-acordado/
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- Alguns tipos de movimento oscilatorio:
s Movimento harmonico simples (MHS)
= Oscilacoes amortecidas

= Oscilacoes forcadas



Movimento Harmonico Simples (MHS)




Movimento Harmonico Simples (MHS)

» Caso ideal: sem atrito

» Definicao: é um movimento no qual a energia
potencial € uma funcio quadratica da posicao:

U(x) = Cx?

dUu

 No ponto de equilibrio, — =0

 Limites de oscilacao simétricos
em relacao ao ponto de equilibrio




Exemplo de MHS:

sistema massa-mola sem atrito
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Tars r~.| |ﬁ|

4

N0

-

—

Mola distendida

K
U(x) = Exz

dU
F=——=—Kx

dx /

K (maiuasculo) =
constante da mola

Em geral, sistemas que estao
sujeitos a acao de uma forca
restauradora sem atrito se
movem como um MHS.



Exemplo: sistema massa-mola sem a’%p)to
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MHS - Equacao de movimento



MHS - Equacao de movimento

F=ma
d*x
—Kx =m )
d’°x K Equacdo diferencial
dt2 | m x=0 M ordinéria linear de 22 ordem

Obs: em um sistema massa-mola, K é a constante elastica. Em outros sistemas
oscilantes, K pode estar relacionada a outras propriedades fisicas do sistema.



MHS - Equacao de movimento

Reformulando a equacao (I):

d?x K Qual é a funcao x(t) cuja 22
F — (_) X derivada da ela mesma, a

m menos de uma constante?



MHS - Equacao de movimento

Reformulando a equacao (I):

d?x K Qual é a funcao x(t) cuja 22
F = — ( ) X derivada da ela mesma, a

m menos de uma constante?

Candidatos para x(t):
x(t) =cosct ; x(t)=senct ; x(t)=e

Como o MHS é um movimento periodico e limitado, as
funcoes seno e cosseno sao as mais indicadas.



MHS - Equacao de movimento
d*x K
a = ()
Candidatos para x(t):
x1(t) = Acos(wgt +6) ; x,(t) = Asen(wyt + )
(No MHS, A, w, e 6 sao constantes)

Verificar que as funcoes x; e x, satisfazem a equacao diferencial.
Determinar o valor da constante o, em funcao de K e m.

K
Wy = |[—
0 m

\




Principio da Superposicao
Se cos(m,yt) e sen(w,yt) sao solucoes, entao uma combinacao
linear também é solucao:

x(t) = a.cos(wyt) + b. sen(wyt)

Exercicio: mostrar que a funcao x(t)
é solucao da equacao diferencial.

Qual é a relacao entre as constantes a e b?

Acos(wgt + &) = a.cos(wyt) + b.sen(wyt)

cos(a + b) = cos(a) - cos (b) —sen (a) - sen (b)

Acos(wgt) cos(d) — Asen(wyt) sen(d) = a.cos(wyt) + b.sen(wyt)

a = Acos(6) b
t O) = —— — /a2 2
b = —Asen(6) an(d) a A=va~+b




Equacao de movimento do MHS

x(t) = Acos(wyt + §)

x depende s6 de t.

x(t) determina a posicdo em (A, wg e & sao constantes)
qualquer instante de tempo.



Equacao de movimento do MHS

x(t) = Acos(wyt + §)

|

Amplitude Fase

Frequéncia angular



Equacao de movimento do MHS

x(t) = Acos(wyt + §)

Sao arbitrarias. Ou seja, l

0 agente que provoca a Amplitude Fase

oscilacao pode escolher
como quiser.

Frequéncia angular



Equacao de movimento do MHS

x(t) = Acos(wyt + §)

Sao arbitrarias. Ou seja, l

0 agente que provoca a Amplitude Fase

oscilacao pode escolher
como quiser.

v

Nao é arbitraria, depende de A
Frequéncia angular

carateristicas fisicas do sistema
que esta oscilando
(ex: massa, constante da mola,
comprimento do fio, etc)



Significado fisico de constantes do MHS

» ®,: frequéncia angular (rad/s) 2t K
®, depende de caracteristicas do sistema. Wo = T o m
E a frequéncia natural de oscilacao, sem V
influéncia de forcas de atrito ou forcas externas.
, 2TC m
» T: periodo (s) T= 2= =271 /_
Wo K

Aumentando o tempo t de 21t/ ®,, a funcao x(t) fica:

2T 2T
X (t + —) = Acos [a)o <t + a)_) + 6] = Acos|wgt + 2 + §]
0

Ou seja, o valor de x(t) se repete apos o

=Acos|wot + 6 :
[wo ] intervalo de tempo T= 27/ w,.



Significado fisico das constantes

» o: frequéncia angular (rad/s) =~ _ 21
o, depende de caracteristicas do sistema. 0 T
E a frequéncia natural de oscilaciio, sem

influéncia de forcas de atrito ou forcas externas.

» T: periodo (s) T= 2%
Wo
. 1 wg
- v ou {: frequéncia (Hz) v=f ==



Significado fisico das constantes

- A: amplitude do movimento - Aes
determinados
- 8: constante de fase, que indicao [ 11613}53%51939 € 1
valor do deslocamento em t=0: velocidade nicla
| da particula

X(t) = Acos(wogt +6) — x(0) = Acos(9)



Formulacao da frequéncia angular (w,)

- Depende de caracteristicas do sistema

« Sistema massa-mola:
K (maiusculo) =

; / constante da mola . 2T , m
= — = ATl |—
— Wq K

(,()0 =
m » massa

\

- Péndulo simples (pequenas oscilacoes):
Aceleracao da

qg— gravidade

wo = [+
0 L , Comprimento do
péndulo

L
T =—=21 |—
9




Exercicio 1

Um objeto descreve um movimento harmonico simples
descrito pela funcao: e
x(t) = 35cos <O z t)

onde x ¢ dado em cm e t em seg. Determine e informe as
unidades de medida:

a) A amplitude do movimento

b) A frequéncia angular do movimento

c) O periodo do movimento

d) A frequéncia do movimento

e) A constante de fase do movimento

f) A posicao do objeto em t=0; t=0,125; t=0,25 e t=0,5 s




Exercicio 1 - Respostas

Um objeto descreve um movimento harmonico simples
descrito pela funcao: e
x(t) = 35cos <O z t)

onde x ¢ dado em cm e t em seg. Determine:

a) A amplitude do movimento 35cm

b) A frequéncia angular do movimento 4 rads

¢) O periodo do movimento 05s

d) A frequéncia do movimento 22

e) A constante de fase do movimento ©rad

f) A posicao do objeto em t=0; t=0,125; t=0,25 e t=0,5 s
35; 0; -35; 35 cm




Exemplos de movimentos distintos com
o mesmo periodo T:

x(t) = Acos(wyt + §)

Mesmo periodo e fase, mas Mesmo periodo e amplitude,
com amplitudes diferentes mas com fases diferentes

5,=45°
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ez
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Outro exemplo de diferenca de fase
entre movimentos

Duas oscilacoes com mesmo periodo e

amplitude, mas com fases diferentes.
amplitude = 1.24 period = ::r.ff iy phase angle=1.00 = Neste eXemPIO, 0S movimentos
sao opostos: quanto um esta
em y=+1, o outro esta em y=-1.

Posicao

+ Tempo

Z ; Neste caso, a diferenca de fase
entre os movimentos é de 180°.




Exemplo de movimentos distintos com
periodos diferentes:

x(t) = Acos(wyt + §)

Mesma amplitude e fase, mas com
periodos diferentes

i A

Posicao




Simulacao: sistema massa-mola
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SeE

==

BEE @S- - - ———-

e

oo

= Al 4 Jupiter

Eod Y Moon

En o N  Earth

E33 1/16 ime Planet X

3 pause g=0
_|Stopwatch  v|Sound

PERY

https://phet.colorado.edu/en/simulation/mass-spring-lab



https://phet.colorado.edu/en/simulation/mass-spring-lab

R
Simulacao: pendulo

3 ength  [200)m
B mass kg
EY LS
A
%
- j',,,& [ Show 2nd pendulum
P,
E Pt length 2: m
o " o
F mass 2 kg
X —£5
£ L.
E none friction  jof5
F u||||||||||
=X
___ (e) real time (O Moon
2 ) 1/4 time @ Earth
E ] O 1116 time (O Jupiter
- ) Planet X
T Qa=0
‘5' Show: L velocity
E- [] acceleration
_é_ Show energy of:
E Q1 O2 @none
TE [ photogate timer
—g E [] other tools
| Reset |
pause/play

https://phet.colorado.edu/en/simulation/pendulum-lab
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Deslocamento, velocidade e
aceleracao no MHS

x(t)
[vindt = x(ty+C C % = X'(£) = v(¢)

v(t)
Ja(z‘)dtv(z‘)+CC )%—v'(z‘) =a(t)
a(t)

x(t) = Acos(wyt + )

dx
v(t) = yrie —Awgsen(wyt + 6)
_av _ 2
a(t) = — = —Awgcos(wot + §)



Deslocamento, velocidade e  */ | \=-t
aceleracao no MHS

x(t) = Acos(wyt + )
dx
v(t) = yrie —Awgsen(wyt + 6)

a(t) = % = —Awjcos(wot + )

Deslocamento

Velocidsde

Aceleragio




Deslocamento, velocidade e  */ | \=-t
aceleracao no MHS

x(t) = Acos(wyt + )

Aceleragio Velocidade Deslocameno
g, L :
Y e T s PR
- - ;|.
=
3

dx
v(t) = yrie —Awysen(wyt + 6)

a(t) = % = —Awjcos(wot + )

No ponto de equilibrio: x=0, a=0 e o
modulo da velocidade é maximo.



Deslocamento, velocidade e  */ | \=-t
aceleracao no MHS '

g T

T

."E’ o T Tempa (1
2 | i

L .

x(t) = Acos(wyt + )

dx
v(t) = yrie —Awysen(wyt + 6)

Aceleragio Velocidade
g, L

- " R
2 :

a(t) = % = —Awjcos(wot + )

Na posicao inicial (6=0): x=A, v=0e€e o
modulo da aceleracao é maximo.



Exercicio 2

Um objeto descreve um movimento harmonico simples

descrito pela funcao: x(t) = 35cos(4mt)

onde x ¢ dado em cm e t em seg. Determine:

a) A velocidade v(t)

b) A aceleracao a(t)

c) A posicao, velocidade e a aceleracao em t=0; t=0,125 e
t=0,25



Exercicio 2

Um objeto descreve um movimento harmonico simples

descrito pela funcao: x(t) = 35cos(4mt)

onde x ¢ dado em cm e t em seg. Determine:
a) Avelocidade v(t) v(t) = —140m.sen(4mt)

b) A aceleracao a(t) a(t) = —560m2. cos(4mt)
c) A posicao, velocidade e a aceleracao em t=0; t=0,125 e

t=0,25

t,s v(t), cm/s a(t), cm/s?
0) 0 -5527
0,125 -440 0
0,25 0) 5527




Exemplo: sistema massa-mola na vertical

g: =
. (g: = Condigao inicial
= <= g:’. x(0) =A
= = ¢= v(0) = 0
Mola relaxada ——— - fi*————g—_:.- _______________
Equilibrio
P=F

el

Suponha que um sistema massa-mola na vertical inicie seu movimento a
partir da posicao x=+A com velocidade zero. Vamos considerar a origem
do sistema de coordenadas como o ponto de equilibrio entre a forca peso e
a forca elastica, com sentido positivo apontando para baixo.



Exemplo: sistema massa-mola na vertical

22 Lei de Newton:
42 Equacao Diferencial
X _ K Ordinéaria de 22 ordem,
m F = Mg — RX  Jinear, nio homogénea

Mudanca de variavel:

d*x ( mg)=0 yox_ I

m—s+K(x—— K
dtz K y’ = x'
2 yII — xll
m—-= + Ky =0 Semelhante 2 EDO que ja
dtZ resolvemos anteriormente.

Impondo a condicao inicial y(0) = A
y(t) = ACOS((UO t+ 6 ) para obter a constante de fase §:

y(0) = Acos(wy.0+6) =4 -6=0

K . ’
Onde w, = /; , a amplitude A é
Esta funcao horaria descreve uma oscilacao

conhecida e a cons.tainte. d.e .fa.se 0 harmonica em torno do ponto de equilibrio
depende das condicoes iniciais. entre a forca peso e a forca elastica.



Exemplo: sistema massa-mola na vertical

~ Vd . m
Escrevendo a func¢ao horaria em termos de x, lembrando que y = x — 7‘9

m
x(t) = Acos(wgt + 6) + ) ;

K <

c

Energia mecanica: ?__,

(,.-—.-

1 1 <

E =§mv2+§Kx2+mg(h—x) o=
_____ _g-;z_:_________}(_i:é_
] ———E:';: ___________ x=0
X=+A

|

|

|

:

=

2
|




Energia no MHS




Energia no MHS x(t) = Acos(wot + 8)
- Energia potencial K
U = gxz = gAzcosz(w0t+ 5) aﬂ
— me(Z)AZ sen®(wyt + 6)
- Energia cinética
[ =2 = mwoA” sen®(wyt + 6)

2 2



I ———————
Energia no MHS

- Energia potencial

2 A2
mwaiA
U = 20 cos?(wot + &)
- Energia cinética %‘D
2 A2 &
mwgiA
[ = 20 sen®(wyt + 6)

Tempo

Quando U é maxima, I' € minima, e vice-versa.



]
Energia no MHS

- Energia total

E=U+T

mwiA? mwiA?

cos?(wot + &)+ sen®(wyt + 6)
mw? A?
= 20 [cos?(wot + 8) + sen?(wqyt + 6)]

K: constante de mola

mw3 A? wg% . K A?

2 - 2

E =

A energia mecanica nao varia no tempo, e € proporcional ao
quadrado da amplitude da oscilacé&o.



Valor médio de uma funcio: H
b

1

Energia media no MHS  7=5—) /@

. ... — mw§A* E
- Energia potencial meédia: [J = — _

4 2

- Energia cinética media: 7 _




Energia no MHS -, y _ ()2 ‘

' U(x)

o O objeto oscila entre
as posicoes X1 € X2.

Maola nao deformada

—

: —
- -
. >
—
—
T

I
I
I

|
I

P Mivel de referéncia e B~ A s
X, X X 4
“' "l “ I Mola comprimida + F(x)
] = .
= 1 F i
. I |
, aYaYars !
mﬁlﬁ | I ||I ﬁllhI Mala distendida ! _ . >
AVA : I X, X5 X, -
0 g
e L
1 N CE—
X dx

v




E se U(x) nao for uma parabola?

Exemplo: potencial de Lennard Jones
(interacao entre um par de atomos neutros)

3

' F’Dtenciél de Len'nard .]Dn'es reduzi'do -

25 r
2 L
15 -
1t
05 |
0t

05 t

-1

0.8 1 1.2 14 16 18 2 2.2 2.4



. S )
flg=3 L2 (x — a)
I

E se U(x) nao for uma parébolé?

Expansao de U(x) em série de Taylor nas
proximidades da posicao de equilibrio x=x:

1
U(x = xp) = U(xo) +%. (x = x0) + 5, U" (xp). (x — Xg)% + -

E uma constante positiva em
um ponto de equilibrio estavel
(concavidade para cima)

=0 na posicéo de equilibrio

1
~ ~ — — 2
U(x xo) — U(xO) T 2 c(x xO) Na vizinhanca da posicao

de equilibrio, qualquer
sistema fisico se comporta
como um oscilador
harmonico!

E uma funcéo quadratica



Exercicio

Um sistema massa-mola sem atrito descreve um MHS com
periodo de 0,5 segundos, sendo que a constante da mola é K=16
N/cm. Considere que o movimento tem fase zero (isto é, em t=0
a massa inicia o movimento com velocidade inicial zero em uma
das extremidades).

a) Determine a energia mecanica total do sistema se o
movimento tiver amplitude de 35 cm

b) Determine a energia mecanica total do sistema se o
movimento tiver amplitude de 70 cm

c) Conhecendo o periodo do movimento, determine em quais
instantes de tempo a energia potencial € maxima

d) Conhecendo o periodo do movimento, determine em quais
instante de tempo a energia cinética € maxima



Exercicio

Um sistema massa-mola sem atrito descreve um MHS com
periodo de 0,5 segundos, sendo que a constante da mola é K=16
N/cm. Considere que o movimento tem fase zero (isto é, em t=0
a massa inicia o movimento com velocidade inicial zero em uma
das extremidades).

a) Determine a energia mecanica total do sistema se o
movimento tiver amplitude de 35 cm 987

b) Determine a energia mecanica total do sistema se o
movimento tiver amplitude de 70 cm 392/

c) Conhecendo o periodo do movimento, determine em quais
a energia potencial € maxima

T
tzzn (n=0,12,..)

d) Conhecendo o periodo do movimento, determine em quais
instantes de tempo a energia cinética é maxima

T
t=Zn (n=135,..)



Pendules



Péndulo simples

- Massa puntiforme suspensa por
um fio inextensivel e de massa
desprezivel

» Propriedades fisicas do sistema:
massa m e comprimento do fio L




Péndulo simples

» Determinar o periodo do péndulo
simples:
= Escolher sistema de coordenadas

= Determinar as forcas que atuam
em cada direcao

= Direcao radial

T = mgcosbf
= Direcao tangencial
Fr = —mgsené v

Note que F nao é proporcional ao
deslocamento 6, e portanto isto nao é
um MHS! (ja que F+-kx)



Péndulo simples: aproximacao para pequenas
oscilacoes

- Forca restauradora na direcao x:

F =—mgsenf
- Para pequenas oscilacoes:
~ _ S )
send ~ ¢ flxy=3% ——{x—a)
» Neste caso, a=t L.
F=-mgb
- Em termos de deslocamento
linear:
mg Forca do tipo F=-kx,
F=——x — logo, é um MHS
L (pequenas oscilacoes)



- Parénteses 1: aproximacao senf~6 para 6 — 0

= Esta aproximacao pode ser comprovada utilizando a
série de Taylor de sen0

m

0,0000 0,0000

0,0349 2 0,0349 0,00
0,0873 5 0,0872 0,11
0,1745 10 0,1736 0,51

- Parenteses 2: convertendo deslocamento angular (6)

em linear (x) - Para 6 — 0
ara -

S X
0 (rad) =7 x=s = 0(rad) =7

X<S




Péndulo simples: aproximacao para pequenas
oscilacoes

~ : d*0
« Equacao de movimento: mL—— = ~mg6
6 _ g,
dt? L

- Funcao horaria da posicao angular:
O(t) = Bycos(wyt + 6)

- A frequéncia angular w, pode ser obtida substituindo
6(t) na EDO acima

1Y
a)o—z




Péndulo simples: aproximacao para pequenas
oscilacoes
g

- Frequéncia angular: ®Wo = T

» Periodo: T = 211

Q | o~ |

N

O periodo de um péndulo simples é independente da
massa e da amplitude (no caso de pequenas oscilacoes)



Pendulo fisico

Corpo rigido que oscila Torque:

livremente em torno de um

elxo que passa por O. T=

b: braco de 1=

alavanca

(saindo
da tela)

W
mg

CG: centro de
gravidade

MOMENTO
OU TORQUE

SENTIDO /~
DA
ROTAGAD ‘4




Pendulo fisico

22 Lei de Newton — movimento de rotacao:

, dz6
— T T
dt?
d?0 Para
_ pequenas
I dt2 —b.mg sen 6 oscilacoes, sen 8 =~ 6
d*0 mgb ;
— s = —_ 2
dt? I [=mrs . Raiode giracio
_ A frequéncia angular
Q(t) o HOCOS(th T 5) /' nao depende da massa. r2
L=
[ [ [ O péndulo simples é um caso
mg b g b g b particular do péndulo fisico, em
Wo = T = M2 — W = 72 que a massa fica concentrada
\ N A num ponto a distancia b=r=L do

ponto de suspensao.



Péndulo fisico em forma de barra

Barra homogénea suspensa por uma de O

suas extremidades, a uma distancia L,/2 |
do seu centro de massa. |

Torque:

b~

I
i
1
]

N |

L L o
_ = ~ _ - pequenas

t=—myg 2 send = —mg 2 0 oscilacoes)
Momento de inércia de uma barra em L & C

relacao a um eixo perpendicular que ’

passa pelo seu centro de massa: ;2 —

Iem = 12
Teorema dos eixos paralelos:

N ml?2 ml? ml?



Péndulo fisico em forma de barra

Equacao de movimento: O

L
mL? d*6 L (pequenas E ]

3 dt2 = —mg E oscilacoes) E :
d*0 39 8«
FrEAT) .

39 | =
0(t) = Bycos(wyt + 5) w5 = 5T

Obs: comparando com o0 w2 = Z do péndulo simples, concluimos
07 L

que um péndulo em barra com comprimento L corresponde a
um péndulo simples de comprimento 2L/3.

- ——
| L



Péndulo fisico em forma de disco

Disco homogéneo de raio R suspenso por
um ponto de sua extremidade.

Torque:

T = —mgRsen6 = —mgRO (pequenas
Y Y oscilacoes)

Momento de inércia de um disco em
relacao a um eixo perpendicular que
passa pelo seu centro de massa: mR2 P

lem = 2 b=Rsenb

Teorema dos eixos paralelos:

3mR?
2

I=ICM+mR2=



Péndulo fisico em forma de disco

Equacao de movimento:

d?0
IW — T
3mR? d“6 (pequenas

5 dt2 = —mgRo oscilacoes)
d*0  2g
dtz2 3R

3

0(t) = Bycos(wyt + 5) w5 = %

Obs: comparando com o0 w? = £ do péndulo simples, concluimos que um péndulo em
0 L b

disco com raio R corresponde a um péndulo simples de comprimento 3R/2.



Pendulo de torcao

Considere um disco que gira em um plano
horizontal em decorréncia da torcao de
um fio que o sustenta pelo seu centro.

Lei de Hooke para a torcao: torque
restaurador proporcional ao angulo de

— = —70 0(t) = Bycos(wpt + J) Wy =

torgao: / Modulo de torcao
T =—K0
d*0
IW = —K0
d*0 K
dt?

ll Fixed end

Suspension
wire

+8,,,
_0 0 ‘“Reference
i line

K
J7



Obs: a balanca de Cavendish

Cavendish's Torsion Balance Determinacao da constante
gravitacional G por Cavendish
e Michell, em 1798
Fgaw Mm
@ _'m

Esferas grandes: fixas

T = Fg. r.sen@

Esferas pequenas: podem girar,
presas a um péndulo de torcao

T d?

G =
r.sen @ Mm

G =6.67259 x 10-** N m?4/kg?

https://yvoutu.be/gbXiy7SFY2k?t=130



https://youtu.be/gbXiy7SFY2k?t=130

Oscilacdes de 2 particulas



Oscilacoes de 2 particulas

L: comprimento de equilibrio da mola

Deformacao damola: x = (x, —x;) — L

F, = Kx
Forcas restauradoras: 1

FZ —_ _Kx
Equacoes de movimento: | myx; = Kx

mo,x, = —Kx
my I Fy  my
— BB 0005
OI!IKKJ’!!IIJ’ il i h

X1 X2




Oscilacoes de 2 particulas

mqyx1 = Kx Xm, mym,ox; = myKx
mox, = —Kx Xmy mim,x, = —myKx

Subtraindo as equacoes:

mym,(x; — xX3) = (my + my)Kx

mm — — —
1Mo (%, — %) = Kx Comox = (x, —x1) — L
(m1 -+ mz) temos:

¥ = (4 — X7
= u (massa reduzida) . .

A coordenada relativa x = x, — x; se comporta

'u x —_— — K X como a coordenada de uma tnica particula
com massa u. O centro de massa fica em

repouso ou em movimento retilineo uniforme.




Exemplo: moléecula diatomica
(pag 76 do Moyses) 0

Potencial de Lennard-Jones: @ g \ a r

U(r) =D [(2)12 -2 (2)6] B N L

r: distancia entre os atomos da molécula diatomica
a: distancia de equilibrio, correspondente ao minimo de U(r)
D = — U(a) é a energia de dissociacao da molécula

Pequenas oscilacoes em torno do equilibrio:

r=da x=r—a=2_



Exemplo: molecula diatomica

Expansao de U(r) em série de Taylor nas proximidades da
posicao de equilibrio r = a:

U(r = a) = U(a)+Mr—a) +%U”(a).(r—a)2 + -

=0 na posicéo de equilibrio

v =o|(%)

12_2(%)6] ., U(a) =D

, 12a'? 12a°
U(r)=D—T13 +r7_
. 13a'?  7a® ) 13a'? 7a®] 72D
U”(r) = 12D 14 _r8_ — U = 12D At 8| a4z
X
72D 5 72D 5
Ur=a)z2-D+—.(r—a)*=-D+—x

2a? 2a?



Exemplo: molecula diatomica

Conhecendo U(x) para pequenas oscilacoes, podemos

determinar F: 72D
Ux)=-D+—-—=x
du (%) 2a?
F=——
dt
72D Mesmo formato da forca elastica —Kx.
F=-— F X Os atomos oscilam como um MHS nas
a proximidades do ponto de equilibrio.
o 72D
= —F Frequéncia de oscilacao:
Massa reduzida: D = K _ 72D f — ﬁ
mpm; o— |, — 2 2
U = 2Ua n
(my +my) \ H \ H




Exemplo: molécula diatomica

Considerando a molécula de CO

m(C'?)=12 uma~2x10%kg|
m(f::rlﬁ] —16 uma=27x1072 ke|

a=1110"1n

D = 10eV =1,6.10718)
72D

K =—==9,5.103 N/m

2a2

Frequéncia de oscilacao:

Wy 1

K
=~ 1,4.10*Hz

2w 2T

u

\

L =116x10" kg

O

C

Radiacao infravermelha
(ordem de grandeza correta)



