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Frequéncias e modos naturais de vibrar de uma estrutura

Séao as frequéncias e correspondentes formas nas quais a estrutura naturalmente tendera a
vibrar quando submetida a uma perturbacédo. Cada modo esta associado a uma frequéncia.

As frequéncias naturais e correspondentes modos de vibrar da estrutura séo funcao de sua
rigidez, distribuicdo de massa e condi¢cdes de contorno.

Caso alguma propriedade que defina arigidez da estrutura mude, as frequéncias irdo mudar
mas nao necessariamente os modos, como é 0 caso por exemplo quando apenas se altera o
maodulo de elasticidade do material. Caso mude apenas a densidade do material, sem
alteracdo da distribuicdo de massa, as frequéncias irdo mudar, mas nao os modos. Caso a
distribuicdo de massa ou de rigidez se alterem, é esperado entdo que tanto as frequéncias
guanto os modos poderdo se alterar também.
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Analise Modal

E a obtencéo das frequéncias e modos naturais de vibrar de uma estrutura.

A importancia entdo de se obter as frequéncias e modos naturais de vibrar de uma estrutura é
porque aresposta dindmica da mesma esta determinada por estas caracteristicas.

Uma primeiraindicacdo sobre o efeito de mudancas no projeto da estrutura com o objetivo de
se melhorar a resposta dinamica pode ser obtida realizando-se uma analise modal.

Adicionalmente, as frequéncias e modos obtidos da analise modal podem ser utilizados para

em seguida obter-se uma resposta dindmica da estrutura, seja uma resposta na formade
histérico no tempo pelo método de superposi¢cdo modal, seja uma resposta em frequéncia.
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[M]{u} + [K]{u} = {0}
Admitindo uma solucdo harmdnica da forma:

{u} = {p}sinwt {i} = —w*{p}sinwt

—w?[Ml{p}sinwt + [K]{p}sinwt = {0}

Chega-se no problema de autovalores e autovetores de uma transformacao linear:

(K] — 0?[MD{g} = {0} [Kl{¢} = w?*[M]{e}

2 A
Onde: w E um autovalor, correspondendo ao quadrado da frequéncia circular da

resposta harmonica do sistema.

{gp} E o autovetor correspondente, que descreve a forma do movimento vibratorio
harmonico.

Lembrando que o autoproblema pode ser satisfeito por um conjunto de diferentes autovalores
e seus correspondentes autovetores, obtendo-se assim:

2
[Q ] Matriz espectral do sistema do sistema (é diagonal).

[CD] Matriz modal do sistema.
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Solugao do autoproblema:  ([K] — w?[M]){¢} = {0}

Havendo movimento, deve-se ter: {(p} #+ {0}

Assim: ([K] - wz[M]) = [0]

E ent&o: det([K] — w?[M]) =0

Sendo a matriz de ordem (n x n) o determinante sera um polinémio de grau “n” em @2
Resolvendo este polinbmio obtém-se os “n” autovalores.

Substituindo cada autovalor no sistema de equacgdes lineares do autoproblema, obtém-se os
“n” autovetores correspondentes.

Cada autovetor define apenas uma dire¢ao no espaco “n” dimensional (ou, no caso da analise
de estruturas, melhor dizer que define uma forma referente aos “n” graus de liberdade da
estrutura no espaco tridimensional). Assim esta forma pode ser escalonada, assumindo cada
grau de liberdade um valor qualquer mas respeitando a proporcao entre eles de maneira que a
forma, o modo, sejarespeitado.

Cada autovetor pode entdo ser normalizado de alguma forma, para dar um vetor unitario por
exemplo, ou entdo ortonormalizado, isto € normalizado em relacdo a matriz de massa com as
seguinte definicdo. A matriz modal ortonormalizada € definida como sendo:

[@]"[M][®] = [1]

A matriz modal ortonormalizada tem ainda a seguinte propriedade: [q)]T[K] [®] = [QZ]
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Propriedades dos autovalores e autovetores

« Autovetores associados a autovalores distintos s&o linearmente independentes, isto €, sao
ortogonais entre si (um qualquer autovetor ndo pode ser obtido por combinacéo linear dos
demais).

« Autovalores de uma matriz triangular s&o os seus elementos da diagonal.

» Derivadai que os autovalores de uma matriz diagonal sdo os elementos da diagonal.

« Autovalores de matrizes simétricas reais sao reais.
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Exemplo: Analise modal

7 — | Diagrama de Corpo livre

V1

Y T l Fni = ki1 = y2)(=))

ml - Dl kg :—_________—;___________________________________1: DiagramadeCorpoIivre
T Fi=ki(ys — .VZ)(D

100 N/m 4
Y|
m, = 10 kg R
2 lsz =k, (y2)(=))
10EA N/m Tt

-7

myyy = —k1(y1 — ¥2)
myy, = ki(y1 —¥2) — ko,

Equacbes de equilibrio dinamico: {

Colocando na forma matricial: [M]{ii} + [K]{u} = {0}
[0 ) L 6=
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Exemplo: Analise modal (continuagéo)

det([K] — w?[M]) = 0

det([ g0 10100 «* [ 10l) =

d ( 100 — 0,1w? —100 D _
et =
—100 10100 — 10w?

(100 — 0,1w?) - (10100 — 10w?) — (—100) - (=100) =0
1010000 — 1000w? — 1010w? + w* — 10000 = 0

w* —2010w? + 1000000 = 0

w? = 904,875 w,; = 30,08rad/s fi =4,79Hz
w3 = 1105,125 w, = 33,24rad/s >, = 5,29Hz
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Exemplo: Analise modal (continuagéo)

—100

100 — 0,1w? ]{fpl} _
10100 — 10w?] P2

([K] — w?[MD{ep} = {0} ~100

(100 — 0,1w?)¢p; — 100¢, | _ {0}
—100¢, + (10100 — 10w?)¢,) L0

w? = 904,875 =

9,51¢11 —100¢1, =0 N 911 = 10,5194,
_100(p11 + 1051,25(p12 =0 V11 = 10,51(p12

(o}

m; = 0.1kg
= 100 N/m

my = 10kg

ky = LOE4N/m

w3 = 1105,125 =

{—10,5125(,021 —100¢,, =0

®21 = —9,5125¢,;
—100(p21 - 951,25(p22 =0

@1 = —9,5125¢,,

m; = 01kg
k= 100 N/m
my = 10kg

k, = 1LOE4N/m

— — - 7

versdo 03
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Exemplo: Analise modal (continuagéo)

Matriz espectral do sistema do sistema:

2
wy 0 904,875 0
L I N G
0w 0] 0 1105125
Matriz modal do sistema
_ _[P11 P21 _ 10,51 -9,51
[@]= e {o1=|,00 o]  [lel=["70 T
Matriz modal normalizada
(vetores de maédulo unitario)
Tarefa:
(®] = 0,995 -0,999 Obtenha a matriz modal normalizada mostrada
— 10,095 0,105 a0 lado.
_ _ Tarefa:
Matriz modal ortonormalizada Obtenha a matriz modal ortonormalizada
(normalizada em relacdo a mostrada ao lado satisfazendo [d]T[M][P] = [I]
matriz de massa)
(@] = 2,291 —=2,179 Tarefa:
0,218 0,229 Verifigue que a matriz ortonormalizada também
satisfaz: [CD]T[K] [®] = [Qz]
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I =30m .~ 0014m J = 6.0E-8m*

.
I

2
6.158E4m° 11 = 12 = 30E8m® p, = 265E4N/m’

E = TIEION/m’ v = 033

Nonstructural _
Weight 2.414 N/m
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Resposta Dinamica
Método de Superposicao Modal

A resposta dinamica de uma estrutura pode ser obtida pela superposicao das respostas de cada modo de

vibrar da estrutura. Em outras palavras a resposta global pode ser obtida pela soma de contribuicbes dadas
por cada modo.

Matematicamente:

N
W =) {o}}z
j=1

Onde N corresponde ao numero de modos naturais da estrutura.

35

a3 7 ®
¢ 2 2 3
S VI

IMItu} + [Cl{u} + [KHu} = (Fext)
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Retomando a equacéo diferencial do movimento e fazendo a substituicdo de coordenadas:

[MI{u} + [Cl{u} + [KHu} = (Fext)

N N N
M1 ) {03} + (€1 ) {3} + K] Y (97}7) = (Fext)
j=1 j=1 j=1

Pré-multiplicando por um modo “n” dos “N” modos:
N N N
(@) IM1 ) {032 + {0a}T1C1 ) {0325 + oY K] ) {0325 = (00} (Fot)
j=1 j=1 j=1
Devido a ortogonalidade dos modos, resulta em:

{‘Pn}T [M]{(pn}zj + {(pn}T [C]{(pn}zj + {(pn}T [K]{(pn}zj = {(Pn}T{Fext}
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Fazendo a mesma pré-multiplicacéo para os “N” modos, obtemos um sistema de “N” equacdes que pode ser
colocado na forma matricial:

[@]" [M][@]{Z} + [®]"[C][®]{z} + [@]" [K][®]{z} = [®]" {Fex¢}
Utilizando modos ortonormalizados, isto €, normalizados em relacdo a matriz de massa, onde:
[®]" [M][®] = [I] [@]"[K][®] = [Q?]

Obtém-se:

[11{Z} + [@]"[C][®){z} + [Q°]{z} = [P]" {Fex}

Admitindo amortecimento desacoplado nos modos, amortecimento modal portanto, obtém-se um sistema de
“‘N” equacdes desacopladas da forma:

Zj+ 28wz + wjzz = <pjT{Fext}
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Sistema de “N” equagdes desacopladas nas coordenadas generalizadas:

Zj+ 28wz + a)jzz = <pJT{Fext}

Obtivemos assim um sistema de equac0des, que por serem desacopladas podem ser mais facilmente
resolvidas. Corresponde a equacao diferencial de um sistema massa-mola-amortecimento viscoso, de 1
grau de liberdade, amplamente estudado.

A resposta nas coordenadas originais pode ser obtida pela superposicéo:

N
W= {o)z
j=1
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Sendo a equacéo diferencial de um sistema massa-mola nao amortecido, de 1 grau de liberdade:

F©)

Z] + (szZ =
m;

Para um carregamento harmonico, a resposta é dada pela seguinte expressao:
F(t) =Fysinwt

Fo/
Vo | w m]
Zj = ZoCOSwjt +—snw;t + >

2) (sinw t —sin wj t)

Vemos que a resposta homogénea € inversamente proporcional a frequéncia natural do sistema.

A resposta particular € mais complexa. Ha um termo inversamente proporcional a frequéncia natural do
sistema, todavia ha outro termo funcéo da diferenca entre os quadrados da frequéncia natural do sistema e

da frequéncia da excitacdo. Dai surge inclusive o problema da ressonancia, quando as duas frequéncias sédo
idénticas.
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Interpretando estes resultados aplicados a resposta dinamica de uma estrutura, obtida pelo método de
superposi¢cao modal, submetida a um carregamento dinamico qualquer, tém-se que:

« Considerando a amplitude de resposta em cada modo inversamente proporcional a frequéncia de cada
modo, é de se esperar que 0s primeiros modos, de frequéncia mais baixa, tenham maior participacdo na
resposta global. Assim pode-se fazer a superposicdo com um numero limitado de modos, desprezando-
se a contribuicdo daqueles de frequéncia mais elevada. Isto € de grande vantagem considerando-se que
as estruturas reais sao corpos continuos e sendo assim tém infinitos modos naturais de vibrar. Caso
fosse necessaria a superposicao dos infinitos modos isto invalidaria a utiliza¢ao pratica do método.

« Considerando que a amplitude de resposta em cada modo é inversamente proporcional a frequéncia de
cada modo, querendo-se minimizar a resposta global devemos aumentar o valor das frequéncias
naturais, em especial os valores dos modos das frequéncias mais baixas, isto €, dos primeiros modos.
Aqui ndo estamos considerando o fendmeno de ressonancia.

Para considerar a situacdo de ressonancia, precisamos relembrar o JF :

conceito do fator de amplificacao da resposta dinamica em funcao da ) |

razdo entre a frequéncia da excitacao e a frequéncia natural do o !

sistema, em um sistema massa-mola , um grau de liberdade, 2| !

submetido a excitagcdo harmonica. 1 !

Considerar as situagcdes com e sem amortecimento. ": > = o
-1 1

Na superposicdo modal precisamos entdo levar em conta, além dos '2 i

modos de frequéncia mais baixa, que tém maior fator de participacéao, i !

0s modos cujas frequéncias naturais estejam dentro do espectro do : |

carregamento de excitacao.
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