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Simbologia

{uel"} vetor de deslocamentos no interior do elemento “i”

{ael'l} vetor de deslocamentos nodais do elemento “i”
{6ael"} vetor de deslocamentos virtuais nodais do elemento “”

[N ] matriz das fung¢des de interpolagao (ou matriz das “fung¢des de forma”) do elemento finito

[S ] matriz de operacao linear derivadas parciais espaciais

[B ] matriz das derivadas parciais espaciais das func¢des de interpolacéo
el-i ~ “rn
{8 vetor de deformacdes no elemento “i

[O’el'l] tensor de tensdes no elemento “”

[D] matriz de elasticidade
Fel-l ({344
{ } vetor de carregamento externo nodal sobre o elemento “i

[kel'l] matriz de rigidez do elemento “/”
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Procedimento da Analise Matricial de Estruturas

C Inicio ),

4
Discretizar a estrutura O método dos
Numerar nés e elementos .
Definir a incidéncia dos Elementos eI(_ementos finitos

v consiste num forma de
Coordenadas dos nés obter-se a matriz de
Materiais (E, u) ..
Espessuras rigidez local dos
Areas de seco transversal elementos parauma
Momentos de inércia

geometria geral
gualquer.

¥

Determinar as matrizes de rigidez locais
Determinar as matrizes de transformacéo de coordenadas
Determinar as matrizes de rigidez no sist. global
) 4
Montar a matriz de rigidez global
Montar o vetor de carregamento global
\ 2
Reduzir o problema
(aplicar as condi¢fes de contorno)

\ 4

\ 4

Para todos os
elementos

A

Inverter a matriz de rigidez reduzida

A 4
Obter os deslocamentos
Obter as reacbes externas

\ 4
Para todos os > Obter os deslocamentos locais
elementos de Obter os esfor¢os locais
interesse Obter as deformacdes locais
Obter as tensdes locais

\ J

C Fim )
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O Método dos Elementos Finitos

O método dos elementos finitos consiste num forma de obter-se a matriz de rigidez local
dos elementos para uma geometria geral qualquer.

Hipotese:

“O deslocamento de qualquer ponto
de um elemento finito pode ser dado
em funcao dos deslocamentos nodais
deste elemento.”

Onde [N] sdo as chamadas funcdes de interpolacao
ou funcdes de forma
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( aul ) 0 i
ox ox 9 0
£
y = - = -
dy dy | u; el.i) _ el.i . _ _
£ gt = [Sl{u onde: ENEIR
Y du; Ou, 9 0 G RINITI onde: dy
\dy Odx ) ldy Ox] ai ai
x 0yl

(uel1} = [N]{ael.i}

(eeli} = [S][NT{a®") = {e°44} = [B]{a®") (B] = [S][N]
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o < M=
O =<

kelil{qelil = [{feli
(et et} = {Fett) D] = 1 f‘vz
[O.el.i] — [D]{gel.i}

0
0
(1-v)
/2

lgualando-se o trabalho virtual das forgcas externas ao trabalho virtual das forgas internas:

{5aez.i}T{Fez.i} _ f{(ggel.i}T{o.el.i}dvol

el.i

{Sael.i}T{Fel.i} _ jl[B]{(Saeu}]T {seti}dvol = f{Sael.i}T[B]T{O.el.i}dvol

el el.i

{5aez.i}T{Fez.i} _ {5ael.i}T f[B]T{O.el.i}dvol

el.i

E assim, sendo o deslocamento virtual qualquer: {F"’l'i} _ j[B]T{O.el.i}dvol

eli
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{Fel.i} — j[B]T{O'el'i}dvol [O.el.i] — [D]{gel.i} {8el.i} — [B]{ael'i}

el.i
(P} = [1B1 011310 )dvol
el.i
[kel.i]{ael.i} — {Fel.l} — f[B]T[D] [B]ldvol - {ael.i}
el.i
el.i
-0 ) i
0x
0
[B] _ [S] [N] [S] —10 @ [N] funcdes de interpolagcéo
B (D]
Ix  dy.
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Alguns tipos de elementos finitos

1D

Beams

2-noded

3-noded

2D

Tuancles Ouadrilaterals
L
Jeneded depodad
L 1 L ]
G-noded B-noded

Tetvahedrons

4-poded

10-moded

3D

Hexahedrons

al-nodad

Pemtahedrons

15-naded
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Funcdes de Interpolacéo

As funcdes de interpolacdo apenas aproximam as situacdes reais de deslocamentos e
deformacdes. Por mais refinada que seja a discretizacdo uma resposta valida pode néo ser
atingida.

Convém estabelecer critérios sobre as funcdes de interpolacdo para assegurar uma resposta
valida:

1. A funcéao de interpolacao deve ser tal que nao haja deformacao no elemento quando os
deslocamentos dos seus nds corresponderem a um deslocamento de corpo rigido do elemento.

2. A funcao de interpolacao deve ser tal que quando os deslocamentos nodais forem compativeis

com uma deformacao constante ao longo do elemento, esta deformacao constante seja de fato
obtida.

3. Afuncéao de interpolacao deve ser tal que garanta continuidade no campo de deslocamentos
entre os elementos (em alguns tipos de elementos finitos, tipo “beam” e tipo "shell" e.g., também
ha necessidade de continuidade na derivada do campo de deslocamentos, pois as curvaturas sao
funcédo da derivada primeira dos deslocamentos e estas devem ser também continuas).
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Funcdes de Interpolacéo

Deslocamentos do n0s compativeis com
deslocamento de corpo rigido do
elemento =» deformacéao calculada num
ponto qualquer no interior do elemento
resultante das funcdes de interpolacéo
deve ser nula!

Deslocamentos do n0s compativeis com
deslocamento constante ao longo do

1 2 elemento =» deformacdes calculadas
para todo e qualquer ponto no interior do
elemento devem ser iguais entre si,
compativeis com um estado de
deformacao constante ao longo do
elemento.
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Funcdes de Interpolacéo

Buraco entre os elementos! NOK!

— 9

o ( J X.

el. 1 el. 2

el. 1 el. 2

el. 1 el. 2

Continuidade de deslocamentos
nas arestas comuns dos .
elementos = OK.
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Funcdes de Interpolacéo

Buraco entre os elementos! = NOK! =» aumento da discretizagéo ndo garante
auséncia do buraco! = diz-se entdo um salto de deformagéo infinito.

[e] Q
T A zg} A . o
5 £ _— . |
g 5 ° ° °
S ©
8 [a) A A
[a] — - — - — - — — —
el. 1 el. 2
° — '
Ao longo Ao longo
de AA’ de AA’

Continuidade de deslocamentos nas arestas comuns dos elementos = OK =
aumento da discretizacao ira levar a continuidade também das deformacfes =
diz-se entdo um salto de deformacéo finito.

o 8
g A S A
£ £ 1
g S ° ° °
2 a
2 A A
o — — e o o e o o - —
el. 1 el. 2
) \“_o_/ °
Ao longo Ao longo
de AA’ de AN
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Método dos Elementos Finitos — Concluséao:

O Método dos Elementos Finitos garante:

« Compatibilidade de deslocamento para os nés discretizados.
« Transmissdao de forgas entre os elementos através dos nd0s comuns.

Boas funcdes de interpolacao garantem:

« Continuidade no campo de deslocamentos.
« Compatibilidade total com movimentos de corpo rigido e estados simples de deformacéo.

Limitacdes do M.E.F:

- Em geral, ndo ha transmissao de forcas pelas arestas comuns entre dois elementos;
- Em geral, ndo h& continuidade no campo de deformacdes entre dois elementos.

Estas limitagbes podem ser contornadas aumentando-se a discretizagao da malha!
Ou ainda, escolhendo-se funcbes de interpolacéo especiais para as quais sabe-se que serao
capazes de fornecer um campo de deformacdes complexo esperado.
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Retomando o caso exemplo da barra de trelica, vamos obter a sua matriz de rigidez utilizando
agora o M.E.F:

Condic¢des de contorno: ux()(:()):a1 UX(X: L. =a,
Logo: Nl(x:O):l NZ(X:O):O N, X=0)=0 N4(X=0)=0
Ni(x=L)=0  N,(x=L)=0 Ny(x=L)=1 N,(x=L)=0

Como nao ha deslocamentos no sist. de coordenadas local na direcéo y, é imediato que:

N5(X)= NG(X): N?(X): Ns(x):O
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Varias solucdes sao possiveis para este conjunto de funcdes.
Uma solucéo possivel, a mais simples, seria um conjunto de polinGmios lineares:

Nl(x):C0+C1(X) NZ(X):O N3(X)2d0+d1(x) N4(X)=0
Para determinar os coeficientes, considera-se as condi¢c6es de contorno:

N,(x=0)=1 ; N(x=L)=0  Ny(x=0)=0 ; Ny(x=1)=1
Obtém-se os coeficientes:

C, =1 ; clz—% d,=0 ; dlzi

Obtendo-se as funcdes de interpolacéo que faltavam:

N)=1- 2 [N0=0] Ny)=X]  [Nx)=0
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Deslocamento de um ponto qualquer intermediario em funcéo dos deslocamentos
nodais do elemento:

az
{uel.i}z [N]{ael.i} Uy (x) _ [Nl(x) 0 N;3(x) O] a
Uy, (x) 0 0 0 o0l)as
Ay
(0U,) " 0 O_
e . ] Ex . 0x . a Uy
Identificando a matriz [S]: {gy}_<%>_ . i {uy}
\ dy ) ) dy|
Logo:
0 0 X X 1 1
d 1-—— 0 — O —— 0 — 0
[B] = [SI[N] =|7* [ L L ]= L L
0 — 0 0O 0 O 0O 0 0 O
i dy |
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Matriz de Rigidez/Funcdes de Interpolacdo — Caso exemplo 01: Trelica

Identificando a matriz elasticidade [D]: [o‘el'i] = [D]{gel-i} [D] = E[ 1 —v
-V

Substituindo entao:

1 1
2 = of 1 .
oLi01 0 = 0 oio__OL_O
_’V — — R . .
BB =| ) ClElL ITE O n Y| =E| ] ) Y
— — — 0 —= 0
L 0 0O 0 0 0 L || ¢ L °
0 ol L0 ol
E o _E
L;* L;*
T _ 0 0 0 0
prns=| 5 0 g
L;* L;*
o 0 o0 o
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E .
L;* L;*
Brisi=| % ¢ ) f
_ 0 = o0
L;* L;*
o 0 0 o0
[keli] = f " [D][Bldvol
el.i
Eoy ZE Eoy ZE
L;* L;* L;* L;*
0 — 0.y —— 0 — 0
L2 L2 et L2 L2
O 0 0 o0 O 0 0 ol
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[kt = f [B]T[D][B]dvol

el.i
EA o _EA
L, L
[ke|l]_ O O O 0
EA § EA
I—i I—i
0 0 0 0]

Observa-se que a matriz de rigidez de uma barra de trelica obtida pelo M.E.F,

com funcao de interpolacédo sendo um polinémio linear, chega no resultado
tedrico exato obtido anteriormente pela Mecanica dos Sélidos.
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Exercicio Proposto: Obter matriz de rigidez de elemento de viga pelo MEF

Exercicio Proposto:

Obter a matriz de rigidez de um elemento de viga pelo M.E.F. utilizando funcdes
de interpolacdo que cheguem no resultado tedrico da Mecéanica dos Solidos.
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