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Sistemas continuos vs. sistemas discretos

* No mundo real = sistemas (estruturas) continuos =» solu¢cdes matematicas analiticas séo
disponiveis apenas para situacoes (geometrias) simples, tais como vigas, placas retangulares ou
circulares, etc...

+ E pratica comum da engenharia, modelar os sistemas do mundo real por meio de subsistemas
idealizados mais simples para os quais temos solucéo conhecida, e assim, por meio destes,
estudar o comportamento do sistema original.

E este o processo por exemplo quando idealizamos uma estrutura como sendo uma trelica ou
guando aproximamos uma estrutura de carroceria como sendo formada por vigas.

+ Para obter-se resultados melhores na analise de situa¢gdes mais complexas, quando a geometria
é tal que néo seja adequado aproxima-la para geometrias simples, faz-se uma abordagem por
um método de discretizacdo numérica.

* Adiscretizacéo do sistema consiste em subdividir o mesmo em uma quantidade finita de
componentes (ou elementos).

* Os métodos de discretizacao irdo representar a solucdo continua com uma aproximacao tao boa
guanto se deseje, conforme aumente-se a quantidade de elementos utilizados na discretizacao,
isto €, conforme refine-se a discretizagéo.
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« Existem varios métodos de discretizacdo. Dentre eles:
Método das diferencas finitas: técnica de discretizacdo aplicada diretamente as equacdes diferenciais
gue governam o problema
Método dos elementos de contorno
Método dos elementos finitos (Turner, anos 50, Boeing = Clough, final dos anos 50 e anos 60,
Berkeley = Zienkiewicz, anos 60 Univ. Wales).

« No campo da analise de estruturas o0 método dos elementos finitos (MEF) tem predominio
praticamente absoluto.

» Hoje em dia 0 método dos elementos finitos é utilizado na solucéo de problemas em diversas
disciplinas além da aplicacéo na andlise de estruturas, tais como em problemas de transmisséao de
calor, magnetismo, etc... mas 0s seus desenvolvedores originais eram engenheiros de estruturas.

« Com a difusdo do método, este posteriormente recebeu a contribuicdo de matematicos para
demonstracdes mais rigorosas de seus fundamentos.

« A apresentacdo que iremos fazer segue a formulacao original, pratica mas néo rigorosa sob o ponto
de vista matematico, utilizada pelos desenvolvedores originais. E a chamada abordagem pelos
deslocamentos.

« Os métodos de discretizacao tiraram proveito do advento dos computadores digitais.
Na hipotese de nao ter havido o desenvolvimento deles o método dos elementos finitos em particular
nao valeria na pratica de nada e muito provavelmente nem teria sido desenvolvido.
Assim pode-se dizer que houve sinergia entre o desenvolvimento dos computadores digitais e 0
desenvolvimento do método dos elementos finitos.
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Analise Matricial de Estruturas

« Para iniciar o entendimento do MEF vamos comecar apresentando a técnica de analise matricial
de estruturas, que é anterior historicamente aquele.

* No processo de discretizacao, dividimos o0 meio em
uma quantidade finita de elementos, conectados
entre si por um numero limitado de nos.

« Duas condicdes fundamentais sdo
estabelecidas, guais sejam:

1. Compatibilidade de deslocamentos: os
deslocamentos nodais de todos os elementos em
um né comum devem obviamente ser todos iguais
entre si.

2. Equilibrio de forcas nos nos: a soma das forgas
internas em cada n6 advindas de cada elemento
gue possua este no, deve igualar as forgas
externas aplicadas naquele né.
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A equacao de movimento discretizada em notacao matricial:

mu=F
[M]{ii} = {F} = {Fext} + {Fint}

(Find} = —[Cl{u} — [K[{u}
[IMI{ii} = {Fexes — [CH0} — [K]{u}

[MI{u} + [Cl{u} + [KHu} = (Fext)

BT v oo masse RN vtz e amoricimento JRREG vz o rigdex

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04



ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

[MI{u} + [Cl{u} + [KHu} = (Fext)

K1) = (Fuc)

No caso estatico linear a matriz de rigidez é constante, isto €, ela ndo varia nem com
0 tempo, nem com carregamento, nem com o aumento dos deslocamentos ou
deformacgdbes, ndo ha abertura ou fechamento de contatos, etc...

No caso estatico linear entdo o problema resume-se a montar a matriz de rigidez e
inverté-la:

{u} = [K]™ {Fex}
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« Entretanto podemos ter situagcdes de nao-linearidade.
As ndo linearidades podem ser de natureza geométrica (grandes deslocamentos ou contatos) ou de
material (grandes deformacdes ultrapassando o regime elastico).
Os casos néo lineares serdo abordadas posteriormente.

* O caso dindmico também sera tratado posteriormente.

Uma analise dindmica também pode ser linear ou néo linear. Do mesmo modo as nao linearidades
podem ser de natureza geomeétrica (grandes deslocamentos ou contatos) ou de material (grandes
deformacgdes ultrapassando o regime elastico).
No caso dinamico, conforme seja linear ou ndo e conforme o esquema de integragdo numerica no
tempo adotado, pode ser necessario inverter matrizes em cada intervalo de tempo de integracéo.
Pensando no esforco computacional requerido:

« Ainversdo da matriz de massa ¢ trivial se a mesma for adotada como diagonal.

+ Todavia a matriz de rigidez nunca é diagonal.

* A matriz de amortecimento também pode ser invertida de forma trivial se também ela for

adotada como diagonal.
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Analise Matricial de Estruturas — Caso estatico

Exemplo 01: Duas Barras de Trelica

E = 210.000[MPa] Py (x1;y1) = P1(0;0)[mm]
A; = 400[mm?] P, (x2; y,) = P,(1000; 500) [mm]
A, = 500[mm?] P3(x3; y3) = P3(3000; 0)[mm]
F; = 1000[N]
F, = —500[N]
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k11 k12 ki3 Kia K15 Ki6] Uy (R
kao kas kaa kas kool | Uz R,
k k k k u F
K _(F 33 K34 K35 K3zg 3 _ 3
kss Kse| | Us Rs
kee \Ug / \ R¢ /

{u} = [K]_l{Fext}
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elemento genérico “i”

noés genéricos “A” e “B”

|Fasl

lo| = 1

= E| I—EA
= Fle| = I

Fp=—Fg = Fyp
AL
= Fyp = _EAT —EA

K100 = £

EA _EA
L; L;
0 0 0 0
EA, EA,
— 0 0
L; L;
0 0 0 0

> =

Fap
0

—Fap
0

FA T uﬁ T ué FB
— &
i
L L EA
(ug — ug) = Fyp = — (u5 — up)
L L
EA
Fff = T(uA ufé) = Fpp
FN =0
EA
Fg = _T(uA —up) = —Fyp
F¥Y =0
EA; 0 EA;
L; L;
el.i 0 0 0 0
[k]local - EAl 0 EAi 0
L; L;
0 0 0 0
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L _
F, = F, cos a + F,sena Uy = UpCosa + usena

N _
0 = —F;sena + F, cosa Uy, = —u sena + u,cosa
Fz = F3cos a + F,sena uk = uzcosa + uysena
0 = —Fzsena + Fycosa ul = —u,sena + u,cosa
B 3 4
el.i _ el.i el.i el.i — el.i el.i
{Flocal - [T ]{Fglobal {ulocal - [T ]{uglobal
cosa sena 0 0
[Tel'i] __|—sena cosa 0 0
0 0 cosa sena
0 0 —sena cosa

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04 Péagina 11



A matriz de rigidez global do elemento “i”

{uforar} = [T ugiopa {Foca} = [T {Fsiopa
[K]fcatuisear) = (Foia
1S eal T Hugiopar} = [T N{Fslspar
7] bt [T i {ughipar} = [T [T {Felan

[Tel'i] %clal [Te“]{ e%bal} ={ ellolbal

el [
global

ell _{ ell
global) — global

(K1t par = [TH] 11ghdan [T
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A matriz de rigidez global dos elementos “i”

A matriz de rigidez no sistema global A matriz de rigidez no sistema global

do elemento “1” do elemento “2”

kell kell kell kel A7 kelz kelz kelz kel'z-

el.l el.1 el.1 kel 2 kel 2 kel.z
s | kE kS kS © (k1520 = L
global = 1 o kelz  perz| @
kSSY kS @ 55 56
< @ : kee' ) @

Indicam os graus de liberdade globais
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(i

| K A @
[K]— K31 ‘zeé'l | k k kell k <56é'2 <6e§2 ®
K S kS | ©

D)

6]

_________________________________________________________________________

Entretanto a matriz de rigidez global é singular e ndo pode ser invertidal!

(discutir significado fisico)
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[K{u} = {Fext}

kix kiz kiz ks O 01 ruay ()
kiz kaz kaz kys O 0 U F,
kiz kpz ks kis kzs kse <u3 | = ) F; y
kia Koa Kk3a kaa kus  kuel| | Us —F,
0 0  kzs kus kss kse||Us Fs
0 0 ksg ki ksg kegl \Ue/ U Fg )

ki1 kiz ki3 kia O 07701 (R
ki, ko koz kys O 0 0 R,
kis ka3 ksz ks kss Kksg Jusl _ ) F3 \
CondicBes de Contorno: kis kos Kkza kas kas kug Uy —F,
0 0 k k k k 0 R
Ui = U = Ur = U :0 35 45 55 56 5
S 0 0 kg kig ksg keol L0/ URgJ

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04 Péagina 15



Trocando colunas de posi¢o: ki, ky,, O 0 kys kyul] O R,

222;2 kizs ka3 kas kszs k33 Kkszal) O F3

Trocando linhas de posigdo: kiz Ko 0 0 ka3 ko 0 R;

3 por5 0 0 k55 k56 k35 k4,5 < 0 > _ R5 >

4 poré 0 0  kse koo kas kaa|| O |___| Re.
kis Kkaz k3s ksg iksz Kaal|Us F; !
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A solucao do problema

- A matriz de rigidez reduzida,;
- obtendo os deslocamentos desconhecidos:

Us B k§é1+k612 k521+k812 -1 F3
{u4}_ kell_l_kelz kell_l_kelz —F,

N _/
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- obtendo as forgas de reagéo: Ry

< F3 | _ kis ks ks ks kss  kse Just
—F, kis kosa kzs kas kis ksl |u4
Rs 0 0 kss kus kss ksg|| O

- . el.i el i el.i
obtendo as forcas em cada barra: {Flocal local{ulocal
el.l ell el.i el.i
{Flocal local [T ]{ global
- obtendo a tensao em cada barra:
L L
F¥ AL (up — uy)
g =2 og=Es=E—=EA
A L L
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C Inicio )

v

Discretizar a estrutura

Numerar nés e elementos

Definir a incidéncia dos Elementos
v

Coordenadas dos nds

Materiais (E, V)

Espessuras

Areas de secéo transversal

Momentos de inércia
N

\ 4

Determinar as matrizes de rigidez locais
Determinar as matrizes de transformacéo de coordenadas
Determinar as matrizes de rigidez no sist. global
| 4
Montar a matriz de rigidez global
Montar o vetor de carregamento externo global (ativo + reativo)
v
Reduzir o problema
(aplicar as condi¢cfes de contorno)

Para todos os
elementos

A

Inverter a matriz de rigidez reduzida

Obter os deslocamentos
Obter as reacdes externas

Para todos os Obter os deslocamentos locais

elementos de Obter os esfor¢os locais
interesse Obter as deformacdes locais

Obter as tensdes locais

C Fim D
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Matriz de rigidez de elementos de viga

2 g.l. por no: 3 g.l. por no:
- alongamento
- flecha - flecha
- curvatura - curvatura
2DOF Beam element matrix 3DOF Beam Element matrix
12 6L 12 6L Mo, o -EH 0
g, -Bl| 6L 4L -6 2L T TV —
= - 24 h) " Z )
= r|-12 -6L 12 -6L 0 ,; S
2 ] ¢ < ¢ v
| S SRR A GEI 4Bl _GEI 2
o 2 1. 2 ]
Uy u _ _fl/i 0 0 —E):-i 0 0
3
u u ¢ ¢
2%. 45/13 1261 6EI 2B _GEI
2. e 0 - IE - B ( IE - I3
o GEl I 6El 4EI
L » ,cJ I.' ' /: ,c J
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Exemplo 02: Analise Matricial de estruturas — Viga escalonada

A figura ilustra uma viga bi-engastada, escalonada em dois trechos, de comprimentos L e 2L e momentos de inércia
| e 41 respectivamente. No ponto do escalonamento é aplicada uma forca F conforme indicado na figura. E dada a
matriz de rigidez para um elemento de viga genérico, considerando-se rigidez a flexdo, cujos graus de liberdade sdo
translacdo e curvatura. Resolva utilizando o método matricial. A estrutura esta discretizada por dois elementos de
viga.

Pede-se:

» escrever a matriz de rigidez de cada elemento de viga;

» escrever a matriz de rigidez global da estrutura;

» escrever o vetor de esforgos;

* reduzir o sistema de equacdes, considerando as condigdes de contorno dadas;

» resolver o sistema reduzido obtendo os deslocamentos desconhecidos;

» escrever as equacdes de equilibrio matriciais que permitiriam calcular as rea¢fes nas extremidades e 0 momento
fletor atuante na secdo do escalonamento;

» escrever a maxima tensdo de flexdo nominal na secdo do escalonamento em fungdo do momento fletor ai
atuante. Considere uma secdo transversal retangular de base “b” e altura “h”. Indique no esbogo da secéo
transversal a variacdo da tensdo de flexdo ao longo da mesma.

» Para a verificagdo do dimensionamento seria adequado considerar um fator concentrador de tensdes. Este fator
seria funcdo de quais parametros?
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Exemplo 02: (continuacgao)

1 3 5
(T\Elem. 1 (1\ Elem. 2 /1\
o € Y ©

2 4 6

Discretizacao:

[ 12El,  6El,  12El, 6El | [KJu}={f}

L L7 L o~ _ _wn [
6EI,  A4El 6EI,  2EI,

- e 6, M,
[k]el.i _ L L, L L y ;
ool 71 12El,  BEIl, 12El,  BEl, il R D B
I L - - - - |G My
6El,  2El,  6El,  4El R fs
12 L, L2 L - — — _ _— _Jl6) (M,

Né&o ha necessidade de transformacdo de um sistema de coordenadas local para o global, pois eles séo
coincidentes neste caso.
Assim, a matriz de rigidez do elemento #1 resulta em:

[k ]T;clm = [k ]le.olbal =
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E EEE L2
6EI  4El _6El  2EI
L2 L 2 L
12El 6El 12El  6El

TN T
6EI  2El,  6EI  4El
L2 L 2 L
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Para o elemento#2:

Exemplo 02: (continuacgao)

12E(43I) 6E(4!) _12E(43I) 6E(4:) " 6El GEI 6El  6El
(2L) (2L) (2L) (2L) E TN EERE
6E(41) 425(4)') _6E(41) 2(5(4;) 6EI  8El  6EI A4El
2 [ (ZL)2 2L (ZL)2 2L RERE L 2 L
o = i = _12E(41) 6E(41) 12E(41)  6E(4l)|"| 6EI _6El 6El  6El
(L) 2Ly (eL)’ (2L) L® > L L2
6E(41) 2EI(41)  6E(41) 4E(41) 6EI  4El 6El  8El
(2L)? (2L) Ly () | LU L L L
A matriz de rigidez global e o vetor de esforgos s&o mostrados a seguir:
12§| 6EZI _12|35| 6|52| 0 0
L L L L
6El  4EI 6EI  2El
_ -— 0 0 ;
L L L L 1
12EI  6El  18EI 6El  6EI M
- - 0 -—— — 2
[K]= L L? L L L? _E
6El  2EI, 12El  6El  4El (f}
2 L L 2 L 0
0 0 _6E3I _6E2I 6I53I _6I52I f
L L L L M
6EI  4El  6EI  8EI 6
0 0 _ -
L L L L L
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Exemplo 02: (continuacgao)

18EI
Sendo a viga bi-engastada, a matriz reduzida resulta em: [K]= L 12E]
0 —
L
18El
A equacdo de equilibrio reduzida: L | _]-F
12El || g 0
0 4
L
18E| N L
. vl e % | [Fl_|wmE © |[F
e entao. 04 - 0 12EI 0 - L 0
— 0 R
L 12EI
Y, -FL®
Resultando assim: { }= 18El
0, 0
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Exemplo 02: (continuacgao)

Obtendo os esforcos de extremidade em cada elemento discretizado:

Escrevendo a equacdo matricial de equilibrio para o elemento #1 pode-se obter os esforgos de extremidade no mesmo:

[ 12EI

6EI  12EI  6El ]|
L’ L? L L? 0
yl f 6El  4El _GEl 2EI |
0. M 2 T2
(h =ML =B 1= 0| S b b o
o L3 - L2 L3 - LZ 18E|
0 M 0
4 4 6EI  2El,  6El  4EI
L L L2 L ]
Da mesma forma para o elemento #2:
6EI  6El  6El  6EI | F
f N C L |[-F0 3
3 6EI  8EI 6El  4El || 755 FL
M 2 — T2 -
sl _| L L L L 0 3
f 6EI  6El  6EI 6EI F
° 3 2 3 T2 0
M L K L L 3
° 6EI  4El  6El  8EI 0 _FL
L2 L L2 L ] 3
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Exemplo 02: (continuacgao)

Os diagramas de corpo livre, de esforcos cortantes e de
momentos fletores na viga resultam entdo assim:

1 3 3 5
Elem. 1 Elem. 2 A\ A maxima tensdo de flexdo na secédo do
© " escalonamento (para encontrar-se o valor
2 4 4 6 b LS4 (19 P2 ¢¢1,9°
mais critico , “b” e “h” devem ser
F obviamente os da secdo transversal menor):
FL/3 FL/3

O_ZM%_M%_6M _2FL

- 3 - 2 2
2F/3 F/3 | bh%2 bh bh

Esforco cortante

2F/3 {
— F
} F/3

Momento fletor
\V
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Exemplo 02: (continuacéo)

A tenséo calculada é uma se¢do nominal.

Ha fatores de concentracdo de tensdes que ndo foram considerados nesta discretizacdo do modelo fisico real em
simples elementos de viga.

Vide abaixo:

Poderia ser considerado fator de
concentracdo de tensdes devido
ao escalonamento. Este é funcéo
da razdo entre as alturas da secéo
no escalonamento e do raio de
adocamento na base do
escalonamento.

devido a forma de aplicacdo da carga. A aplicacéo teorica é
pontual, na linha neutra da viga. Seria necessaria uma descri¢ao
da forma de aplicacdo real da carga para avaliacdo da eventual
concentracdo de tensdes que poderia dai decorrer.

Vide “Principio de Saint-Venant”.

Outro fator de concentragdo que poderia ser considerado seria .
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Carregamento Nodal Equivalente

Procedimento para transformar cargas quaisquer em cargas nodais

Procedimento:

1. Considera-se o elemento com todos os graus de liberdade restringidos (engaste).
2. Calcula-se as reagdes ao carregamento externo imposto.
3. Estasreagoes, com sinal invertido, sao o carregamento nodal equivalente.

Obs.: Ha uma forma de determinagao do carregamento nodal equivalente para forgas distribuidas (em arestas, superficies ou
volumes dos elementos), consistente com o procedimento do método dos elementos finitos, que sera apresentada mais adiante.

/ ql,\ qL

q q 2 2
. . A qL? : qi
17 12
q
qL? L?
12 Uf 12
L
qL qL
2 2
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Exemplo 03: Carregamento Nodal Equivalente
Procedimento para transformar cargas quaisquer em cargas nodais

q [K{u} = {Fexe}
L
7 \4 A\ 4 \ 4 Y ( _q7 + Rl \
A L B 12 6L —12 6L ] (W) |_4a¥, .
EIl 6L 4L —6L 21 | Ju2( _ ) 12 " 72|
qL gL [3|-12—-6L 12 —6L|)us( ~ qL
- > 6L 212 —6L 412 | \u, 5
qL?
y ; . 12 )
! (q )
qLZ L CILZ _7+R1
— 2
12 12 12 6L —12 6L (O _ql®
Ell 6L 412 —6L 21%2]) 0 _) 12 + M >
qL gL 13|-12—-6L 12 —6L| us( — qL
> — 6L 212 —6L 412 | \u, 5
‘ at?
NS ) ey
[ ]
qlL
2 A L
qL” L qL? Elf 12 —6L {u3}= 2
12 12 Bl-6L 4121lu, qL?
Ry 12
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Exemplo 03: (continuagao)

. . . K] = E1[12 —6L
Matriz de Rigidez reduzida: 3l—6L 412
Invertendo a Matriz de Rigidez reduzida:
El;12 —eL]1 L°r1 o0
o gl
13l-6L 4L EIL0 1
. . 5. -1 _
Multiplicando a 12 linha [12 —6L L_gll, 0 Verificando a inversdo: [K][K]™' =[]
por L/2 e somando na 22: EIl > 1
1 1
s © E1[12 -6L] L’|3 Z=[1 0
Multiplicando a 22 linha por 6/t Z1[12 02] L L B3l-eL 41?1 EIl1 1 0 1
e somando na 12: 310 L EI|L 1 2L 12
2
1 1
Multiplicando a 1§Iinhapor1—12: ﬂ[l 0]|_)L_3 3 2L
2lo 1 EIL 1 Inversa da Matriz de Rigidez reduzida:
2
1 1
. 11 =S| 2
Multiplicando a 22 linha por —: E[l 0] L_3 3 2L Erjl 1
o U7 El1 1 2L 12
2L L2
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Exemplo 03: (continuagao)

L Obtendo as reacdes no engaste: Fext) = {Freativas) + (Fativas) = [K]{u}
(K] = E 3 2L {Freativas} = [K){u} — {Fativas}
Erfl 1 (gL )
2L 12 —7+R1 F 0
qL? 12 6L —12 6L 0
_qL <_H+Mz>zﬂ 6L 412 —6L 212 <_Q_L4>
{ug} k14 2 gL 3 |-12-6L 12 —6L|\ ™ 8EI
Uy gl > 6L 212 —6L 412 qL?
12 ql? \ 6E]I/
. 12 ) ¢ qL)
1 11( qL (0 ) 2
uy Bl3 37l 7 R, 12 6L —12 6L 0. _ql?
{u4} EIl1 1) qr2 M\ _El) 6L 412 —eL 212 |) _ak' | _ ] 12|
5 21 0 3|-12—-6L 12 —6L|\ ™ 8EI gL
0 6L 212 —6L 412 qL? >
\ 6EI/ qL?
. \ 12
{u4} =\ o YU BB\ 8EI  EI) 2
6E1 y =ﬂ<6qL5_qL5>+qL2=> y _q_LZ
2713\ 8El 3EI) 12 277y
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Exemplo 03: (continuagao)

Obtendo os diagramas de esforgos cortantes e de momentos fletores:

qL?
MZ = 2 ;r \ 4 \ 4 \ 4 4
R1 - qL
qL Diagrama de esforgos cortantes
qL?
2 _ Diagrama de momentos fletores

Aqui no diagrama de momentos fletores estamos indicando
negativo porque causa tragdo na parte superior da viga.

Veja entdo que a convengao de sinais do momento fletor esta
contraria ao sentido positivo adotado para o grau de liberdade de
rotacdo. O momento externo na extremidade direita é anti-
horario, positivo segundo a orientacdo adotada.

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04

Pagina 33



Procedimento alternativo para evitar a singularidade da matriz de rigidez

(Alternativo ao procedimento de redugdo, podendo-se
assim inverter a matriz rigidez completa).

Procedimento:

1. Adicionar valor arbitrariamente grande no termo da diagonal principal correspondente ao grau de
liberdade para o qual o deslocamento é conhecido.

2. Caso haja deslocamento imposto diferente de zero, adicionar também este deslocamento imposto
multiplicado pelo mesmo numero arbitrariamente grande no vetor de carregamento no grau de liberdade

correspondente.
uj = 5] Como arbitrariamente grande entenda
um valor da ordem de 10'° vezes maior
do que o maior valor de rigidez da
!
k” = k” + 1 010 diagonal principal.

' — F. . 10
F/ = F; +6; x 10
A rigidez naquele grau de liberdade fica absurdamente aumentada, fazendo o deslocamento daquele grau de

liberdade tender ao valor conhecido imposto, retirando a singularidade da matriz de rigidez (cuja interpretacao
era a condicao livre da estrutura, isto é, ndo vinculada, com deslocamentos entao indeterminados).

kljul + ksz,Z + -+ (k” + 1010)Uj + -4 kNjuN = F] + 6] X 1010

(1010)Uj = 6] X 1010
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ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

Exemplo 04: Procedimento alternativo para evitar a singularidade da matriz de rigidez

E = 210000 MPa (0 Y
1 [ = 80000 mm* 0
” 4
\ 4 \ 4 \ 4 A 4 L:lOOOmm {u}:< _g_é'l>
A L B g =10 N/mm qL?
\” 6E1/
qlL qL
> — (=5000 )
? l
qLZC - . )qLZ uz = —74,4 mm
) 1y (833333 Nmm) u, = —0,099 rad
ak qL
2 2
M, |
\ 4
CILZCCT L >qu
12 12
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E 210000

I 80000

L 1000

q 10
u; 0
u, 0
u, -74,4048
u, -0,09921

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04

MPa
mm?#
mm

N/mm

mm
rad
mm

rad

Exemplo 04: (continuagao)

Matriz de rigidez completa original
2,02E+02 1,01E+05 -2,02E+02 1,01E+05
1,01E+05 6,72E+07 -1,01E+05 3,36E+07

-2,02E+02 -1,01E+05 2,02E+02 -1,01E+05

1,01E+05 3,36E+07 -1,01E+05 6,72E+07

Acrescentando rigidez nos graus de
liberdade vinculados

1,00E+18 1,01E+05 -2,02E+02 1,01E+05
1,01E+05 1,00E+18 -1,01E+05 3,36E+07

-2,02E+02 -1,01E+05 2,02E+02 -1,01E+05

1,01E+05 3,36E+07 -1,01E+05 6,72E+07

dados fornecidos

resultados calculados

E singular... Ndo tem inversa!
#NUM!  #NUM!  #NUM!  #NUM!
#NUM!  #NUM!  #NUM!  #NUM!
#NUM!  #NUM!  #NUM! #NUM!

#NUM!  #NUM!  #NUM!  #NUM!

Inversa da matriz de rigidez com os
termos com rigidez aumentada

1,00E-18 2,52E-47 1,00E-18 0,00E+00
-1,32E-47 1,00E-18 1,00E-15 1,00E-18
1,00E-18 1,00E-15 1,98E-02 2,98E-05

-7,34E-37 1,00E-18 2,98E-05 5,95E-08

esforcos

-5000

833333,3

deslocamentos

0,000

0,000

-74,4048

-0,09921
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Exemplo 05: Deslocamento Imposto
(Resolvido com o procedimento alternativo para evitar a singularidade da matriz de rigidez)

Para o deslocamento imposto na extremidade livre, pede-se:

P - qual a rotagao na extremidade livre?
o - quais sao os esforgos aplicados a viga ?
A\ 4
214 L B E = 210000 MPa
[ = 80000 mm*
p L= 1000mm 55 = —19,841 mm
P =1000N
" |

(IR I | MZ(. 1R3

. uz = —19,841 mm R4
( 0 W Uy = —0,0298 rad
pI3 u, = —0,0298 rad 0
=335 ) 0 R, = 1000 N
P12 R, =P =1000N W=1-19,841
-5 1 " M, = 10°Nmm
D] — 106
M, = PL = 10°Nmm Ry = —1000 N
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Exemplo 05: (continuagao)

E 210000 MPa Matriz de rigidez completa original E singular... Ndo tem inversa!

| 80000 mm* 2,02E+02 1,01E+05 2,02;E+02 1,01E+05 #NUM!  #NUM! #NUM! #NUM!
L 1000 mm 1,01E+05 6,72E+07 1,01;E+05 3,36E+07 #NUM!  #NUM!  #NUM!  #NUM!
N -19,841 mm 2,02;E+02 1,01;E+05 2,02E+02 1,01]E+05 #NUM!  #NUM! #NUM! #NUM!
1,01E+05 3,36E+07 1,01;E+05 6,72E+07 #NUM!  #NUM! #NUM! #NUM!
Acrescentando rigidez nos graus de Inversa da matriz de rigidez com os
liberdade vinculados termos com rigidez aumentada
u; 0 mm 1,00E+18 1,01E+05 2,02-E+02 1,01E+05 1,00E-18 -5,04E-32 5,04E-35 -1,50E-2
u, 0 rad 1,01E+05 1,00E+18 1,01;E+05 3,36E+07 -5,04E-32 1,00E-18 5,04E-32 -5,00E-1
2,02;E+02 1,01;5+05 1,00E+18 1,01;E+05 5,04E-35 5,04E-32 1,00E-18 1,50E-21
1,01E+05 3,36E+07 1,01-E+05 6,72E+07| -1,50E-21-5,00E-19 1,50E-21 1,49E-08

Matriz de rigidez completa original deslocamentos
2,02E+02 1,01E+05 -2,02E+02 1,01E+05 0,000
1,01E+05 6,72E+07 -1,01E+05 3,36E+07 0,000
-2,02E+02 -1,01E+05 2,02E+02 -1,01E+05 -19,8410
1,01E+05 3,36E+07 -1,01E+05 6,72E+07 -0,02976

esforgos

-1,9841E+19

0

(F} = [K{uw}

esforgos

1000

999986

-1000
0
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deslocamentos

0,000

0,000

-19,8410

-0,02976
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Para a barra de secéo transversal circular ilustrada,
discretizada conforme indicado, pede-se resolver
utilizando o método matricial considerando-se matriz
de rigidez de viga de 3 graus de liberdade por no:

a) escrever a matriz de rigidez local de cada elemento;
b) escrever a matriz de transformacao de coordenadas
de cada elemento;

c) escrever a matriz de rigidez global de cada
elemento;

d) escrever a matriz de rigidez global da estrutura;

e) escrever o vetor de esforcos externos;

f) reduzir o sistema considerando as condi¢des de
contorno dadas;

g) inverter a matriz de rigidez;

h) obter os deslocamentos desconhecidos (nos 2 e 3);
I) obter as forcas de reacao;

j) obter os esfor¢os no elemento 3;

k) desenhar os diagramas de momento fletor, esforco
cortante e esforco normal no elemento 3;

l) obter o estado de tensdes no ponto P, n6 3, pelo
elemento 3 (vide sec¢éao transversal indicada),
desprezando esforc¢o cortante;

m) obter as tensdes principais neste ponto;

n) obter a tensdo equivalente neste ponto pelos
critérios de Rankine, de Tresca e de Von Mises e
verificar o dimensionamento.

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos

?é 713 12(% 10
"
2 y
5
ST
\|>6 P /l z
2
A
1 X
1 ™~
%A
3
F 5000 [N]
6 xmm] | vy [mm] E 210000 | [MPa]
Poisson 0,3
1 0 0
5 0 1000 Pext 30 [mm]
3 0 3000 A 700 [mm?]
4 1500 | 3000 l 40000 | [mm?*
Sy 480 [MPa]
Ago 0,15

versao 04
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Exemplo 06: (continuagao)

Dada a matriz de rigidez de um elemento de viga com 3 graus de liberdade por né, quais sejam, deslocamento

longitudinal, deslocamento lateral (flecha) e rotagdo:

3DOF Beam Element matrix
E 0 0 - E 0 0
Ic lt
12E7 6E] 12E] G6E]
0 - 0 - ~
I i T
GEI 4E] 6EI 2EI
0 2 0 ey
2 5 k¢ = I A I; I,
é N £ o - E 0 0 E 0 0
S I, A
° ° 12EI  GEI 12E]  GEI
¥o="F ¢ PP
6E] 2E] - 6EI 4E]
0 0 s it
L ,52 Iﬂ lsz I@
1 2 3 4 5 6
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Exemplo 06: (continuagao)

. - . Matrizes de Transformagdo de Matrizes de Transformagdo de
Matrizes de rigidez locais
coordenadas coordenadas Transposta

1 2 3 4 5 6 |

1| 147000 0 0 -147000 0 0 0,00 1,00 O 0 0 o 0,00 -1,00 0 O 0 0

— 2 0 100,8 50400 0 -100,8 50400 -1,00 0,00 O 0 0 0 1,00 0,00 O 0 0 0

_8 3 0 50400 33600000 0 -50400 16800000 0 0 1 0 0 o 0 0 1 0 0 0

GCJ 4{ -147000 0 0 147000 0 0 0 0 0O 000 1,00 O 0 0 0 000 -100 O

£ 5 0 -100,8  -50400 0 100,8 -50400 0 0O O -1,00000 O 0 0 0 1,00 0,00 O
) 6 0 50400 16800000 0 -50400 33600000 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1|

Ll

7 8 9 10 11 12 |

o 7| 73500 0 0 -73500 0 0 0,00 1,00 O 0 0 o 0,00 -1,00 0 O 0 0

8 8 0 12,6 12600 0 -12,6 12600 -1,00 0,00 O 0 0 0 1,00 0,00 O 0 0 0

GCJ 9 0 12600 16800000 0 -12600 8400000 0 0 1 0 0 o 0 0 1 0 0 0

E 10 -73500 0 0 73500 0 0 0 0 0O 000 1,00 O 0 0 0 000 -100 O

o 1 0 -12,6 -12600 0 12,6 -12600 0 0O O -1,00000 O 0 0 0 1,00 0,00 O
T 12 0 12600 8400000 0 -12600 16800000 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o 1
13 14 15 16 17 18 |

o 13| 98000 0 0 -98000 0 0 1,00 0,00 O 0 0 o 1,00 000 0 O 0 0

8 14 0 29,86667 22400 0 -29,8667 22400 0,00 1,00 O 0 0 0 0,00 1,00 O 0 0 0

cC 15 0 22400 22400000 0 -22400 11200000 0 0 1 0 0 o 0 0 1 0 0 0

g 16 -98000 0 0 98000 0 0 0 0 0O 1,00 000 O 0 0 0 1,00 000 O

o 17 0 -29,8667 -22400 0 29,86667 -22400 0 0O O 000 100 O 0 0 0 000 1,00 O
w 18 0 22400 11200000 0 -22400 22400000 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 o 1
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Exemplo 06: (continuagao)

[K][T]
— 9,00E-12 1,47E+05  0,00E+00 -9,00E-12  -1,47E+05 0,00E+00
QO | -LOIE+02  6,17E-15  5,04E+04 1,01E+02 -6,17E-15 5,04E+04
C | -504E+04 3,09E-12  3,36E+07 5,04E+04 -3,09E-12 1,68E+07
g -9,00E-12 -1,47E+05  0,00E+00 9,00E-12 1,47E+05 0,00E+00
O 1,01E+02 -6,17E-15 -5,04E+04  -1,01E+02 6,17E-15  -5,04E+04
L | -504E+04 3,09E-12  1,68E+07 5,04E+04 -3,09E-12 3,36E+07
~ 4,50E-12 7,35E+04  0,00E+00 -4,50E-12  -7,35E+04 0,00E+00
QO | -L26E+01 772616  1,26E+04 1,26E+01 -7,72E-16 1,26E+04
C | -1,26E+04  7,72E-13  1,68E+07 1,26E+04 -7,72E-13 8,40E+06
g -4,50E-12 -7,35E+04  0,00E+00 4,50E-12 7,35E+04 0,00E+00
o 1,26E+01 -7,72E-16 -1,26E+04  -1,26E+01 7,72E-16  -1,26E+04
L | -1,26E+04 7,72E-13  8,40E+06 1,26E+04 -7,72E-13 1,68E+07
o 9,80E+04 0,00E+00 0,00E+00  -9,80E+04 0,00E+00 0,00E+00
9 0,00E+00 2,99E+01  2,24E+04 0,00E+00  -2,99E+01 2,24E+04
c 0,00E+00 2,24E+04  2,24E+07 0,00E+00  -2,24E+04 1,12E+07
GEJ -9,80E+04 0,00E+00  0,00E+00 9,80E+04 0,00E+00 0,00E+00
O 0,00E+00 -2,99E+01 -2,24E+04 0,00E+00 2,99E+01  -2,24E+04
w 0,00E+00  2,24E+04  1,12E+07 0,00E+00  -2,24E+04 2,24E+07
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Elemento 2 Elemento 1

Elemento 3

1,01E+02

9,00E-12
-5,04E+04
-1,01E+02
-9,00E-12

-5,04E+04

1,26E+01

4,50E-12
-1,26E+04
-1,26E+01
-4,50E-12

-1,26E+04

9,80E+04

0,00E+00
0,00E+00
-9,80E+04
0,00E+00

0,00E+00

Exemplo 06: (continuagao)

9,00E-12 -5,04E+04 -1,01E+02 -9,00E-12 -5,04E+04

1,47E+05
3,09E-12
-9,00E-12
-1,47E+05
3,09E-12

4,50E-12
7,35E+04
7,72E-13
-4,50E-12
-7,35E+04
7,72E-13

0,00E+00
2,99E+01
2,24E+04
0,00E+00
-2,99E+01
2,24E+04

[TI'IK][T]

3,09E-12
3,36E+07
5,04E+04
-3,09E-12
1,68E+07

-1,26E+04
7,72E-13
1,68E+07
1,26E+04

-7,72E-13
8,40E+06

0,00E+00
2,24E+04
2,24E+07
0,00E+00
-2,24E+04
1,12E+07

-9,00E-12 -1,47E+05
5,04E+04 -3,09E-12
1,01E+02 9,00E-12
9,00E-12 1,47E+05
5,04E+04 -3,09E-12

-1,26E+01 -4,50E-12
-4,50E-12 -7,35E+04
1,26E+04 -7,72E-13
1,26E+01 4,50E-12
4,50E-12 7,35E+04
1,26E+04 -7,72E-13

-9,80E+04 0,00E+00
0,00E+00 -2,99E+01
0,00E+00 -2,24E+04
9,80E+04 0,00E+00
0,00E+00 2,99E+01
0,00E+00 -2,24E+04

3,09E-12
1,68E+07
5,04E+04
-3,09E-12

3,36E+07

-1,26E+04

7,72E-13
8,40E+06
1,26E+04
-7,72E-13

1,68E+07

0,00E+00

2,24E+04
1,12E+07
0,00E+00
-2,24E+04

2,24E+07

Prof. Leandro V. da S. Macedo — PME 3543 Estruturas Mecanicas e de Veiculos versao 04

Pagina 43



Exemplo 06: (continua¢ao)

Matriz de Rigidez Global

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1| 1,01E+02 9,00E-12 -504E+04  -1,01E+02  -9,00E-12  -504E+04 0 0 0 0 0 0
2| 900E-12 147E+05 3,09E-12  -9,00E-12  -1,47E+05  3,09E-12 0 0 0 0 0 0
3| -5,04E404 3,09E-12 3,36E+07  504E+04  -3,09E-12  1,68E+07 0 0 0 0 0 0
4| -1,01E+02 -9,00E-12 504E+04  1,13E+02  1,35E-11  3,78E+04 -1,26E+01  -450E-12  -1,26E+04 0 0 0
5| -9,00E-12 -1,47E+05 -3,09E-12  1,35E-11  2,21E+05  -2,326-12 -4,50E-12  -7,35E404  7,72E-13 0 0 0
6| -504E+04 3,09E-12 1,68E+07  3,78E+04  -2,32E-12  504E+07 1,26E+04  -7,72E-13  840E+06 0 0 0
7 0 0 0  -1,26E+01  -4,50E-12  1,26E+04 O,80E+04  4,50E-12  1,26E+04 -9,80E+04 0,00E+00 0,00E+00
8 0 0 0  -450E-12  -7,35E+04  -7,72E-13  4,50E-12  7,35E+04  2,24E+04 0,00E+00 -2,99E+01 2,24E+04
9 0 0 0  -1,26E+04  7,72E-13  840E+06 1,26E+04  2,24E+04  3,92E+07 0,00E+00 -2,24E+04 1,12E+07

10 0 0 0 0 0 0 -9,80E+04  0,00E+00  O0,00E+00 9,80E+04 0,00E+00 0,00E+00

11 0 0 0 0 0 0 O000E+00  -2,99E+01  -2,24E+04 0,00E+00 2,99E+01 -2,24E+04

12 0 0 0 0 0 0 O000E+00  2,24E+404  1,12E+07 0,00E+00 -2,24E+04 2,24E+07

Deslocamentos
_ -1
Matriz de Rigidez Global Reduzida e Invertida () = K] {Fext}
4 5 6 7 8 9 Carga 4 6,61E+01

a 132602  -1,01E-06  -1,10E-05 2,27E-06  -3,02E-06  6,62E-06 5000 5 -504£.03

s|  -1,01E-06  680E-06  151E-09 2,59E-10  6,80E-06  -4,53E-09 0 6 551602

6| -1,10E-05  1,51E-09  2,98E-08 -3,97E-09  4,53E-09  -9,92E-09 0 7 113802

7| 227606 2,59E-10  -3,97E-09 1,02E-05  7,77E-10  -1,70E-09 0 8 -151E.02

8|  -3,00E06  680E-06 45309 777610  2,04E-05  -1,36E-08 0 o 331602

of 66206  -4,53E-09  -9926-09 -1,70E-09  -1,36E-08  2,98E-08 0
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Exemplo 06: (continuagao)

Deslocamentos Reacgoes —

1 - 3 8;E+03 {Fext} = [K{u} desl. esforgos

) 0 7 ,40E+02 V coords. locais coords. locais

3 . 2, 416406 % elemento3 elemento 3

4 6,61E+01 5,00E+03 7 1,13E-02 1,11E+03 741.000 370.000
5  -504E-03  2,55E-14 8 -1,51E-02 7,40E+02 — ,"\, > 1110
6 -5,51E-02 -5,24E-10 9 3,31E-02 7,41E+05 T 1

7 1,13E-02 5,68E-13 10  0,00E+00 -1,11E+03 740 740
8 -1,51E-02 0,00E+00 11 0,00E+00 -7,40E+02

9 3,31E-02 -2,33E-10 12 0,00E+00 3,70E+05
10 0 -1,11E+03
11 0 -7,40E+02 ¢
1 0 3, 70E+05 A Esforco longitudinal

740 N -
1110
(compresséo)
> 1110N ol
370.000 Nmm A sforco cortante
740
+
5000 N
B —
2 410.000 Nmm Momento fletor
L . 741.000
(e — 380N
A
740 N
\ ‘ 370.000
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Exemplo 06: (continuagao)

Analisando a secao transversal no n6 3, pelo elemento 3, no ponto P:
y
1)
M= 741000.15 i
Oftexio = 7 = 20000 278 MPa (em compressao no ponto P)

__ N _ 1110
Olongitudinal — A

Il'z
P
o0 = 1,59 MPa (em compressao ao longo de todo o trecho)

Como proposto no enunciado, desconsiderando a tensao de cisalhamento causada pelo efeito cortante:

o, = 280 MPa

o, = 280 MPa Rankine: Oeq = —280 MPa
— P A

Tresca:  0Opq = 280 MPa

Von Mises:  gpq = 280 MPa

Material € ductil (Ag, = 15%), critérios de Tresca
e Von Mises seriam adequados:

Neste ponto o, < S, = OK!

v

o3 = —280 MPa g, =0,=0

Todavia o ponto P ndo € o mais solicitado da estrutura!

O ponto mais solicitado esté localizado no engaste do n6
1 onde o momento fletor € méaximo.
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