
6.1 Introdução
No capítulo anterior introduzimos alguns modelos probabilísticos por meio de

espaços amostrais bem simples. Isso facilitou bastante a compreensão do conceito

de probabilidade e a obtenção de algumas propriedades. Mas, para atender a situa-

ções práticas mais gerais, necessitamos ampliar esses conceitos para que tenhamos

modelos probabilísticos que representem todos os tipos de variáveis definidas no

Capítulo 2. Muito do que foi apresentado naquele capítulo para tratamento descritivo

das variáveis terá o seu correspondente no modelo teórico.

Para as variáveis qualitativas, a descrição de probabilidades associadas a eventos

construída no capítulo precedente adapta-se muito bem. Dada a sua simplicidade,

trataremos aqui de variáveis quantitativas discretas. Já os modelos para variáveis

contínuas necessitarão de um artifício matemático, baseado em uma generalização

do conceito de histograma, definido na seção 2.3, e esse será o objetivo do próximo

capítulo. A extensão dos modelos para várias variáveis será tratada no Capítulo 8.

Por outro lado, quando estudamos a descrição de dados, vimos que os recursos

disponíveis para a análise das variáveis quantitativas são muito mais ricos do que

para as variáveis qualitativas. Isso sugere o uso de artifícios para transformar essas

últimas variáveis naquelas do primeiro tipo. Por exemplo, considere o caso de um

questionário em que uma pessoa é indagada a respeito de uma proposição, e as

respostas possíveis são sim ou não. Podemos associar ao problema uma variável que

toma dois valores, 1 ou 0, por exemplo, correspondentes às respostas sim ou não,

respectivamente. Esse tipo de variável será estudado neste capítulo.

O conhecimento de modelos probabilísticos para variáveis quantitativas é muito

importante, e grande parte do restante deste livro será dedicada à construção desses

modelos e inferências sobre seus parâmetros. Essas variáveis, para as quais iremos

construir modelos probabilísticos, serão chamadas de variáveis aleatórias (v.a.).

Capítulo 6

Variáveis Aleatórias Discretas
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6.2 O Conceito de Variável Aleatória Discreta
O conceito de v.a. discreta será introduzido por meio de um exemplo.

Exemplo 6.1. Um empresário pretende estabelecer uma firma para montagem de um

produto composto de uma esfera e um cilindro. As partes são adquiridas em fábricas

diferentes (A e B), e a montagem consistirá em juntar as duas partes e pintá-las. O

produto acabado deve ter o comprimento (definido pelo cilindro) e a espessura (defi-

nida pela esfera) dentro de certos limites, e isso só poderá ser verificado após a mon-

tagem. Para estudar a viabilidade de seu empreendimento, o empresário quer ter uma

idéia da distribuição do lucro por peça montada.

Sabe-se que cada componente pode ser classificado como bom, longo ou curto,

conforme sua medida esteja dentro da especificação, maior ou menor que a especificada,

respectivamente. Além disso, foram obtidos dos fabricantes o preço de cada compo-

nente ($5,00) e as probabilidades de produção de cada componente com as caracterís-

ticas bom, longo e curto. Esses valores estão na Tabela 6.1.

Se o produto final apresentar algum componente com a característica C (curto), ele

será irrecuperável, e o conjunto será vendido como sucata ao preço de $5,00. Cada

componente longo poderá ser recuperado a um custo adicional de $5,00. Se o preço

de venda de cada unidade for de $25,00, como seria a distribuição de freqüências da

variável X: lucro por conjunto montado?

Tabela 6.1: Distribuição da produção das fábricas A e B, de acordo com as medidas
das peças produzidas.

Produto Fábrica A Fábrica B
Cilindro Esfera

Dentro das especificações ............ bom (B) 0,80 0,70
Maior que as especificações ......... longo (L) 0,10 0,20
Menor que as especificações ........ curto (C) 0,10 0,10

Fonte: Retirada das especificações técnicas das fábricas A e B.

A construção dessa distribuição de freqüências vai depender de certas suposições
que faremos sobre o comportamento do sistema considerado. Com base nessas suposi-

ções, estaremos trabalhando com um modelo da realidade, e a distribuição que obtivermos

será uma distribuição teórica, tanto mais próxima da distribuição de freqüências real quanto

mais fiéis à realidade forem as suposições.

Primeiramente, vejamos a construção do espaço amostral para a montagem dos

conjuntos segundo as características de cada componente e suas respectivas probabi-

lidades. Como os componentes vêm de fábricas diferentes, vamos supor que a classi-

ficação dos cilindros e a da esfera, segundo suas características, sejam eventos inde-

pendentes. Obteremos a configuração da Figura 6.1.

Uma representação do espaço amostral em questão está apresentada na Tabela 6.2

e foi obtida da Figura 6.1.
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Figura 6.1: Diagrama em árvore para o Exemplo 6.1.

Tabela 6.2: Distribuição de probabilidade das possíveis composi-
ções das montagens.

Produto Probabilidade Lucro por montagem (X)

BB 0,56 15
BL 0,16 10
BC 0,08 –5
LB 0,07 10
LL 0,02 5
LC 0,01 –5
CB 0,07 –5
CL 0,02 –5
CC 0,01 –5

Fonte: Figura 5.1 e informações no texto.

A última coluna da Tabela 6.2 foi construída com base nas informações sobre pre-

ços. Por exemplo, obtendo uma montagem LB (cilindro longo e esfera boa), do preço de

venda $25,00 devemos descontar: $10,00 dos custos dos componentes e $5,00 para

recuperar o cilindro longo. Portanto, o lucro X desse conjunto será $10,00. Verifique os

lucros das demais montagens.

Com os dados da Tabela 6.2, vemos que X pode assumir um dos seguintes valores:

15, se ocorrer o evento A
1
 = {BB};

10, se ocorrer o evento A
2
 = {BL, LB};

5, se ocorrer o evento A
3
 = {LL};

–5, se ocorrer o evento A
4
 = {BC, LC, CB, CL, CC}.

Cada um desses eventos tem uma probabilidade associada, ou seja,

P (A
1
) = 0,56, P(A

2
) = 0,23,

P (A
3
) = 0,02, P(A

4
) = 0,19,

o que nos permite escrever a função  (x, p (x)) da Tabela 6.3, que é um modelo teórico

para a distribuição da variável X, que o empresário poderá usar para julgar a viabilida-

de econômica do projeto que ele pretende realizar. Aqui, x é o valor da v.a. X e p(x) é

a probabilidade de X tomar o valor x. Voltaremos a esse problema mais adiante.
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Tabela 6.3: Distribuição da v.a. X.

x p(x)

15 0,56
10 0,23
05 0,02
–5 0,19

Total 1,00

A função (x, p (x)) é chamada função de probabilidade da v.a. X. Esquematicamente

teremos a situação da Figura 6.2.

Figura 6.2: Função de probabilidade da
v.a. X = lucro por montagem.

É evidente que, ao mesmo espaço amostral da Tabela 6.2, podemos associar outras

variáveis aleatórias, como veremos a seguir.

Exemplo 6.2. Se considerarmos Y como sendo a variável “custo de recuperação de

cada conjunto produzido”, verificaremos que Y irá assumir os valores

0, se ocorrer o evento B
1
 = {BB, BC, LC, CB, CL, CC};

5, se ocorrer o evento B
2
 = {BL, LB};

10, se ocorrer o evento B
3
 = {LL}.

A função de probabilidade da v.a. Y está representada na Tabela 6.4 e a Figura 6.3

representa a situação esquematicamente.

Figura 6.3: Função de probabilidade da
v.a. Y = custo de recuperação.
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Tabela 6.4: Distribuição da v.a. Y.

y p(y)

0 0,75
5 0,23

10 0,02

Total 1,00

Deduz-se do exposto que uma v.a. X, do tipo discreto, estará bem caracterizada

se indicarmos os possíveis valores x
1
, x

2
, ..., xn, ... que ela pode assumir e as respec-

tivas probabilidades p(x
1
), p(x

2
), ..., p(xn), ..., ou seja, se conhecermos a sua função de

probabilidade (x, p(x)). Também usaremos a notação p(x) = P(X = x).

Em algumas situações, a determinação da função de probabilidade (f.p.) é bem

mais simples. Isso pode ser verificado pelos dois exemplos seguintes.

Exemplo 6.3. Voltemos à situação do Exemplo 5.10, em que consideramos duas extra-

ções, sem reposição, de uma urna contendo duas bolas brancas e três bolas vermelhas.

Definamos a v.a. X: número de bolas vermelhas obtidas nas duas extrações. Obtemos

a Tabela 6.5 e a Figura 6.4.

Tabela 6.5: Extrações sem reposição de urna com duas
bolas brancas e três bolas vermelhas.

Resultados Probabilidades X

BB 1/10 0
BV 3/10 1
VB 3/10 1
VV 3/10 2

Fonte: Figura 6.4.

Figura 6.4: Diagrama em árvore
para o Exemplo 6.3.

Vemos, pois, que a cada resultado do experimento está associado um valor da v.a.

X, a saber, 0, 1 ou 2.
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Temos que X = 0, com probabilidade 1/10, pois X = 0 se, e somente se, ocorre o

resultado BB; X = 1 com probabilidade 3/10 + 3/10 = 6/10, pois X = 1 se, e somente se,

ocorrem os resultados BV ou VB, que são mutuamente exclusivos; finalmente, X = 2 com

probabilidade 3/10, pois X = 2 se, e somente se, ocorre o resultado VV. Resumidamente,

p(0) = P(X = 0) = P(BB) = 1/10,

p(1) = P(X = 1) = P(BV ou VB) = 6/10,

p(2) = P(X = 2) = P(VV) = 3/10.

Na Tabela 6.6 apresentamos a distribuição de probabilidades da v.a. X.

Tabela 6.6: Distribuição de probabilidades da v.a.
X = número de bolas vermelhas.

x p(x)

0 1/10
1 6/10
2 3/10

Fonte: Tabela 6.5.

Exemplo 6.4. Retomemos o Exemplo 5.3, em que consideramos o lançamento de uma

moeda duas vezes. Definamos a v.a. Y: número de caras obtidas nos dois lançamentos.

Temos, então:

p(0) = P(Y = 0) = P(RR) = 1/4,

p(1) = P(Y = 1) = P(CR ou RC) = 1/4 + 1/4 = 1/2,

p(2) = P(Y = 2) = P(CC) = 1/4.

Na Tabela 6.7 e Figura 6.5 temos esquematizado o que ocorre e na Tabela 6.8

apresentamos a distribuição de probabilidades de Y.

Tabela 6.7: Lançamento de duas moedas.

Resultados Probabilidades Y

CC 1/4 2
CR 1/4 1
RC 1/4 1
RR 1/4 0

Fonte: Figura 6.5.

Figura 6.5: Diagrama em árvore para o Exemplo 6.4.

C AP06d.P65 21/9/2009, 13:22133



134 C A P Í T U L O  6  —  V A R I Á V E I S  A L E A T Ó R I A S  D I S C R E T A S

Tabela 6.8: Distribuição da v.a. Y = número de caras.

y p(y)

0 1/4
1 1/2
2 1/4

Fonte: Tabela 6.7.

Dos exemplos apresentados, vemos que, a cada ponto do espaço amostral, a variável

sob consideração associa um valor numérico, o que corresponde em Matemática ao

conceito de função, mais precisamente, a uma função definida no espaço amostral Ω
e assumindo valores reais.

Definição. Uma função X, definida no espaço amostral Ω e com valores num conjunto

enumerável de pontos da reta é dita uma variável aleatória discreta.

Esquematicamente, teremos a situação da Figura 6.6.

Figura 6.6: Definição de uma v.a.

Vimos, também, como associar a cada valor xi da v.a. X sua probabilidade de ocor-

rência. Ela é dada pela probabilidade do evento A de Ω, cujos elementos correspondem

ao valor xi (veja Figuras 6.2 e 6.3). Matematicamente, podemos escrever

P(X = xi) = P(A),

onde

A = {ω
1
, ω

2
, ...} ! Ω

é tal que X(ωi) = xi, se ωi " A e X(ωi) ! xi, se ωi " Ac
.

Definição. Chama-se função de probabilidade da v.a. discreta X, que assume os valo-

res x
1
, x

2
, ..., xn, ..., a função {(xi, p(xi)), i = 1, 2, ...}, que a cada valor de xi associa a sua

probabilidade de ocorrência, isto é,

p (xi) = P(X = xi) = pi, i = 1, 2, ...
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1. Considere uma urna contendo três bolas vermelhas e cinco pretas. Retire três bolas, sem
reposição, e defina a v.a. X igual ao número de bolas pretas. Obtenha a distribuição de X.

2. Repita o problema anterior, mas considerando extrações com reposição.

3. Suponha que uma moeda perfeita é lançada até que cara apareça pela primeira vez. Seja
X o número de lançamentos até que isso aconteça. Obtenha a distribuição de X. (Obser-
ve que, nesse problema, pelo menos teoricamente, X pode assumir um número infinito de
valores.) Veja também o Problema 55.

4. Uma moeda perfeita é lançada quatro vezes. Seja Y o número de caras obtidas. Calcule
a distribuição de Y.

5. Repita o problema anterior, considerando agora que a moeda é viciada, sendo a proba-
bilidade de cara dada por p, 0 < p < 1, p ! 1/2.

6. Generalize o Problema 5, para n lançamentos da moeda.

6.3 Valor Médio de uma Variável Aleatória
Vamos introduzir o conceito de valor médio por meio do seguinte exemplo.

Exemplo 6.5. Uma pergunta que logo ocorreria ao empresário do Exemplo 6.1 é qual o

lucro médio por conjunto montado que ele espera conseguir. Da Tabela 6.3, observamos

que 56% das montagens devem produzir um lucro de 15 reais, 23% um lucro de dez

reais, e assim por diante. Logo, o lucro esperado por montagem será dado por

lucro médio = (0,56)(15) + (0,23)(10) + (0,02)(5) + (0,19)(–5) = 9,85.

Isto é, caso sejam verdadeiras as suposições feitas para determinar a distribuição

da v.a., o empresário espera ter um lucro de 9,85 reais por conjunto montado.

Definição. Dada a v.a. X discreta, assumindo os valores x
1
, ..., xn, chamamos valor

médio ou esperança matemática de X ao valor

E(X) = !
n

i  = 1 

 xi P(X = xi) = !
n

i  = 1 

 xi pi. (6.1)

A expressão (6.1) é semelhante àquela utilizada para a média, introduzida no Capí-

tulo 3, onde no lugar das probabilidades pi tínhamos as freqüências relativas fi . A

distinção entre essas duas quantidades é que a primeira corresponde a valores de um

modelo teórico pressuposto, e a segunda, a valores observados da variável. Como pi e

fi têm a mesma interpretação, todas as medidas e gráficos discutidos no Capítulo 2,

baseados na distribuição das fi , possuem um correspondente na distribuição de uma

v.a. Além do valor médio, ou simplesmente média, definido acima, podemos conside-

rar também outras medidas de posição e variabilidade, como a mediana e o desvio

padrão. Veja a seção 6.8 para a definição da mediana de uma v.a. discreta. Vamos

considerar agora a definição de variância.

Problemas
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Definição. Chamamos de variância da v.a. X o valor

Var(X) = !
n

i  = 1

 [xi – E(X)]2pi. (6.2)

O desvio padrão de X, DP(X), é definido como a raiz quadrada positiva da variância.

Exemplo 6.6. Deixamos a cargo do leitor verificar que, no caso do problema do em-

presário, teremos:

(i) Var(X) = 57,23;

(ii) DP(X) = 7,57;

(iii) gráfico de (x, p(x)): Figura 6.7.

Figura 6.7: Gráfico de p(x): distribuição da v.a. X = lucro
por montagem.

Observação. Até agora, consideramos o caso em que a v.a. X pode assumir um núme-

ro finito de valores. Mas uma v.a. discreta X pode assumir um número infinito, porém

enumerável, de valores, x
1
, ..., xn, ..., com probabilidades p

1
, ..., pn, ..., tal que

cada pi > 0 e a soma de todos os pi seja 1, ou seja, !∞
i = 1 

 pi = 1. Veja o Problema 3. Nesse

caso, a definição de esperança deve ser modificada. A soma na expressão (6.1) é uma

“soma infinita”, que temos de supor que seja “convergente”.

7. Obtenha a média e a variância da v.a. X dos Problemas 1 e 2.

8. Obter a média e a variância da v.a. Y do Problema 4.

Problemas
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6.4 Algumas Propriedades do Valor Médio
Retomemos o Exemplo 6.1 para ilustrar algumas propriedades da média de uma v.a.

Exemplo 6.7. Suponha que todos os preços determinados pelo empresário do Exem-

plo 6.1 estivessem errados. Na realidade, todos os valores deveriam ser duplicados,

isto é, custos e preços de venda. Isso corresponde à transformação Z = 2X. As probabi-

lidades associadas à  v.a. Z serão as mesmas da v.a. X, pois cada valor de X irá

corresponder a um único valor de Z. Na Tabela 6.9 temos a distribuição de Z.

O valor médio da v.a. Z é obtido por

E (Z ) = !zi p(zi) = !(2xi )p(xi ) = 19,70.

Suponha, agora, que queiramos a distribuição da v.a. W = X2. Baseados na Tabela 6.3,

obtemos a Tabela 6.10.

Tabela 6.9: Distribuição da variável aleatória Z = 2X.

x z = 2x p(z) = p(x) z · p(z)

15 30 0,56 16,80
10 20 0,23 14,60
15 10 0,02 00,20
–5 –10– 0,19 –1,90

Total — 1,00 19,70

Fonte: Tabela 6.3.

Tabela 6.10: Distribuição da variável aleatória W = X 2.

w p(w) w · p(w)

225 0,56 126,00
100 0,23 23,00
25 0,21 5,25

Total 1,00 154,25

Fonte: Tabela 6.3.

Observe que o evento {W = 25} ocorre quando {X = 5 ou X = –5}, portanto

P(W = 25) = P(X = 5) + P(X = –5) = 0,02 + 0,19 = 0,21. Segue-se que a média de W é

E(W) = !wi p(wi
) = (225)(0,56) + (100)(0,23) + (25)(0,21)

= (225)(0,56) + (100)(0,23) + {(25)(0,02) + (25)(0,19)}

= !x 2

i p(xi ) = 154,25.
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Quanto às esperanças de Z e W, transformadas de X, é fácil ver que elas podem ser

escritas através da f.p. de X.

Definição. Dada a v.a. discreta X e a respectiva função de probabilidade p(x), a espe-

rança matemática da função h(X ) é dada por

E [h(X )] = !h(xi)p(xi). (6.3)

As seguintes propriedades podem ser facilmente demonstradas (veja o Problema 45):

(a) Se h(X) = aX + b, onde a e b são constantes, então

E(aX + b) = aE(X ) + b, (6.4)

Var(aX + b) = a2Var(X ). (6.5)

(b) Var(X ) = E(X2) – [(E(X )]2 = !x2

i  p(xi) – [!xip(xi)]
2. (6.6)

A fórmula (6.6) deve ser usada para facilitar o cálculo da variância.

Observação. A propriedade (6.4) não vale, em geral, para funções não-lineares.

Veja o Problema 58.

Exemplo 6.8. Usando os resultados dos exemplos 6.5 e 6.7, obtemos

Var(X ) = 154,25 – (9,85)2 = 57,23.

Observação. Usaremos os símbolos abaixo para indicar a média e a variância de uma v.a. X:

E(X) = µ(X ),

Var(X ) = σ 2(X ),

ou, simplesmente, µ e σ2, respectivamente, se não houver possibilidade de confusão.

6.5 Função de Distribuição Acumulada
No Capítulo 2 demos a definição de função de distribuição acumulada ou empírica

para um conjunto de n observações. O equivalente teórico para variáveis aleatórias

é definido a seguir.

Definição. Dada a variável aleatória X, chamaremos de função de distribuição acumu-

lada (f.d.a.), ou simplesmente função de distribuição (f.d.) F(x) à função

F(x ) = P(X " x ). (6.7)

Observe que o domínio de F é todo o conjunto dos números reais, ao passo que o

contradomínio é o intervalo [0,1].

Exemplo 6.9. Voltando ao problema do empresário e usando a f.p. de X definida na

Tabela 6.3, a f.d.a. de X será dada por
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0, se x < –5

0,19, se –5 " x < 5

F(x) = 0,21, se 5 " x < 10

0,44, se 10 " x < 15

1, se x # 15,

cujo gráfico está na Figura 6.8.

Figura 6.8: f.d.a. para a v.a. X = lucro
por montagem.

Observe que P(X = xi) é igual ao salto que a função F(x) dá no ponto xi; por

exemplo, P(X = 10) = 0,23 = F(10) – F(10–). De modo geral, P(X = xi) = F(xi) – F(xi –),

onde lembramos que F(a–) = limx!a–
 F(x). Observe, também, que o conhecimento de

F(x) é equivalente ao conhecimento da f.p. de X.

9. No Problema 1, obtenha as distribuições das v.a. 3X e X 2.

10. Considere o lançamento de três moedas. Se ocorre o evento CCC, dizemos que temos
uma seqüência, ao passo que se ocorre o evento CRC temos três seqüências. Defina a v.a.
X = número de caras obtidas e Y = número de seqüências, isso para cada resultado
possível. Assim, X (CRR) = 1 e Y (CRR) = 2. Obtenha as distribuições de X e Y. Calcule
E(X), E(Y), Var(X) e Var(Y).

11. Suponha que a v.a. V tem a distribuição seguinte:

v 0 1

p(v) q 1 – q

Obtenha E(V) e Var(V).

12. Seja X com distribuição dada abaixo; calcule E(X). Considere a v.a. (X – a)2 e calcule
E(X – a)2 para a = 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1. Obtenha o gráfico de E(X – a)2 = g(a).
Para qual valor de a, g(a) é mínimo?

x 0 1 2

p(x) 1/2 1/4 1/4

Problemas
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13. Um vendedor de equipamento pesado pode visitar, num dia, um ou dois clientes, com
probabilidade de 1/3 ou 2/3, respectivamente. De cada contato, pode resultar a venda de
um equipamento por $50.000,00 (com probabilidade 1/10) ou nenhuma venda (com pro-
babilidade 9/10). Indicando por Y o valor total de vendas diárias desse vendedor, escreva a
função de probabilidade de Y e calcule o valor total esperado de vendas diárias.

14. Calcule a variância da v.a. Y definida no Problema 13.

15. Obter a f.d.a. para a v.a. V do Problema 11. Faça seu gráfico.

16. Calcule a f.d.a. da v.a. Y do Problema 10 e faça seu gráfico.

17. O tempo T, em minutos, necessário para um operário processar certa peça é uma v.a.
com a seguinte distribuição de probabilidade.

t 2  3  4  5  6  7

p(t) 0,1 0,1 0,3 0,2 0,2 0,1

(a) Calcule o tempo médio de processamento.
Para cada peça processada, o operário ganha um fixo de $2,00, mas, se ele processa
a peça em menos de seis minutos, ganha $0,50 em cada minuto poupado. Por exem-
plo, se ele processa a peça em quatro minutos, recebe a quantia adicional de $1,00.

(b) Encontre a distribuição, a média e a variância da v.a. G: quantia em $ ganha por peça.

18. Sabe-se que a v.a. X assume os valores 1, 2 e 3 e que sua f.d.a. F(x) é tal que
F(1) – F(1 –) = 1/3,

F(2) – F(2 –) = 1/6,

F(3) – F(3 –) = 1/2.

Obtenha a distribuição de X, a f.d.a. F(x) e os gráficos respectivos.

19. Obtenha a f.d.a. F(t) da v.a. T do Problema 17.

6.6 Alguns Modelos Probabilísticos para Variáveis Aleatórias
Discretas

Algumas variáveis aleatórias adaptam-se muito bem a uma série de problemas

práticos. Portanto, um estudo pormenorizado dessas variáveis é de grande importân-

cia para a construção de modelos probabilísticos para situações reais e a conseqüente

estimação de seus parâmetros. Para algumas dessas distribuições existem tabelas que

facilitam o cálculo de probabilidades, em função de seus parâmetros. Nesta seção

iremos estudar alguns desses modelos, procurando enfatizar as condições em que eles

aparecem, suas funções de probabilidade, parâmetros e como calcular probabilidades.

6.6.1 Distribuição Uniforme Discreta
Este é o caso mais simples de v.a. discreta, em que cada valor possível ocorre com

a mesma probabilidade.
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