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Análise Bidimensional 
- Revisão de Matriz 
- Revisão de Dist de Frequência 
- Relação entre as variáveis  
- Associação entre Var. Qualitativas  
- Associação entre Var. Quantitativas 
- Associação entre Var. Qual/Quant
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Leitura obrigatória

- Bussab & Morettin - Cap. 4 (cont)
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Freqüência

Absoluta
Freqüência

Relativa (%)

Freqüência

Acumulada

ni

Observações da variável fi =
ni

N

N =

n.. = ∑L
i=1 ∑C

j=1 nij, número	total	de	elementos

ni. = ∑L
i=1 nij, 	Total	de	elementos	por	linha

n.j = ∑C
j=1 nij, 	Total	de	elementos	por	coluna

x

N(x) ≤ x

N(x) número	de	observações

Fe(x) = Fn(x) =
N(x)

n

Fe(x) = Função	de	distribuição	empírica
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Tabela 4.11: Notação para tabelas de contingência.

Y
X

B
1

B
2

... Bj ... Bs Total

A
1

n
11

n
12

... n
1j ... n

1s n
1.

A
2

n
21

n
22

... n
2j ... n

2s n
2.

! ! ! ! ! ! ! !
Ai ni1 ni2

... nij ... nis ni .

! ! ! ! ! ! ! !
Ar nr1

nr 2
... nrj ... nrs nr .

Total n
.1

n
. 2

... n
. j ... n

. s n..

Suponha que temos duas variáveis qualitativas X e Y, classificadas em r categorias

A
1
, A

2
, ..., A

r
 para X e s categorias B

1
, B

2
, ..., Bs, para Y.

Na tabela, temos:

nij = número de elementos pertencentes à i-ésima categoria de X e j-ésima categoria

de Y;

ni . = "s

j = 1
 nij = número de elementos da i-ésima categoria de X;

n. j = "r

i = 1
 nij = número de elementos da j-ésima categoria de Y;

n.. = n = "r

i = 1
 "s

j = 1
 nij = número total de elementos.

Sob a hipótese de que as variáveis X e Y não sejam associadas (comumente dize-
mos independentes), temos que

ni1  =
  ni2  = ... =  

nis  , i = 1, 2, ..., r (4.2) n.1 n .2 n. s

ou ainda
nij  =

  ni. ,  i = 1, ..., r, j = 1, ..., s n. j    n

de onde se deduz, finalmente, que

nij =
  ni. n.j ,

 
i = 1, ..., r, j = 1, ..., s.. (4.3)  n

Portanto, sob a hipótese de independência, de (4.3) segue que, em termos de
freqüências relativas, podemos escrever fi j = fi . f. j.

Chamando de freqüências esperadas os valores dados pelos segundos membros
de (4.3), e denotando-as por n*

ij, temos que o qui-quadrado de Pearson pode ser escrito

χ2
 = "

r

i = 1  

"
s

j = 1

 
(nij – n *

ij)
2

, (4.4) n*
ij
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Variáveis Quantitativas
Dependente Independente

S

E (anos	de	experiência)

(salário) G

WRenda	Bruta

(gasto	saúde)

Corr(X, Y ) =
1
n

n

∑
i=1

(xi − x̄)
dp(X )

(yi − ȳ)
dp(Y )

=

Correlação

−1 ≤ corr(X, Y ) ≤ 1

Cov(X, Y ) =
∑n

i=1 (xi − x̄)(yi − ȳ)

n

Covariância

∑ xiyi − n x̄ ȳ

(∑ x2
i − n x̄2)(∑ y2

i − nȳ2)

Corr(X, Y ) =
cov(X, Y )

dp(X )dp(Y )
=
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Tabela 4.14: Resultado de um teste (X) e tempo de ope-
ração de máquina (Y) para oito indivíduos.

Indivíduo X Y

A 45 343
B 52 368
C 61 355
D 70 334
E 74 337
F 76 381
G 80 345
H 90 375

Fonte: Dados hipotéticos.

Os dados estão na Tabela 4.14. Do gráfico de dispersão (Figura 4.5) concluímos
que parece não haver associação entre as duas variáveis, pois conhecer o resultado do
teste não ajuda a prever o tempo gasto para aprender a operar a máquina.

A partir dos gráficos apresentados, verificamos que a representação gráfica das
variáveis quantitativas ajuda muito a compreender o comportamento conjunto das
duas variáveis quanto à existência ou não de associação entre elas.

Contudo, é muito útil quantificar esta associação. Existem muitos tipos de associações
possíveis, e aqui iremos apresentar o tipo de relação mais simples, que é a linear. Isto
é, iremos definir uma medida que avalia o quanto a nuvem de pontos no gráfico de
dispersão aproxima-se de uma reta. Esta medida será definida de modo a variar num
intervalo finito, especificamente, de –1 a +1.

Consideremos um gráfico de dispersão como o da Figura 4.6 (a) no qual, por meio de
uma transformação conveniente, a origem foi colocada no centro da nuvem de dispersão.
Aqueles dados possuem uma associação linear direta (ou positiva) e notamos que a grande
maioria dos pontos está situada no primeiro e terceiro quadrantes. Nesses quadrantes as
coordenadas dos pontos têm o mesmo sinal, e, portanto, o produto delas será sempre
positivo. Somando-se o produto das coordenadas dos pontos, o resultado será um número posi-

tivo, pois existem mais produtos positivos do que negativos.

Figura 4.6: Tipos de associações entre duas variáveis.

Para a dispersão da Figura 4.6 (b), observamos uma dependência linear inversa
(ou negativa) e, procedendo-se como anteriormente, a soma dos produtos das coorde-
nadas será negativa.

C AP04c.P65 21/9/2009, 12:0283

Tipos de Associação entre Variáveis
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Variáveis Qualitativas
Dependente Independente

C

F(Fumante)

(Cancer)

Nominal Nominal

Fumantes (60%) Não FumantesSim

Não Fumantes (40%) Não Fumantes

0 100

Independentes 

x 

Pareado

χ2 = n
r

∑
i=1

s

∑
j=1

(( fij − f*ij )2

f*ij
⇒

Medida de 

associação

Tabela de Contigência

Câncer

Sim Não

Fumante

Sim Não

Fumante
Câncer

Sim

Não

Sim Não

S,S S,N

N,S N,N

n1j
n2j

Total

Total ni1 ni2
n1j → núm.	indivíduos	que	fumam

n2j → núm.	indivíduos	que	não	fumam
ni1 → núm.	indivíduos	com	câncer
ni2 → núm.	indivíduos	sem	câncer

n.. → núm.	total	de	indivíduos

fij = fi. f.j

fi =
ni

N

Sabemos que

Então:
se, χ2 → alto ⇒ associado
se, χ2 → 0 ⇒ não	associados



Associação entre Variáveis Qualitativas

9

Variáveis Qualitativas
Dependente Independente

NS

Sexo

Ordinal Nominal

M F3

1 M F

0 100

Testes Não Paramétricos
Mann-Withney

Wilcoxon

Comparação entre os grupos

Existe diferença no nível de 

satisfação com o nosso produto, 

dado o sexo do cliente?

Nível de Satisfação

0 1

Sexo

M F3

0 M F
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Independente

Qualitativa

Nominal

Testes Paramétricos
T-student

Anova

Educação  afeta o salário?
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Para analisar dois conjuntos de dados podemos recorrer, também, aos métodos

utilizados anteriormente para analisar um conjunto de dados, exibindo as análises feitas

separadamente, para efeito de comparação. Por exemplo, podemos exibir os desenhos

esquemáticos, ou os ramos-e-folhas para os dois conjuntos de observações.

4.6 Associação entre Variáveis Qualitativas e Quantitativas
Como mencionado na introdução deste capítulo, é comum nessas situações anali-

sar o que acontece com a variável quantitativa dentro de cada categoria da variável

qualitativa. Essa análise pode ser conduzida por meio de medidas-resumo, histogramas,

box plots ou ramo-e-folhas. Vamos ilustrar com um exemplo.

Exemplo 4.8. Retomemos os dados da Tabela 2.1, para os quais desejamos analisar

agora o comportamento dos salários dentro de cada categoria de grau de instrução, ou

seja, investigar o comportamento conjunto das variáveis S e Y.

Tabela 4.16: Medidas-resumo para a variável salário, segundo o grau de instrução, na Companhia MB.

Grau de n s dp(S) var(S) s(1) q
1

q
2

q
3

s(n)instrução

Fundamental 12 17,84 2,79 17,77 14,00 16,01 17,13 19,16 13,65
Médio 18 11,54 3,62 13,10 15,73 18,84 10,91 14,48 19,40
Superior 6 16,48 4,11 16,89 10,53 13,65 16,74 18,38 23,30

Todos 36 11,12 4,52 20,46 14,00 17,55 10,17 14,06 23,30

Comecemos a análise construindo a Tabela 4.16, que contém medidas-resumo da

variável S para cada categoria de Y. A seguir, na Figura 4.8, apresentamos uma

visualização gráfica por meio de box plots.

Figura 4.8: Box plots de salário segundo grau de instrução.
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