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REVIEE)

e A enumeracédo exata das configuracdes é possivel
apenas para sistemas pequenos;

e Amostragem por importancia — configuragdes
. BH(o)

com maior 0 peso Pegy(o) = Zee 77 S0 mais

frequentemente escolhidas — Pgg(o ) varia com a

temperatura;

e Nesta aula aplicaremos o0 método de Monte Carlo
no modelo mais simples exibindo transi¢cao de
fase com quebra espontanea de simetria: modelo
de Ising.



Modelo de Ising

@ Modelo de Ising — generalizagdo do modelo para o cristal
paramagneético — H = —J > ; y oioj — H} ,0; — paraJ = 0
recupera-se o resultado do paramagneto ideal
m = tanh($H), onde 8 = ¢1+.

e Transicao de fase ferromagnética-paramagnética governada
pela temperatura para dimensdes superioresa d > 2 —
solucado exata para d = 2 (Onsager);

@ Solucao exata constitui uma excecao — importancia das
simulagbes numéricas;

e Diferentes dinamicas nos levam a distribuicao de Gibbs —
satisfaz o balango detalhado — algoritmo de Metropolis.



Algoritmo de Metropolis

e Sorteia-se aleatoriamente um sitio;
@ Inverte-se o sinal do spin do sitio escolhido;

® P,_or = min{1, e #A%()1 onde (modelo de Ising)
AH(o) = H(o") — H(o) = 20i(J > 50irs + H);

e Se AH < 0 a nova configuracao sera ¢’ com probabilidade
15

@ Se AH > 0 a nova configurcao sera ¢’ com probabilidade
e P2 Isso é feito gerando um niimero aleatorio r entre 0 e
1. Se r < e #A™ aceitamos o novo valor do spin, caso
contrario a nova configuracédo de spins é rejeitada;

@ Repetimos o processo a partir da primeira etapa.



o Atividades para simulacées numéricas do modelo de Ising
Utilizando o cadigo fortran ising-teste.f, simule o modelo de
Ising para redes de tamanho L = 4 sem alterar qualquer
parametro, a partir da temperatura inicial 1.0 até 4.0 em
incrementos de AT = 0.1. Para compilar o programa digite
gfortran isingt-teste.f . Em seguida, para rodar use o
comando ./a.out

e Compare com o calculo exato (disponivel no arquivo
ativi-enumeracao-L4.dat). Escolha uma das grandezas:
magnetizacao por spin, suscetibilidade ou energia meédia.
Para fazer o grafico no xmgrace use o comando xmgrace
-block ativ1-enumeracao-L4.dat -bxy 1:COLUNA -block
isingL4.dat -bxy 1:COLUNA

o Grandezas relevantes (|m|) = L(| >N ai]),
x = 7(m?) = (Im[)?] e u = {(H);

e Para magnetizacao use (1:2), suscetibilidade use (1:3) e
energia média use (1:4);



Comparacao com resultado exato para L = 4

@ Por que estamos calculando o médulo da magnetizagéo ao invés
da magnetizagao?



Alguns pontos importantes

e E necessario “descartar” as configuracdes iniciais — nao
séo (em geral) configuragdes importantes (tipicas) da
temperatura em analise;

e Comparagéo pararede L =4 para T = 2.269;
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@ Repetir as simulagbes a partir da temperatura inicial 2.0 até
3.0 com incrementos na temperatura de 0.02. Resultados
para L = 20 e L = 30 encontram-se nos arquivos
isingL20.dat e isingL30.dat, respectivamente.

e Faca o grafico da magnetizacao e suscetibilidade versus
temperatura para L = 10,20 e 30. Lembrando: xmgrace
-block isingL10.dat -bxy 1:COLUNA -block isingL20.dat -bxy
1:COLUNA -block isingL30.dat -bxy 1:COLUNA, onde
deve-se usar 1:2 (1:3) para magnetizacao (suscetibilidade)
versus temperatura.



Resultados

e Resultados para diferentes tamanhos de sistema;

e A medida que L aumenta — o0 maximo de x aumenta e sua
posicao se desloca para esquerda — evidéncia de uma
transicao de fase;

e Entretanto seu maximo é diferente do ponto critico

T, =%l = m = 2.269....(Onsager);

@ Como estimarmos o ponto critico e expoentes criticos?



Teoria de escala finita

e Uma vez que é possivel simularmos apenas sistemas
finitos, a teoria de escala finita nos permite localizar o ponto
critico e os expoentes criticos estudando sistemas finitos;

e Comprimento de correlacao [¢ ~ |t|7, sendo |t| = T%CTC] é
limitado pelo tamanho L finito do sistema — corre¢des de
escala nas grandezas como magnetizagao, suscetibilidade
e outras;

@ Quando L/¢ >> 1 os efeitos de tamanho finito ndo serdo
importantes. Por outro lado, L/¢ << 1 comportamento em
torno do ponto critico é afetado pelo tamanho finito;

e Ponto de partida — supor que £ “escala” com L de forma
que podemos trabalhar com a razdo L/¢ « L|t|” ou ainda
L1/l/’t”



@ Nas proximidades do ponto critico supomos que
My = &P/ f(L/€), x = £/"g(L/€), sendo f(x) e g(x) fungBes
de escala a serem determinadas. Tendo em vista os limites
para L/ >> 1 e << 1, definimos as fungdes f e g de forma
que M, = L=2/"F(LV"|t]) e x = L/*g(L'/*|t|), onde fe §
estdo relacionadas com f e g,

e No ponto critico (T = T, ou |t| = 0) obtemos M, = L~%/*f(0)
e x = L"/7§(0), de forma que um graflco di-log de M, e x
versus L nos fornece os expoentes criticos /v e /v,
respectivamente.

e Mas como encontrar o ponto critico T = T,?



@ A partir do resultado acima, podemos esperar que
M2 = L=28/"H(L'/"|t|) e M} = L=*F/*J(L"/¥|t|), sendo H(x) e
U(x) fungdes ;

(M

e E conveniente definirmos a quantidade U, = 1 — MZ)Q, uma

vez que na criticalidade ela é dada por Uy =1 — —, que é

independente do tamanho do sistema. Para o modelo de
Ising Uy ~ 0.61;

e ParaT < T,elL>>¢temos que U, =2/3 quando L — oc.
Quando T > T, e L >> ¢, temos U, — 0 quando L — oc.
Isso pode ser entendido tendo em vista que na fase
desordenada a distribuigcao de probabilidades P, (M)
assoacidada a M é uma gaussiana de largura o e centrada
em M = 0. Neste caso temos que (M?) = o e (M}) =302 e
portanto U, — 0.

e Para L << &, o cumulante U, é uma funcao que varia
“suavemente” com a temperatura.



Deducao alternativa

e Vimos que ambos ¢ e M, escalam com L e ¢°/7,
respectivamente. Uma vez que P(M,) deve depender de
L,Me T (por meio da dependéncia com §), assumimos a
relagdo P(M,) = ¢%/VP(L/&, MEP/V) ou ainda a expressédo
P(M,) = L?/*P(L/¢, ML?/¥);

@ A partir da expressdo acima, se calcularmos o valor médio
M. = [ |M|P(M.)dM chegaremos na expressao

M, = L=PF(LV/|t)), onde F(L/|t]) = [ |x|f(L/€, x)dx;

e Dessa forma, para qualquer poténcia de M, obtemos
MP = L="8/vf (LV/7|t]) (onde f,(L'/|t|) é diferente em cada
caso), de onde reobtemos os resultados anteriores.



Estimativa de T,

e Grafico de U, (5a coluna do arquivo de dados) versus a
temperatura para L = 10, L =20 e L = 30 (arquivos
isingL20.dat e isingL30.dat). Faca uma estimativa de T, e
compare com o resultado exato.



Estimativa de T,

@ Do cruzamento entre as diferentes curvas, obtemos
T, =2.27(1), em proximidade com o valor exato
T.=2.269...;
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e Encontrar o ponto critico para o modelo de Ising na rede
triangular. Este valor € igual ao da rede quadrada?



e Usando o xmgrace e o arquivo Tc.dat, faca graficos de M,
versus L (1:2) e x, versus L (1:3)em T = Tg;

e Lembrando que M, ~ L=#/* e se tomarmos o logaritmo

InM, =InA—3/vinL, o expoente 3/v é obtido a partir do
coeficiente angular;

o ldemparalny, — Inx, =InB+~/vinL;



Estimativa dos expoentes criticos

e Obtemos os expoentes /v = 0.124(3) e v/v = 1.74(3), em
concordancia com os valores exatos v =1, 5 =1/8 e

v =7/4.
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e O procedimento acima pode ser generalizado para outros
sistemas apresentando transicdes de fases e que nao
apresentam resultados exatos.



@ Obtenha os expoentes criticos para o0 modelo de Ising na
rede triangular. Os expoentes criticos s&o os mesmos da
rede quadrada?

e Considere novamente as relagoes de escala:
M, = L=B/f(LV7|t]) e x = L/*g(L""|t]). Uma forma de
estudarmos o alcance da validade das relagées acima
consiste em efetuarmos as transformacgées: M, = M, L?/7,
X, = x L, T = (T — T,)LVY.

@ De posse dos resultados para L = 10,20 e 30 execute o
codigo escalafinita.f para obter os dados para T, M| e x}
(1a, 2a e 3a colunas dos arquivos esctfL10.dat, esctfL20.dat
e esctfL30.dat, respectivamente). Faca o gréafico das saidas
de dados e discuta suas expectativas.



e Colapso de dados é uma analise importante para
verificarmos ndo apenas a validade das relacdes de escala
(e classe de universalidade), como também uma forma de
estimarmos o ponto critico com relativa precisdo quando se
conhece a classe de universalidade a qual pertence o
modelo em estudo.



e Desafio IV (para casa): Faga o grafico de M| versus T' e x|
versus T’ para o modelo de Ising na rede triangular.

e Desafio V (para casa): Simule agora o modelo de Ising com
campo magnético mantendo a temperatura fixa. Como
ficam os resultados se T < T, e T > T,? E necessario
considerarmos o modulo da magnetizacao neste caso?



Modelo do votante majoritario

@ O modelo do votante majoritario com k vizinhos pode ser
simulado de maneira andloga ao modelo de Ising — simulamos
por meio de uma dindmica diferente;

@ Um spin i é também escolhido aleatoriamente e invertido com
taxa (aqui probabilidade)
wi = 3[1 = 07S(0j11 + Tiso + Oiya + Oipa + ... + Tk,

e Mais especificamente, escolhe-se primeiramente um sitio /
aleatoriamente;

Obtém-se o sinal da soma-se dos spins vizinhos do sitio /;

Calcula a quantidade w; acima e em seguida gera-se um nimero

aleatorio &;

O spin é invertido se w; > ¢&.

Os demais passos e calculos sdo analogos ao modelo de Ising.

@ Resultados para simulagcdes na rede quadrada podem ser
encontradas no livro Dinamica estocastica e irreversibilidade
(Tomé e QOliveira).
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