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Vetores

O conceito de vetor

Existem muitas grandezas fisicas que nao podem ser completamente descritas por um simples numero.
Para descrever essas grandezas (como forcas, deslocamentos, velocidades, etc.) precisamos especificar, além
de um nimero, uma diregio e um sentido. Essas grandezas sao denominadas vetoriais, em contraposi¢ao
as grandezas escalares, que podem ser caracterizadas apenas por um numero (como temperatura, energia,
etc). Representamos e fazemos contas com essas grandezas vetorias a partir do conceito de vetor. O vetor
é uma entidade matematica associada a um moddulo, uma direcao e um sentido. Representamos um vetor
por uma letra com uma flecha em cima: 7. Na natureza existem também outras grandezas que sdo muito mais
complexas, necessitando para sua caracterizacao de entidades matematicas ainda mais complicadas que os vetores
(por exemplo, a tensdo ou as deformacgoes de um solido anisotropico sao descritas por entidades denominadas
tensores).

Vetores ja devem ter sido vistos no ensino médio. Nao vamos rever as idéias mais intuitivas. Também
nao vamos nos preocupar com um tratamento rigoroso ou detalhado (que deve ser apresentado numa disciplina
especifica de matemética). Vamos apenas rever os conceitos basicos, definir os vetores mais usados na cinematica
(vetor posicao, vetor velocidade e vetor aceleragao) e principalmente introduzir uma notag¢ao mais prdatica a fim
de facilitar as operagoes (soma, multiplicagoes, derivagao) com vetores. Sem o dominio dessa nova notagao
fica impossivel a representacao adequada da cinematica e ainda fazer as contas necessarias para a
resolucao de problemas mais complexos.

Vetores na cinematica

Suponha que vocé queria descrever um movimento num plano': suponha o movimento de uma pessoa que
entre pelo portdao 3 da USP e se dirija ao IME. Na figura 1, esse movimento estd representado pelos pontos
pretos. Para indicar a posicao da pessoa em cada instante de tempo, precisamos, a partir de um sistema de
referencias, indicar, para cada instante ¢, o seu vetor posigao .

Vamos adotar inicialmente um sistema cartesiano - o par de eixos ortogonais desenhado na figura 1, com
origem em um ponto qualquer, e como origem do tempo o momento onde a pessoa estd na portaria 3. No desenho
da direita, vemos os vetores posi¢ao nos instantes t =2, t =9 e t = 13 (em alguma unidade...). O vetor posigao
de um objeto que se move, no instante t, ¢ um vetor que comeca sempre na origem do sistema de coordenadas
e acaba na posicao em que o corpo esti nesse instante.
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Figura 1:

'Vamos definir todos os conceitos para movimentos bidimensionais, que sio mais facilmente desenhados e visualizados. A extensio
dessas defini¢oes para trés dimensoes (ou mais!) é imediata.



Notem que, a partir da informacgao sobre o vetor posicao em varios instantes do tempo podemos definir
uma fungao vetorial, ou seja, um vetor cujo médulo, a dire¢ao e o sentido variam continuamente, por exemplo
como tempo. O vetor posi¢ao em geral é uma funcdo vetorial e é representado por 7(t).
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A funcao vetor posicao equivale a4 equacao horaria no caso de movimentos no plano e no
espaco. Do mesmo modo que a posicao de um corpo depende do sistema de referéncias, o vetor posicao também
vai depender do referencial adotado. Mas, uma vez definido, um vetor (ou seja, seu modulo, sua dire¢ao e seu
sentido) é uma entidade matemética que nao depende de como o representamos.

Podemos agora generalizar facilmente os conceitos de velocidade média e velocidade instantanea para os
movimentos bi e tridimensionais:

Velocidade média:
AT B F(tf) — 7(t;)
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Mas o que significam essas definicoes? Para que esses conceitos sejam de alguma utilidade, precisamos
aprender como “fazer contas” com vetores. No seu curso do ensino médio vocé deve ter aprendido que vetores se
somam segundo “a regra do paralelogramo” ou “a regra do poligono” (veja figura 2).

Regra do paralelogramo
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Figura 2:

Esses métodos geométricos sao intuitivos, mas sao muito pouco praticos e precisos. Precisamos de réguas,
esquadros, transferidores, e outros equipamentos de desenho para usé-los com precisdo. Vamos a seguir introduzir
uma forma de representar e fazer conta com vetores muito mais eficiente: consiste em representar
o vetor como a soma de suas componentes em uma “base” ortogonal, a partir da definicdo dos “versores” nessa
base. Com isso ficard muito simples somar, subtrair, multiplicar vetores, encontrar seus médulos ou até mesmo
o angulo entre eles com grande precisdao. Vamos poder ainda derivar e integrar fungoes vetoriais e descrever
qualquer movimento no espaco tridimensional, mesmo os mais complicados!

Apesar dos vetores serem independentes dos sistemas de coordenadas, é muito interessante escrevé-los em
termos de suas componentes num determinado sistema. A figura 3 indica um vetor F' que tem uma componente
F, ao longo da direcao x.

A notagao ’ﬁ’ designa o modulo de um vetor F. Entao,

’ —

Fy

= ’_ﬁ’ COS «v.

Adotando um sistema de eixos cartesianos (isto é, de eixos ortogonais, como mostrado na figura 4), todo vetor
planar pode ser decomposto em componentes ao longo das diregoes = e y.
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Figura 4:

Usando a “regra da soma do paralelogramo” temos
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F:Fx+ Y

ou seja, um vetor sempre pode ser escrito como a soma de suas componentes num sistema de eixos
ortogonais. Pelo teorema de Pitagoras temos

71 <R+

Embora tenha sido apresentado um exemplo bidimensional, tudo também funciona em trés dimensoes
(para um sistema de eixos cartesianos x — y — z).

Para tornar mais simples a representacao de um vetor é interessante introduzir a nocao de versor, que é
um vetor de médulo unitario, funcionando como uma espécie de “unidade de direcdo ”. Na figura 5 representamos
0s versores 7’ e 7, que sao vetores unitarios nas diregoes x e y respectivamente (na dire¢do z costuma-se usar o
simbolo k). Note que |7| =|7] = 1.
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Figura 5:

O vetor F, pode entao ser escrito como F, = F,%, onde F, é um escalar, cujo valor corresponde ao modulo

. Da mesma forma temos

”

FE,=F,J

Portanto,
F =F, 7+ F,J.

Em trés dimensoes teriamos

F = F, 7+ F,j+ F.k.




Se um vetor é representado dessa forma, é imediato descobrirmos o valor de sua componente em qualquer uma
das diregoes x, y ou z.

Tenha certeza de que entendeu mesmo o que foi feito até agora! Vocé terd que reproduzir esse tipo de
raciocinio inimeras vezes daqui para a frente. Caso nao tenha entendido, pergunte! Em seguida veja o exemplo
abaixo e faca os exercicios propostos.

Exemplo 1: Escreva, em termos dos versores cartesianos, os dois vetores 7] e ¥, indicados na figura 6 abaixo.
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Figura 6:

E facil perceber que
v, = 31+ 23 Up = 40— 27

e que

P =324+22=13 = |64|=V13; e |B)*=42+22=20 = |0y =20 =2V5.

—

Exercicio 1: Escreva os vetores @, b, e ¢ representados na figura 7 abaixo, em termos dos versores 7 e }: calcule
o modulo do vetor a.

o s
[
13
42
41
%6 5-4-32-1\["1 2 345
] ———— X
11 >
R ¢
{2
b
la

Figura T:

Operacoes com vetores

Usando essa notagado fica muito mais facil somar, subtrair e multiplicar vetores. Veja as defini¢oes e os
exemplos abaixo, e depois faca os exercicios propostos:

Soma ou subtracao

Dados os vetores



b= by + b7+ b.k,

o vetor soma ou subtracao é definido como

@+b=(ay+b,)7+ (ay £b,) T+ (a. £ b,) k.

Exemplo 2: Vamos considerar os vetores
U1 = 3U+ 27 Up = 41— 27.

A soma ¢é dada por
U1 + Uy = T7.

Exercicio 2: Calcule @+ b e @ — ¢, onde @, b e ¢ sdo os vetores da figura 7.

Produto de vetores:

Ha pelo menos trés tipos de produtos envolvendo vetores:

(i) o produto de um vetor por um nimero escalar; o resultado é um vetor com mesma dire¢ao e sentido mas
com um moédulo multiplicado por esse numero. O sentido se inverte se o nimero for negativo.

(ii) O produto escalar, representado em geral por um ponto (-), que é uma forma de combinarmos dois vetores
dando como resultado um numero (escalar, dai o nome); inimeras grandezas importantes no estuda da
mecanica sdo o resultado do produtos escalar entre dois vetores, e, em particular, o produto escalar fornece
um modo simples e exato de calcularmos o angulo entre dois vetores sem fazer desenhos.

(iii) O produto vetorial, geralmente representado pelo simbolo x , que é uma forma de combinarmos dois vetores
dando como resultado outro vetor. Produtos vetoriais sao muito empregados para descrever dindmica de
rotacoes, por exemplo.

Vamos hoje estudar os dois primeiros tipos de produto.

(i) produto de um niimero escalar por um vetor, dando como resultado um vetor:

Dado o vetor

-

= az0+ ayJ+ azk

SI

e o escalar A, temos

Al = Aa,7+ AayT+ Aa.k.

Exemplo 3: Como exemplo, vamos considerar o vetor ¥; = 37+ 2j. Multiplicando por 5, temos 157+ 107
multiplicando por —6, obtemos —187 — 127} multiplicando por 0,5 temos 1,57+ 7.

Exercicio 3: Calcule os vetores A =10a e C'= 5 ¢, onde @ e ¢ sdo os vetores da figura 7.
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(ii) Produto de um vetor por outro vetor, dando como resultado um escalar (¢ o chamado
produto escalar);

Dados os vetores

definimos o produto escalar,

q b= agzby + ayby + ab..

Exemplo 4: Por exemplo, o produto escalar dos vetores 7 = 37+ 27'e v = 47— 27 é dado por

Ty-Th=3x4+2x(-2)=12—-4=38.

—

Exercicio 4: Calcule os produtos escalares d-be —c- d.

H4 uma forma alternativa, muito conveniente, de escrever o produto escalar entre dois vetores. Dados @ e
b, formando um angulo @, é facil mostrar que

@ b=|d ‘5‘ cosf.

A demonstragao desta relagao esta no livro Uma introdugao elementar ao cdlculo diferencial e integral, disponivel
na pagina dessa disciplina na Internet.

Exemplo 4: vamos calcular o &ngulo entre os vetores ¥; = 3+ 27 e U5 = 47— 27. O produto escalar é dado por
Ty Th=3x4+2x(-2)=12—4=238.
0Os moédulos desse dois vetores sao dados por
7= O+DY2=V13 e |oo] = (16 +4)Y? = 25,
Entao L
V1 - V2 o 8
|| |T2] 2413 x5

de onde vem que 6 é o angulo cujo cosseno vale 0,496..., ou seja, 0 = 60, 255°.

cos = =0,496...,

Exercicio 4: Calcule o angulo entre os vetores a e b.

Funcoes vetoriais:



Uma fungao vetorial é um vetor que depende de uma ou mais variaveis. Por exemplo, o vetor posicao 7 ou
o vetor velocidade ¢/ sdo em geral funcdes do tempo ¢. Entdo temos as fungdes vetoriais 7= 7 (t) e ¥ = U (t).

Uma fungao vetorial terd fungdes como componentes (em vez de numeros), ou seja, é o valor de suas
componentes X, y ol z que variam com o tempo:

-

F=7Ft)=zt)T+yt) T+ 20k

onde chamamos de x(t) o m6dulo da componente do vetor posi¢do 7(¢) na dire¢do x, de y(t) o mddulo da sua
componente na dire¢ao y e z(t) o modulo da sua componente na dire¢ao z.

Exercicio 5: dado um corpo cujo movimento é descrito pelo vetor posicio 7(t) = (2+3t) 7+ (—3?) 7 (unidades
SI), (a) encontre os vetores que indicam a posi¢ao do corpo nos instantes t = 1 s et =2 s. (b) Faga um desenho
desses vetores. (c) Qual a distancia do objeto & origem do sistema de coordenadas, no instante ¢t = 2 7

Exemplo 6: Encontre o vetor velocidade instantanea para o movimento do corpo acima e descubra qual o vetor
velocidade no instante t = 2 s.

T(t)

_ AR _ de(t) ., dy()

m TR T= v (t) T+ vy(t)

( a derivada da soma ¢é a soma das derivadas e, sdo constantes). Para o vetor posi¢ao definido acima temos:

i) = T = & [+ 307 (-3)7] = @) 7+ (607

G(t) =37—6t] = G(t=2)=37—127

Note que a componente da velocidade na direcdo x é constante o que significa que o movimento nessa dire¢ao
(ou seja, z(t)) € um MRU; ja a componente da velocidade na dire¢do y varia linearmente com o tempo, o que
significa que o movimento nessa direcao é um MRUV.

Exercicio 6: Calcule o vetor velocidade média entre os instantest =0se ¢t =2 s.

dii(t)
dt

Exercicio 7: Calcule o vetor aceleragao d(t), definido como , no caso acima. Qual a direcdo e o sentido

desse vetor aceleracao?



