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4.1 Introducdo

Os procedimentos de krigagem ordinéria apresentados no capitulo anterior
(vide Secdo 3.4) buscavam predicGes 6timas da variavel em estudo, em locais ndo
observados, minimizando a variancia do erro associado a essa estimativa. Neste
capitulo, o foco serd na analise de modelos de incerteza, ou seja, na inferéncia das
distribuicbes de probabilidade para cada posicio do espaco considerado,
representadas pelos vetores x. Os novos procedimentos vdo permitir a defini¢cdo de
estimadores obtidos segundo a minimizacdo de outras fun¢des de erro inferencial, e
ndo, como efetuado pela krigagem linear (vide Secdo 3.5), um estimador baseado
apenas na minimizacgéo da variancia do erro. Situa¢gdes em que a andlise da incerteza
é relevante podem ser ilustradas na aplicacdo da krigagem nos estudos de reposi¢cdo
de nutrientes nos solos. Neste caso, 0 que se deseja € determinar a quantidade de
nutrientes que deve ser reposta nos solos de uma regido de maneira a maximizar a
producdo e tornar minimo os custos. O processo inferencial tem como objetivo
evidenciar os locais em que um determinado fator dos solos, Z(x), é deficiente, ou

seja, os locais em que o valor estimado, 2(X) seja igual ou abaixo de um valor
critico, z,,, isto é, quando 2(X)£ Z;,,- Assim, o que interessa ndo € inferir
exatamente um determinado valor, mas definir areas com maior probabilidade que
0 evento ocorra, ou seja, areas onde a probabilidade do valor estimado 2(X) ser

menor ou igual a um limite z, , definida por Prob{z(x)s Z”rr}, tem um valor
determinado.

Por outro lado, os erros inferenciais, que sdo a subestimacdo (estimar um valor
menor do que seria o valor real) ou, a sobre-estimacdo (estimar um valor maior do
que seria o valor real) vdo produzir efeitos diferentes no processo produtivo.
Enquanto a subestimacdo pode levar a repor nutrientes onde ndo € necessario, e
contaminar os solos, a sobre-estimacdo pode conduzir a ndo repor nutrientes onde é
necessario e prejudicar a produtividade. Dessa forma, esses erros inferenciais ndo
podem ser tratados como se tivessem o mesmo impacto, e a minimizacdo de um, ou
de outro, ou de ambos, vai depender dos objetivos impostos pelo trabalho a ser
executado. Neste contexto, o estimador de krigagem linear obtido pela
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minimizacdo da variancia (vide Secdo 3.5), que considera equivalentes e simétricos
0s impactos de subestimar ou sobre-estimar, seria insuficiente para apoiar as
decisdes necessarias a melhor solucdo do problema.

Este capitulo apresenta um conjunto de técnicas que procura construir o
modelo de incerteza associado a uma determinada posi¢do do espago, representada
pelo vetor x. O modelo a ser produzido é condicionado a um conjunto de dados
geogréficos, coletados previamente a partir de suportes amostrais pontuais. Os
exemplos, utilizados para ilustrar os conceitos deste capitulo, referem-se a
conjuntos amostrais obtidos no levantamento de solos executado na regido de
Canchim (vide Secdo 3.4, Figura 4-1 e Tabela 4-1). No que segue, admite-se que o
leitor esteja familiarizado com os conceitos de krigagem apresentados no capitulo 3
(Secdo 3.4 a Secéo 3.7).

4.2 Incertezas locais

A geoestatistica considera os valores de um atributo para cada posi¢do X [1A
(uma regido da superficie terrestre) como uma realizacdo de uma variavel aleatéria
(VA), descrita como Z(x). Isto significa que, na posicao X, Z(x) pode assumir

diferentes valores para o atributo considerado, cada valor com uma probabilidade
de ocorréncia associada a ele. Uma VA Z(x) ordenada, continua ou discreta, €

caracterizada pela sua funcdo de distribuicdo de probabilidade acumulada, fdpa,
univariada, F(x,z), definida como:

F(x; z) = Prob{Z(x) < z} (4.1)

Os procedimentos por indicacdo (também conhecidos por fun¢fes indicatriz)
estdo interessados na modelagem da funcdo de distribuicdo univariada acumulada
condicionada (fdpac), isto €, a funcdo de distribuicdo que pode ser construida
condicionada aos n dados amostrados, F(x; z| (n)) que é dada por:

F(x;z| (n))=Prob{z(x) < z| (n} (4.2)
A F(x;zl (n)) modela a incerteza da V.A. Z no local x , e uma vez estimada

essa funcdo de distribuicdo de probabilidade ela pode ser utilizada para:

e produzir uma estimativa de valores do atributo em posicGes nédo
conhecidas;

« modelar a incerteza dos valores para o atributo nas posi¢des estimadas;

O enfoque tradicional, oferecido pela krigagem linear, para modelar a incerteza
em locais ndo amostrados , consiste em computar estimativas do valor desconhecido
i(x) e de sua respectiva variancia &z(x), e construir um intervalo de confianca do

tipo gaussiano, centrado em i(x),
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Prob{Z(x) 0 [2(x)-25(x), Z(x) + 25(x)} (4.3)

A construcdo deste tipo de intervalo de confianca fundamenta-se nas hipoteses:

e 0s erros locais de estimacgdo tém distribuicdo gaussiana;

e 0 intervalo de confianca pode ser construido através da variancia
destes erros.

Essas hipOteses sdo fortemente restritivas, uma vez que a distribuicdo local dos
erros pode apresentar severas assimetrias, principalmente quando o histograma das
amostras apresenta-se assimétrico, ndo se adequando a hipGtese gaussiana sendo
implicitamente considerada. Por outro lado, a variancia obtida através da krigagem
linear depende unicamente da configuracdo geométrica dos dados, e ndo do valor
de seu atributo naquela posi¢do, e uma variancia com essas caracteristicas pode ndo
ser adequada para representar as incertezas na estimativa de valor para o atributo,
principalmente em regibes onde amostras proximas apresentam valores para seu
atributo, medido ou observado, muito discrepantes.

Um outro enfoque possivel é considerar que primeiro é necessario modelar a
incerteza, ou seja inferir as distribuicdes de probabilidades locais, as distribuicdes
para cada ponto do espaco a ser estudado, representado pelo vetor x. Uma vez
estabelecidas as funcoes, F(x; z| (n)) e sO entdo deduzir as estimativas 6timas para
cada ponto. Observe que o procedimento tradicional primeiro calcula a estimativa,
os valores estimados para 0s pontos ndo observados, e depois acrescenta o intervalo
de confianca, com base na variancia dos erros produzidos pelo estimador. A
modelagem da incerteza, sendo construida diretamente através da fdpac,
F(x; z| (n)) condiciona, por construcéo, essa fdpac aos dados amostrais, e produz
entdo um modelo que é independente de uma particular estimativa i(x), obtida

com base em um particular estimador, no nosso caso o0 estimador por krigeagem
linear. Ficamos agora com o problema da inferéncia desta funcéo de distribuicdo de
probabilidade acumulada condicionada para cada ponto do espaco, da F (x; 4 (n))

Vamos abordar dois enfoques, mais presentes na literatura :

¢ O multigaussiano, que estabelece o0 modelo de distribuicdo a ser
considerado a priori;

¢ O enfoque por indicacdo, que ndo estabelece nenhum modelo de
distribuicdo para os dados. A fdpac é modelada de forma

aproximada pela sua discretizacdo numa série de K cortes
zZ,k=1..k.

O primeiro enfoque, o multigaussiano, é o mais facil de ser utilizado, mas
apresenta algumas restricdes importantes:
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1. estabelece a hipétese multigaussiana para a distribuicdo multivariada que
ndo pode ser inteiramente verificada;

2. € inadequada para fendbmenos que apresentam uma expressiva
correlacdo em valores extremos da distribuicdo.

O enfoque por indicacdo pode ser considerado mais geral. Ndo restringe o
fenbmeno em estudo a ser representado por uma distribuicdo especifica. Deve ser
utilizado quando os dados ndo se ajustam a uma distribuicdo multigaussiana, ou
guando os valores extremos da distribuicdo das amostras apresentam significante
conectividade. Esse capitulo, por essas razfes, focaliza esse procedimento.

4.3 0 Enfoque por Indicacéo

O enfoque por indicacdo estd fundamentado na interpretacdo da probabilidade
condicional  Prob{Z(x)0[2(x)-20(x), 2(x)+25(x)} como uma esperanca
condicional de uma variavel aleatdria por indicagao, I(X,zk|(n)), considerada a

informacao disponivel nas (n) amostras, isto é:
F(x;z.|(n)=E{I(x,z)I(n} k=1..K (4.4)

onde 1(x,z(n))=1sez(x)<z e I(x,z(n)=0sez(x)>z
A estimativa de krigagem de uma variavel por indicacéo, | (xzk|(n)) é também

uma estimativa de sua esperanca condicional. Portanto, as estimativas de
F(x,zk|(n)),parak=1,...,K, podem ser calculadas estimando-se o valor

f(x,zk|(n)), que utiliza para sua estimativa os dados transformados para dados por
indicacdo, com valores 1 e 0.

Dessa forma, os procedimentos por indicacdo iniciam-se por uma
transformacdo ndo linear, chamada de codificacdo por indicacdo, que transforma
cada valor do conjunto amostral, z(x), em valores por indicagéo, i(x,zk).

A codificacao por indicacdo dos dados amostrais

Na distribuicdo de um conjunto de dados amostrais, um determinado numero
de cortes Ke seus respectivos valores de cortes z,k=1...k, sdo definidos. A
codificacdo por indicacéo, se processa para cada valor de corte Zz, e gera um
conjunto amostral por indicacdo i(x,zk) do tipo:
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" S se z(X) < z, 45
|(x,zk)—{0’ © 2(x)> 2 (4.5)

A codificacdo por indicacdo é aplicada sobre todo conjunto amostral criando,
para cada valor de corte, um conjunto cujos valores séo 0 ou 1. Os Kvalores de
corte, sdo definidos em funcdo do nimero de amostras e devem ser escolhidos de
tal forma que os K + 1cortes contenham aproximadamente as mesmas frequéncias.
Entretanto, existem algumas critérios para a escolha de K:

1. Os valores de k, devem ser representativos de toda a gama de valores
apresentados pelos dados.

2. Os valores de k devem destacar os pontos importantes da distribuicao.

3. O numero de cortes K ndo deve ser muito grande, o que demandaria grande
esforco computacional, mas principalmente ndo deve ser muito pequeno,
pois pode resumir aspectos relevantes da distribuicdo. Uma regra razoavel é
considerar que o valor de K ndo deve ser menor que cinco (5), nem maior
gue quinze (15).

Se para um determinado conjunto de dados cujos valores variam no intervalo
[5, 43] podemos definir z =20,30,39 correspondentes respectivamente a trés

guantis de sua distribuicdo (p=0.25,0.50,0.75). A codificacdo associara a cada

valor amostral um vetor com 3 dados por indicacdo com valores O ou 1. Por
exemplo, se o valor amostral z( ) 25.2, entdo o valor por indicacao |(u 20)=0 e

representa a probabilidade de Z( ) assumir valores menores ou iguais a 20, dado
que o valor de z(u;)=252, ProblZ <20H )= 25.2]. Considerando 0s  trés

valores de z, o vetor por indicagdo seria representado como abaixo descrito:

0 i(Xj ,20) PI‘Ob{Z 2 =25. é
1(=i(x, 30) | - | Probfz (x) <30 252}
1] [i(x:39)] | Provfz(x, )< 39l2(x,) = 25.3

4.3.2 A variografia por indicacédo

A analise de variografia se processa de forma semelhante a realizada na
krigeagem linear (vide Secdo 3.5), considerando-se separadamente o conjunto de
valores por indicacéo para cada valor de corte, z, . Dessa forma, para cada valor de

corte z, um modelo de variograma deve ser estabelecido, o que corresponderia, no

exemplo anterior, ao ajuste de 3 modelos de semivariogramas a partir de 3
variogramas experimentais computados como:
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1 0.2)= 5y 2 B0 2)= i, iz, ) 9

Como os valores das variaveis por indicacdo sdo O e 1, o variograma por
indicacdo €, usualmente, bem comportado e resistente a valores extremos
(“outliers"). Também as amostras de i(u,z ) para cada z sdo considerados como
amostras de uma distribui¢do Bernouilli cuja variancia maxima é 0.25. Dessa forma
o efeito pepita somado ao patamar, que sdo aproximadamente iguais ao valor da
variancia, terd como valor maximo 0.25. Calcular os variogramas é relativamente
simples, sendo a Unica dificuldade pratica o numero de variogramas a ser
modelados.

4.3.3 A estimacéao dos valores por indicacéo
Como mencionado anteriormente para cada valor de corte z ,k=1..k, a

F(x,zk

indicacdo i(x,zk). O estimador linear é expresso em termos de VAs por indicacéo.

(n)) pode ser estimada através da combinacdo linear dos dados por

Bz ()=S0, (x zk)l(xa;zk){l—%(x;zk)}(x;zk) a)

onde /la(x; Zk) € 0 peso assinalado a cada dado convertido interpretado como uma

realizacdo de uma variavel aleatéria por indicacdo. Se a média por indicagdo,
E[I (x; Zk) ] € considerada constante dentro da area em estudo dois procedimentos

podem ser considerados, descritos a seguir.
Krigeagem por Indicacdo Simples
Neste caso a média por indicacdo € conhecida e constante, isto €:

E{1(x;z} =H z) (48)

e o preditor linear (4.6) é entdo rescrito,

- O ) o
Falin =202 (xiz )| -2z ) [Fe) o
a=1 a=l
onde 0s pesos A(';S(x,zk) sdo determinados através do sistema de krigeagem
simples.
n(u)
> A8(x%:2)C (hyi2)=C (hiz) DOa=12...n(x) (4.10)
f=1

onde haﬂ e o vetor de separagdo definido pelas posices X, e Xg, h, é o vetor

definido entre as posi¢cBes X

a’?

e a posicdo a ser estimada X, C, (haﬂ;zk)é a
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autocovariancia definida por h,; e C, (ha; zk) € a autocovariancia definida por

h,em z=12z . As autocovariancias sdo determinadas pelo modelo de variografia
teodrico definido pelo conjunto | para z=2z .
Krigeagem por Indicacdo Ordinéaria

A krigeagem por indicacdo ordinaria permite considerar flutuacbes locais da
média limitando seu dominio de estacionariedade a vizinhanca local W(x)

E{I (x; zk} = constante mas desconhecida para [IX DW(X)
E{I (X; zk} = IE( X; Zk) estimado no dominio W(x)

O estimador de krigeagem por indicacdo ordinaria tem a seguinte expressdo:

N

~ n(x) n(x)
Pl =2l 2+ 1- 20z ) Fliiz) ey

sendo gque 0s pesos Aﬁs(x,zk) sdo obtidos pela solucdo do seguinte sistema de
equacdes de krigagem por indicacdo ordinéria:

n(x)
ZA;O(X;Zk)CI (ha/i; Zk)+¢(X;Zk)=CI (ha; Zk) Oa :1’2""’n(5)
A1

A (x;z,)=1
=

(4.12)

onde ¢(X;z ) é o multiplicador de Lagrange.

A krigagem por indicacdo, simples ou ordinaria, fornece, para cada valor de
corte z , a melhor estimativa da esperanca condicional da VA I(x,zk), I(x,zk).

Utilizando esta propriedade, e o teorema que estabelece que f(x,zk)= ﬁ(x,zk)
pode-se calcular estimativas dos valores da fdpac de Z(x) para varios valores de
z=1z , pertencentes ao dominio de Z(x). O conjunto dos valores das fdpac’s,
estimados nos valores de corte, é considerado uma aproximacdo discretizada da
fdpac real de Z(x). Quanto maior a quantidade de valores de corte, melhor € a

aproximacgdo. A aproximacdo é complementada pela definicdo de uma func¢do de
ajuste para a distribuicdo, que deve ser utilizada para se inferir a fdpac para valores
diferentes dos valores de corte. Um ajuste linear é o mais simples de se definir,
porém func¢des de maior grau podem ser usadas.
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4.3.4 Correcdo dos Desvios de Ordem

A aproximacdo da funcdo de distribuicdo apresenta alguns problemas,
conhecidos como desvios de relacdo de ordem, que devem ser corrigidos
automaticamente pelo procedimento. Os valores de probabilidades acumuladas
condicionadas, para cada valor de corte, sdo inferidos independentemente. Para que
esses valores de probabilidade constituam uma distribuicdo legitima, eles devem
verificar as seguintes relacGes de ordem:

1. Os valores inferidos de IE(x,zk|(n))devem satisfazer a seguinte relagéo
0<F (x;z |(n)<1 Oz, k=1..K

()

2. O valor estimado de IE(x,zk|(n)) ndo deve ser maior do que a IA:(X;Zk+1

quando z <z,,, Ou seja IE(X; z | (n))S IE(X; Z | (n)) *®z <27,

A primeira condi¢do pode ser garantida quando todos os pesos do estimador
sdo positivos e somam 1. A krigeagem ndo garante que 0s pesos sejam todos
positivos. Por isso é possivel a inferéncia de valores da fdpac fora do intervalo [0,1].
A solucéo para este problema é ajustar os valores estimados para as bordas, ou seja,
valores negativos sdo mapeados para O e valores maiores que 1, para 1. A segunda
condic¢do é garantida com o uso de ponderadores positivos que somam 1, e com a
utilizacdo dos mesmos pesos de estimacgdo para todos os valores de corte, 0 que néo
pode ser garantido pela krigeagem por indica¢do. Portanto, estas inconsisténcias
podem ocorrer e devem ser corrigidas. Um procedimento simples de correcdo é
verificar pares de fdac’s estimadas, em valores sucessivos de cortes, e ajusta-los para
o valor médio das duas, sempre que a relagdo de ordem,

IE(X; z.|(n)) < IE(X; .. 1(n)) sez < z.,, ndo for satisfeita. A Figura 4-2 ilustra
0s problemas e as solucBes das 2 condigdes acima descritas.

B

_ig L

._.-..\_.-.-

Figura 4-2 Correcdo dos desvios de relacdo de ordem
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A Figura 4-3 e a Figura 4-4 que seguem buscam ilustrar as etapas descritas para

a obtencdo do modelo de

conceitualmente como variaveis aleatorias.

incerteza para um conjunto amostral

Primeira Etapa do Processo de Krigeagem por Indicac@o para atributos continuos

tomado

@ - Codificagdo Probabilistica dos Dados => Fung&o de Transformago por Indicagdo

@-Anélise Estrutural => Func3o Semivariograma por Indicaco e Modelagem

Modelos Tedricos de

@) Geraco de 5)
f S 1 Semivariogramas = Semivariogramas !
0 ii(h (h]
Z o1 Reandia 7(h)
K1 1 I 4
— o — / — —
/
0
Transf. Por Indicaggo (1) o
Campo de o h
observactes %
=1,sezZsZ, g
oZ; | o1 v:(h © fra(h
z =0,seZ>2 1 Lamems E
ol zZ ° 7 v(h
z 2 0 / 3 v:(h)
! 3
Z,: valor de corte 1 ’ o
2 =~ o - ., £ =,
Z; valor da observac3o | 2 h
na localizac@o u : %
=
0 7(h W(h)
e
(2, <° - ih)
a1 f
1
1 U
01 °
i L

Figura 4-3 Primeira etapa do processo de krigagem por Indicacao

Segunda Etapa do Processo de Krigeagem por Indicacao para atributos continuos

Estimador de
Z, Krigeagem
—— | porIndicacao
Simples
ou

Ordinéria

a(h)
—_—

Fung&o de Distribuicdo Acumulada Condicionada

Processo realizado para
cada ponto da grade

FDAC

Za Ze Ze

-

Grade de Estimativas sobre
o campo de observacdes

Prob { Z(u) < Z | (n) }

n: representa a informagao condicionante disponivel

FDAC => “retrato da V.A. na localizagéo u”

na vizinhanga da localizacéo u.

S— Estimativas

Obtidas segundo estimadores:
- Média;

- Mediana;

- Quantis, etc.

I/ Medidas de Incerteza

Intervalos de confianca:
- Desvio padrao;
- Quantis, etc.

Probabilidades (risco)

\—> Simulagdes Estocdsticas

Figura 4-4 Segunda etapa do processo de krigagem por Indicacao
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4.4 Estimativa de incertezas locais

O conhecimento da fdpac, F(x;zk|(n)), em uma localizagdo x, possibilita a
estimativa direta da incerteza, sobre o valor néo conhecido zk(x), independente da
escolha de um estimador para zk(x). Vamos ver agora como a incerteza pode ser
estimada quando adotamos o enfoque por indicacdo aqui apresentado.

Intervalos de probabilidade

A incerteza pode ser estimada através de intervalos de valores do atributo. A
probabilidade de um valor zk(x) estar dentro de um intervalo (a,b] qualquer,

chamado intervalo de probabilidade, é computado como a diferenga entre os valores
da fdpac para os limiares b e a, ou seja:

Prob{Z(x) O(a,b]| (n} =F(x;b{ ) )-F(x;al(n)) (4.13)

Um intervalo de probabilidade dado por Prob{Z(x) D(a,b]l (n} =0.7, significa
que z(x) tem 70% de chance de estar dentro e, portanto, 30% de chance de estar

fora do intervalo (a, b]. Quando b= obtém-se a probabilidade de se exceder um
limiar a, ou seja:

Prob{Z(x) O(a,+ ]| (n} = Prob{Z ¥ >a| n} =1-F(x;a[( 1)) (4.14)

Esta probabilidade é particularmente importante em aplicacBes ambientais
focadas em medir os riscos de se exceder limites regulatérios. Para exemplificar a
utilizacdo dessas medidas de incerteza, numa situacdo real, considere o conjunto
amostral de altimetria de Canchim, apresentado na Figura 4-5. Esse conjunto
amostral foi utilizado como entrada para producdo do mapa tematico de altimetria
e do mapa de incertezas apresentados na Figura 4-6 (a) e (b), respectivamente.

A classificacdo apresentada no mapa da Figura 4-6(a) foi obtida a partir dos
modelos de distribuicdo probabilistica inferidos pelo procedimento de krigeagem
por indicacdo condicionado as amostras de altimetria. Neste caso, foram definidas 3
faixas distintas de valores de altimetria, 3 classes, e para cada ponto desse mapa, as
probabilidades de pertinéncia a cada um dos intervalos de valores, definidos para as
classes, foram calculadas pela formulacdo apresentada na equacdo 4.13. Para
classificacdo de cada ponto do mapa tematico de altimetria, utilizou-se o critério de
maxima probabilidade, ou seja, atribuiu-se, a cada ponto do mapa, a classe de maior
probabilidade de ocorréncia nesse local. Os valores de incerteza apresentados na
Figura 4-6(b), mapa da direita, foram calculados a partir do valor da probabilidade
da classe que foi associada a cada ponto do mapa temético de altimetria gerado.
Assim, calculou-se a incerteza como:

Inc(x)=1-Prob{z(x)0s (x).k=1,20u3 (4.15)

onde §<(x) ¢ a classe atribuida a localizagéo (x)
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Figura 4-5 Distribuicdo espacial das amostras de altimetria na regido de Canchim

Figura 4-6 Mapa tematico de altimetria (a) e respectivas medidas de incerteza (b)
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Distancia interquantil

Uma medida mais robusta de espalhamento é um intervalo interquantil. Por
exemplo, o intervalo interquartil, Qg (X) ¢ definido por:

Or (X) = do7s(X) = Aoz (x) = F *(x; 0.75 (n)) - F (x; 0.25] (n)) (4.16)

Para distribuicOes altamente assimétricas, uma medida mais robusta é o
intervalo interquantil, que é definido como a diferenca entre dois quantis,
simétricos em relacdo a mediana. A partir da funcdo de distribuicdo acumulada

condicionada inferida, IA:(xz|(n)) pode-se derivar varios intervalos de
probabilidade tais como o intervalo 95%, [qo_ozs;qo_%] , tal que:

Prob{Z(x) Oty o5 ; Gosrs| | (N} =0.95 (4.17)

com Qg5 € Oogrs SeNdO 0s quantis relativos aos valores de probabilidade da fdpac
2,5% e 97.5%, ou seja, F"(X;0yes|(n) )=0.025, e F(x;0yg/(n)) =0.975. Os

valores do atributo, referentes aos quantis, sdo estimados a partir da funcdo de
ajuste e dos valores de corte usados na krigeagem por indicacdo. Um mapa de
incertezas obtido pelos valores de uma grade de intervalos interquartis, diferenca
entre o primeiro e o terceiro quartil de altimetria, e estimados segundo a equacgédo
4.16, esta apresentado na Figura 4-7.

Figura 4-7 Mapa de incertezas locais obtido a partir dos quartis, primeiro e terceiro, dos
modelos de distribuicdo probabilistica locais inferidos pela krigagem por indicacdo

Analise Espacial de Dados Geogréficos 4-12



Variancia condicional

Uma medida importante de espalhamento de uma distribuicdo é a variancia
condicional que mede os desvios da fdpac em torno da média da distribuicéo,
Z; (u) Diferente das medidas de incerteza anteriormente descritas, esta necessita

da estimacdo da média da distribuicdo, isto é, da definicio desse estimador. E
possivel obter-se uma estimativa da variancia da distribui¢cdo condicionada, 5’2(X),

pela seguinte formulacgéo:

©2)x) =" [= 2, ()} aF (x; 21 (n)

=Sl 2 O TF iz () Pz 0]

onde Z, € o valor da média da classe (zk_l,zk] .

(4.18)

A Figura 4-8 apresenta um mapa de variancias para os valores de altimetria, da
regido de Canchim, obtidas pela equacéo 4.18.

Figura 4-8 Mapa de incertezas locais obtido a partir das variancias inferidas dos modelos de
distribuicéo probabilistica construidos pela krigeagem por indicacéo.
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Entropia de Shannon

Uma medida de incerteza local, ndo relacionada a qualquer intervalo (a, b], é

dada pela medida de entropia da funcdo de densidade de probabilidade local. Essa
medida é definida como:

H(x)= f;—[ln £ (x; 2(n)) o (x; Z(n))dz (4.19)

onde f (x; 2(n) = 9F (x; 4(n))/dz & a funcéo de distribuicio de probabilidade. Na

pratica a amplitude de variacdo de z é discretizada em K classes, que ndo se
interceptam, (zk_l,zk], computando-se a probabilidade desses K intervalos como:

p.(x)=[F(x: 2.1 (n) - F(x; 2, | () (4.20)

A entropia para a distribuicdo condicional em x é computada como:

H(x)D—g[m(pk(x»] P, (x)20, Op, #0

(4.21)

45 Estimadores Otimos para as Superficies Interpoladas

O processo inferencial visa calcular uma estimativa do valor de z(x) atraves de

um estimador que é caracterizado por uma determinada funcdo dos dados. Esse
estimador, no que concerne aos objetivos do processo inferencial, deve minimizar
algum tipo de erro que se deseja evitar, maximizando os acertos de interesse. Por
essa razdo, um estimador é dito 6timo quando minimiza perdas, isto é, uma
particular fungdo dos erros inferenciais, L(), onde £=z(x)—2(x). Entretanto,

minimizar L(¢) significa conhecer z(x), que ¢ desconhecido. Portanto, a idéia €
utilizar o modelo de incerteza definido para determinar a perda esperada, E[L(s)] .

E[L(e] = E{L{e(x))(n}
= TL(s( x))dF (x,Z|(n)) 422

—00

Na pratica, a seguinte aproximacao é utilizada

ElL ) O3 L) 2 ) .2 )P,z 0) 623

Assim sendo a determinacdo de estimativas 6timas se processa em duas etapas:

1. A incerteza sobre o valor desconhecido z(x) ¢ inicialmente modelada pela
sua fdpac Ie(x,zk|(n));
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2. Desse modelo uma estimativa de i(x) ¢ obtida tal que minimiza E[L(s)].

Estimativa do valor esperado

A estimativa do valor esperado para cada valor espacial da distribuicdo é
realizada a partir do de minimos quadrados onde L[e(u)] = [£(u)]?. Mostra-se que

essa funcdo é minimizada quando z € o valor esperado, i(x) = ZE(X). A estimativa
do valor esperado, iE(x) = E{Z(x} onde:

E[Z I z[F (x; | (n))dz = I z[dF (x; z| (n)) (4.24)

¢ obtida pela funcdo de densidade de probabilidade condicionada as n amostras,

f (x,zk|(n)), e a partir dos K valores de corte, z , pela aproximagcéo:

Elz(x)] = [ 208F (x; 21 () = 3 2, [F (x: 2 ()~ F (x: 2, (0)] (4.25)

=~

A estimativa do valor esperado como definida em (4.25) e aquela obtida por
krigagem linear sdo ambas Gtimas no sentido de minimizar variancias inferenciais,
entretanto produzem resultados diferentes. Sdo diferentes porque, no caso do
enfoque aqui adotado, derivam de uma fdpac que depende dos valores dos dados.

Estimativa da mediana

O estimador de minimos quadrados ndo é a Unica funcdo de otimizacdo de
erros possivel. Uma outra fungéo L(s(x)) pode também ser considerada. Podemos

toma-la como sendo dada pelo valor absoluto dos erros estimados L(s( )) = |£( )

Mostra-se que o valor de z que minimiza E[ L(s(x)) ] quando L( ( ))
modulo de s(x), € a mediana da distribuicéo q0.5(x), definida como:

Gos (x) = F(x;0.5] (n)) (4.26)

A mediana ¢ inferida aplicando-se a fun¢do de ajuste da distribuicdo sobre os
valores de corte com probabilidades acumuladas vizinhas ao valor 0.5. Para
distribui¢cbes com alto grau de assimetria, a mediana € um estimador mais robusto
do que a média. Os mapas de média e mediana, dos dados de altimetria de
Canchim, estdo mostrados na Figura 4-9.
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Estimativa de quantis

A funcdo de perda considerada nos dois estimadores anteriormente definidos
ndo discriminava as diferencas de impacto dos erros de sub-estimacdo ou sobre-
estimacdo. Entretanto, existem situacdes, como a descrita no inicio desse capitulo
(vide Sec¢do 4.1), em que cada um desses erros produz diferentes impactos, e essas
diferencas devem ser também consideradas no processo inferencial. Assim, fungdes
de perdas assimétricas devem ser utilizadas

() = {Wl £(x) see(x)=0 sobrestimado )

w, &(x) see(x)<0 subestimado)

onde w; e W, sdo parametros ndo negativos, e medem o relativo impacto de sub
ou sobre estimar. O estimador que minimiza essa fungdo L(e(x)) € chamado de p-
quantil, e definido como:

2, =F(x; p(n))=a,(x) (4.28)
onde p = WW+—2W
1 2

695.6

Figura 4-9 Mapas de média (a) e mediana (b) inferidos pelo procedimento por indicacéo,
para os dados de altimetria da regido de Canchim.
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Considerando o exemplo de aplicacdo apresentado na introducdo desse
capitulo, seja wy 0 impacto de sobre-estimar um determinado nutriente no solo, e

W, 0 impacto de subestimar este mesmo nutriente. Vamos supor que se deseja
estimar z(x) de forma a reduzir o risco de comprometimento da producdo, que é
motivado pelos erros de sobre-estimagdo. Dessa forma, wy >w, e p<0.5 , ou seja,
um estimador 6timo seria um quantil menor do que a mediana, onde p=0.5. Ou
ainda, se w;=09 e w, =01, p=0.1. A estimativa 6tima seria considerando o
quantil de 10%.

4.6 Incertezas locais para atributos Categéricos

O enfoque por indicacdo, semelhante aquele aplicado aos dados com atributos
numeéricos, pode ser também aplicado a dados com atributos categdricos, também
chamados dados tematicos. O dado categérico é aqui considerado como o dado
cujo atributo é discreto e sem ordenacdo, para o qual ndo é possivel um calculo de
distribuicbes acumuladas, a menos que se defina uma ordenac¢do para 0S mesmos.
Um exemplo tipico de dados categoéricos é o atributo textura do solo, cujas classes
sdo derivadas de atributos granulométricos do solo. Outros exemplos podem ser:
tipos de rochas, classes de solo, etc. A metodologia geoestatistica, aqui apresentada,
utilizada para espacializacdo de dados categdricos, baseia-se na krigeagem por
indicacdo e, equivale a um processo de classificacdo de dados categdricos a partir de
amostras individuais. Os principais conceitos abordados aqui sdo exemplificados a
partir do mesmo conjunto de dados coletados na regido de Canchim (vide Sec¢édo
3.4, Figura 4-10 e Tabela 4-2).

O Enfoque por Indicacdo para Atributos Categoricos

Considere-se um dado espacial cujo atributo € categdrico, podendo assumir K
classes, ou estados diferentes, s, ,k=1,...,K. Para cada posi¢éo (x) do espaco, o
dado categdrico pode ser representado por uma variavel aleatéria S(x) gque pode
assumir S, estados, cada um associado a uma probabilidade de ocorréncia. Os

procedimentos por indicacdo para atributos categdricos baseiam-se na modelagem
da funcdo de distribuicdo de probabilidade condicionada, (fdpc), isto €, a
modelagem da distribui¢cdo condicionada aos n dados amostrados, p(x;sk |(n)),

que é definida como:
p(x;s, 1(n))=Prob{S(x)=s, | (n} (4.29)
A p(x;sk |(n)) modela a incerteza da variavel aleatéria Sno ponto (x) e, uma
vez estimada, essa fun¢do de distribuicdo de probabilidade pode ser utilizada para:

» classificar o atributo em posi¢cdes ndo conhecidas;
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» modelar a incerteza das classificacfes efetuadas.

Pela metodologia por indicacdo, a definicdo da fdpc depende, inicialmente, da
definicdo de um conjunto de valores de cortes para a variavel em questdo. Para um
conjunto de amostras de uma variavel aleatéria categdrica qualquer, o0 ndimero de
cortes K é definido pela quantidade de classes que essa variavel pode assumir no seu
dominio. Neste caso, a codificacdo por indicacdo, se processa em valor de cortes
S., € gera um conjunto amostral por indicacéo i(x;sk)do tipo:

1 s s(x) =s,

1(X;S,) ={O, s S(x) 5, (4.30)

A codificacdo por indicacdo é aplicada sobre todo conjunto amostral criando,
para cada corte s,,um conjunto amostral por indicacéo, | (x;s< | (n)) cujos valores

sdo 0 ou 1. Cada probabilidade condicional p(x;sk |(n)) ¢, também, a esperanca
condicional da variavel aleatoria por indicagao | (x; S| (n)) a saber:

px;s1(n)= E{i (x:s ()} (4.31)
onde | (x; 3<) =1se S(x) =S, e 0 (zero) caso contrario .

Assim, a fdpc da variavel categdrica S(x) pode ser modelada usando-se um

enfoque por indicacdo, semelhante aquele aplicado as varidveis de natureza
continua. Para cada um dos K conjuntos I(x;skl(n)), define-se um variograma

experimental, ajustado a posteriori por um modelo tedrico, que busca representar a
variabilidade espacial do conjunto de dados codificados por indicacdo sendo
considerados. Cada modelo de variograma tedrico, em conjunto com as amostras,
codificadas por indicacdo, é usado para se estimar o valor da probabilidade
condicional [p(x;skl(n))]*. O conjunto dessas probabilidades estimadas,

considerando-se os K valores de corte, determina uma aproximacao discreta da fdpc
de S(x). Essa fdpc deve, ainda, sofrer uma correcdo dos desvios de relacdo de

ordem para se garantir as relacdes:

[p(x:s (M Ofod  k=1..K (4.32)
> [plus. ()] =2 439

ou seja, cada valor deve estar no intervalo [0,1] e a soma total desses valores deve
ser igual al.
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4.7 Classificadores para Atributos Categoricos

No enfoque por indicacdo, os classificadores locais para atributos categéricos
sdo definidos a partir da distribuicdo de probabilidade inferida para cada uma das
S, classes de S(x). Em geral, esse classificador & implementado segundo um

estimador de moda, que determina o valor de S(x) como sendo a classe com a
maior probabilidade inferida em (x) ou seja:

S(X) = Sma(¥) = 5.(x) s [p(x; s [ ()] > [p(x; s 1 (M) 00 =1....K e k#i
(4.34)

Uma variante do classificador de moda considera também a reproducdo das
proporc¢des globais definidas a priori. O mapa da Figura 4-11 mostra o resultado de
uma classificacdo, pelo estimador de moda, a partir de um conjunto de amostras do
atributo textura do solo.

4.8 Medidas de incerteza para atributos Categéricos

Apresentam-se, a seguir, dois procedimentos de medida de incertezas para
atributos categdricos, a incerteza do classificador de moda e a incerteza por
entropia de Shannon.

A Incerteza do classificador de moda

A incerteza local |nC(X) pode ser definida como 1(um) menos a maior
probabilidade condicional, estimada em x para as diversas classes de corte S, :

Inc(x) = 1= p(X; Sy (X)1 ()] (4.35)

A Figura 4-12 mostra o mapa de incertezas locais do classificador de moda usado
na geracdo do mapa da Figura 4-11. Analisando-se a classificacdo apresentada na
Figura 4-11 e 0 mapa de incertezas da Figura 4-12, observa-se que este Ultimo mostra
um campo com variagdo proporcional ao comportamento do atributo na regido.
Nas regides de transicdo entre as classes, os valores de incerteza por moda
aumentam, com os valores mais baixos longe das transi¢cbes, como ocorre
naturalmente com muitas propriedades naturais nas proximidades de zonas de
fronteira.
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Figura 4-11 Mapa de valores de textura do solo inferidos, pelo valor de moda, a partir do
procedimento de krigeagem por indicacao

Figura 4-12 Mapa de incerteza por moda estimado a partir do procedimento de krigeagem por
indicacdo usado para inferir o mapa da Figura 4-11
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Incerteza por entropia de Shannon

Outra medida da incerteza local Inc(x) é a entropia de Shannon das
probabilidades condicionais das diversas classes de corte s, definida como:

Inc(x) = H (x) u-gmmx; s 1M Tpls M]°>0 @)

A entropia de Shannon é maximizada para distribuicdes uniformes, ou seja,
quando as probabilidades de ocorréncia das classes se igualam. Assim, os valores de
incerteza por entropia de Shannon sdo maiores onde existe uma confusdo maior
entre as classes consideradas. Isto pode ser observado no mapa de incertezas da
Figura 4-13.

Figura 4-13 Mapa de incerteza por entropia de Shannon estimado a partir do procedimento
de krigeagem por indicacao usado para inferir o mapa da Figura 4-11

Comparando-se 0s mapas das Figura 4-12 e Figura 4-13, pode-se analisar as
diferencas existentes entre o mapa de incertezas por moda e o mapa de incertezas
por entropia. As diferencas sdo mais aparentes nas regides onde varias classes se
confundem. Este é um resultado esperado, uma vez que, nestas regifes a

Analise Espacial de Dados Geograficos 4-21



distribuicdo de probabilidade das variaveis aleatOrias estd mais proxima de uma
distribuicdo uniforme, quando entdo a incerteza medida pela entropia tem seus
valores maximizados. A incerteza por moda mostra um crescimento a partir da
parte central de uma classe em dire¢do as zonas de transicdo. Os valores maximos
de incerteza por moda aparecem nas bordas entre as classes €, ndo tém influéncia do
namero de classes préximos as bordas. Dependendo da aplicacdo, o especialista é
responsavel por decidir sobre qual medida de incerteza estard trabalhando. Quando
a confusdo entre classes € importante deve-se optar pela incerteza por entropia.
Caso o interesse seja somente nas transicdes entre as classes, a incerteza por moda

deve ser priorizada.

Conclusoes

Apresentamos neste capitulo a formalizacdo do procedimentos geoestatisticos
da krigagem por indicacdo. Estes procedimentos servem ndo apenas para produzir
uma predicdo de valores sobre uma superficie, mas essencialmente como uma
poderosa ferramenta para produzir modelos de incertezas locais para dados
geogréaficos que compartilham uma base de informacfes Estes dados sdo sempre
usados em conjunto com outros para produzir novas informacges, através de
operagdes e transformagdes. Os procedimentos da geoestatistica, em seu enfoque
por indicacdo, nos permitem produzir informacgdes espaciais qualificadas por uma
métrica de “confianca” nas informacgdes representadas naqueles suportes, 0s mapas.
Temos a possibilidade concreta de produzir e operar com 0s mapas € suas “barras
de erro”. Podemos ainda ressaltar as seguintes caracteristicas, especificas do
procedimento de krigagem por indicacao:

» a krigagem por indicacdo é ndo paramétrica. Nao considera nenhum tipo de
distribuicdo de probabilidade a priori para a variavel aleatéria. Ao invés disso,
ela possibilita a construcdo de uma aproximacdo discretizada da fdpac. Os
valores de probabilidades discretizados podem ser usados diretamente para se
estimar valores caracteristicos da distribui¢do, tais como: quantis, valor
esperado e variancia. Portanto, ela ndo se restringe a modelagem de atributos
com distribui¢des simétricas como, por exemplo, a gaussiana;

» a krigagem por indicacdo fornece uma metodologia Unica para espacializacéo,
com estimativa de incertezas, para atributos espaciais tanto de natureza tematica
guanto numérica;

» diferentemente da krigagem linear, que estima a variancia do erro de estimacédo
em funcdo do estimador e da distribuicio geométrica das amostras, a krigagem
por indicacdo possibilita a estimativa de incertezas, utilizando a funcdo de
distribuicdo acumulada condicionada da VA que representa o atributo,
independentemente do estimador;
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» a krigagem por indicacdo pode ser usada para modelar atributos com alta
variabilidade espacial sem a necessidade de se filtrar amostras cujos valores
estdo muito distantes de uma tendéncia (“outliers™);

» a krigagem por indicacdo permite melhorar a qualidade de estimagdo com o uso
de amostras indiretas, retiradas de fontes auxiliares, que sdo acrescidas ao
conjunto amostral do atributo, as amostras diretas.

No entanto, os procedimentos de krigagem por indicacdo apresentam também
alguns problemas, além das probabilidades negativas e fun¢des acumuladas invalidas
ja mencionados. Este procedimento requer, do especialista, um alto grau de
interatividade para a definicdo da quantidade e dos valores de corte a serem
utilizados. Também, exige que seja definido um variograma para cada valor de
corte considerado.

7

A ferramenta geoestatistica de krigagem é utilizada para inferir valores de
atributos, em posi¢des ndo observadas, e também incertezas associadas aos valores
inferidos. Mostrou-se que a krigagem por indicacdo tem aplicacdo mais geral,
principalmente porque nao supde nenhum tipo de distribuicdo de probabilidade a
priori e pode ser usado com atributos numéricos e tematicos. Por exemplo, a
krigagem por indicacdo permite a inferéncia de valores tematicos e, portanto, pode
ser considerada um classificador estocastico, que fornece estimativas de incertezas
associadas aos valores das classes atribuidos a cada ponto do espaco. Apresentou-se,
ainda, alternativas para estimativas de incertezas que devem ser escolhidas de
acordo com a natureza do atributo, que estd sendo modelado, e também de acordo
com os objetivos de uma aplicacdo.

Salienta-se que o0s procedimentos geoestatisticos por indicacdo incluem
também os simuladores estocésticos, que nao foram abordados neste capitulo.
Também ndo foi abordado o uso de informacdo indireta para a melhora das
inferéncias. Estes topicos sdo de extrema relevancia para o contexto do uso efetivo
da geoestatistica em analise de dados geogréaficos e deverdo ser considerados em
futuras edi¢bes. Mesmo no método por indicacdo algumas limitacdes da krigeagem
permanecem — uso dos dados para estimar o variograma e predizer a incerteza,
deficiéncia na extrapolacdo, ou seja, avaliar a incerteza fora dos dados. Novas
generalizacbes comecam a surgir, tomando como base a teoria dos campos
aleatorios espago-temporais.
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