Modelos com Variaveis Dependentes Qualitativas

Considere, por exemplo, modelar a participacao na forca de trabalho.
Atribuiria-se valor zero a nao participacdo e um a participacdo no
mercado de trabalho. Fatores tais como: idade, educacao, estado civil,
niumero de criancas e, outros, seriam relevantes em explicar se um
Individuo procura emprego ou ndo em um dado periodo de tempo.

Neste exemplo, considere todas as variaveis exdgenas representadas pelo
vetor X, entdo este vetor explica a decisao entre trabalhar ou néo, I.e.,

Prob(Y = 1) = F(8’X) — probabilidade de um individuo com
determinadas caracteristicas X trabalhar

Prob(Y = 0)=1-F(AX)

E(Y)=1F(fX)+0.1-F(pX))=F(pX)



Os parametros Srefletem o impacto das mudancas de X na probabilidade
de participacao no mercado de trabalho. Podemos, por exemplo, querer
saber qual e o efeito marginal do estado civil do individuo na
probabilidade de participacdo no mercado de trabalho. Portanto,
precisamos de um modelo (forma-funcional) para o lado direito da
equacao.

Uma possibilidade € um modelo linear onde,
F(X,B)=pX
uma vez que E(Y)=F(X, p), podemos construir o modelo de regressao.
Y=E(Y)+(Y-E(Y))

Y=pX+¢



Porem, o modelo linear tem alguns problemas.

Um deles é o fato de ¢ ser heteroscedastico.

PX+e=1 e=1-pX com Prob(Y=1)=F
BX+e=0 e=—FX com Prob(Y=0)=1-F
Entao,

Var(e)=(1-pX) -F+(-BX) (1-F)
Var(e)=[1- 28X +(BXV [F + (BX F(1- F)
Se considerarmos um modelo linear,

F=pg%

entao,



Var(s)= BX[L-2BX +(BX) + X —(BX )]
Var(e)= pX(1- SX)
e, portanto, ndo é constante.

Ademais, teriamos problemas com as previsoes, pois ndo poderiamos
restringir #°X ao intervalo 0—1.

Esperariamos que:
lim Prob(Y =1)=1
LBX —>+o0
lim Prob(Y =1)=0
LPX—>—0




Isto pode ser obtido com uma distribuicdo normal ou logistica, dentre
outras.

Considere entao a distribuicao normal:
Prob(y =1)=F(X) =" ¢(e)dt =D(pX)

ol0)=(2x) 72 o7
e a logistica:
e'B'X ,
P(Y =)= F(BX) = 5 = A(FX)

O modelo de probabilidade € uma regressao:
E(Y)=0-1- F(pX)]+1-[F(8X)]

T B =)



Observe que os parametros do modelo nao sao necessariamente 0s
efeitos marginais que estavamos acostumados a analisar.

Na regressao linear:

Y=a+ X +¢ —> %zﬁ
Neste caso
OE(Y) _[OF(BX)| 5 o)
~ —{@W)}ﬂ—f(wf)ﬁ

onde F é a funcéo de distribuicao e f'é a funcao densidade de probab.



Modelo Loqite

BX
e
E(Y)=P(Y=1)=F(8X)= ,
()= P(y =1)=F(px) =
e
& 1
P(Y=1)= = -
1+e™ 1
——+1
e,B’X eﬁX
1 P(Y =1)
P(Y:].) W‘l‘l :1 —> B :1—P(Y
e e
Py =1 Pr=1)
eﬁX: ( ) — IOgP(Y:O) :BX



Para saber o efeito que uma mudanca em X causa na probabilidade de
Y=1, faz-se

aggi) = P .ﬂ<1+ e/ )_1+—(1+6Mi )_26,39(,3 (eﬂ’X)
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Observe que 0E(Y)/0X ndo € fcomo na regressao linear

OE(Y) , ,
L= g (X F(5)
onde
/ . eﬂX
FIBX)=

Estimacao e Inferéncia

A estimacao e baseada no método de maxima verossimilhanca. Cada
observacao e tratada como sendo retirada de uma distribuicdo de
Bernoulli. O modelo entéo sera:

L=PrOb(Y, = .7, = vu.Y, =3, )= PG, B PR

i=1



Aplicando logaritmo,

InL = Z{y" InF(pX,)+[1-y,)nll- F(BX,)]}

A condicao de primeira ordem para 0 maximo requer:

e e

l

A nao ser que estejamos usando o modelo linear de probabilidade, a
equacao acima sera nao linear e necessitara de um metodo iterativo
para a solucao.

Modelo Logite:




8ﬂ i=1
olnL L eP%i L
= X, — X, |= -A )X, =0
@,6’ Zizll (yz I 1+€'8Xi lj Zizll (yl 1) I
se )
n P R ~
Ai: =P, entao zinl :zszi




Portanto, se X inclui constante, a soma das probabilidades estimadas €
Igual a soma dos Y, ou ao numero de observagoes da amostra em que Y;=1.

°InL _ Z';:__eﬁ'Xf X XL+ ™ )™ X ™ X!
opop 1+ f

0°InL _ Z’i eﬁXiXiXi,+eﬂXiXiXi’eﬂXi —eﬂXiX,-X,-’eﬁX"
VAN :

o’InL & [ ™ 1 e ) |

Var(ﬁ):(_gzﬂglﬂ{j |5t " v x




Modelo Probite

L= ﬁ(q)i )yi (1_ b, )1_y

i=1

InL = Zy,InCD +Z Jin(l-@,)

oinL ¢
op izzl:yl Z yl l

Testes de hipoteses.

Para testar uma Unica restricao, a forma mais simples € utilizar o teste 7 usual com o
desvio-padrao retirado da matriz de informacao e a tabela da distribuicao normal
padronizada para obter o valor critico.

Para restricoes mais complicadas é usual utilizar o teste de Wald.

Um teste semelhante ao F que testa se todas as inclinagOes da regressao sao zero € a
razdo de verossimilhanca. " R
LR=-2[InL, —InL]

onde LAF e [ sdo funcdes de verossimilhanca no logaritmo avaliadas nos valores
restritos (tudo O exceto o intercepto) e nao restritos (estimativas).

Medida de ajustamento.

Indice da razdo de verossimilhanca=LRI=1-InL/In L,
Também é conhecido como pseudo R?

Total de 0’s e 1’s previstos corretamente no total de dados.



Modelo Prébite Bivariado.

*

x* ; -
z :w’a+gl, z=1 se z >0, 0 emcasocontrario

*

*
y =X'B+82, y=1se y >0, 0 emcasocontrario

Considera-se:
z =1 quando criancas freglientam escola, e z = 0 em caso contrario.
y =1 quando criancas trabalham, e y = 0 em caso contrario.

Pressuposicoes:
Ele, ‘W, x| = El¢,
Varle,

w,x] =0,

w,x] = Var[e ‘W, x] =1,
Covie, , ¢, ‘w, x] = p.

g, € ¢, temdistribui¢ao normal bivariada (BVN)



Prob[y =1,z =1]=BVN(w'a,x'B, p),
Prob[y =1,z =0]=BVN(—w'a,x'B,—p),
Prob[y =0,z =1]=BVN(w'a,—x'B,—p),

Prob[y =0,z=0]=BVN(-w'a,—x'B, p),

A funcéo de verossimilhanca sera:

logL= ) InBVN(W'a,xB,p)+ D InBVN(-w'a,x'B,—p)

ipara y=1,z=1 i para y=1,z=0

+ > InBVN(Wa,~xB,—p)+ > InBVN(-w'a,—x'B, p)

ipara y=0,z=1 i para y=0,z=0



Efeito marginal:

PrOb :1, o ’
E(y|z=1w,x) = Prob[y =1z =1, w,x] = [y=1z=1w,x]

Prob[z =1w]

~ BVN(W'a,x'B, p)
T ®(wa)

aE(y‘Z =1w, x)
th




Modelo Logite Multinomial

Quando a decisao ¢ feita entre mais de duas alternativas. Ex: ir ao trabalho
de Onibus, carro, bicicleta ou trem. Trabalhar no mercado formal, informal
ou nao trabalhar.

Suponha que existam m categorias. Deixe P, P,, ..., P_serem as
probabilidades associadas a essas m categorias. Entao, a idéia e
expressar estas probabilidades na forma binaria.

i

= F(BX) B ppx Fna  _ p(p
P1+Pm P2+P (182 ) P_l-l-Pm F(IBm—lX)

m m



Pj
P, P—m _ , P Y |
Pj+JPm Pj+1_F(ﬂjX):> P —F(,BjX)P +F(Bx)
Pm
Portanto, A F(IB’X)
_J J _ /
P, 1—F(IBJ’,X) G('BJ )
Uma vez que m—lpj :1_pm ] , B
jzle Pm Pm
1p. md
S0 =S algx)-
jzle j=1 Pm




Portanto,

1 m—1 m—1
— =1+ Y G(gX) - B, =|1+Y6(px)
P, 1 -:
J L J i
como '
Py = G(ﬂjX ) £
G\ X
temos P; = m_(ff )
1+ ZG(,B}X )
j=1
Considerando que F(4,’X) e uma funcao logistica, entao
PX PX
v F 14ePE 14PN pix
G(ﬂfX)_l—F IR ¢




e’/
Pj: m-1
1+Ze'8KX
K=l
p 1 B 1
R e AX | o PX PnaX
1+ZengX 1+e” +e" +..+e
K=

y,; = 1 se o I-esimo individuo se enquadra na j-ésima categoria, entao a
funcdo de verossimilhanca para o modelo logite multinominal é :

n
— Yiin , DYi2 Yim
L=TIP}" P} P,

n m
logL=> > y;log P,
i=1 j=1



Para obter a solucao:

an:Z(y,-K—EK)Xi:O pl K=1..m
obx 4

Efeito marginal:

P _pe| pe-3.P,8
— K| PK ™~ 7~
8Xl- j=1 "




Modelos de Resposta Ordenada

Temos mais de duas alternativas e elas sdo ordenadas. Por exemplo,
0 estado de saude de um paciente e excelente, bom, regular ou ruim.
As criancas tém distorcao idade-série igual a 0, 1, 2, 3 etc.

Considere um modelo probite ordenado com J + 1 alternativas.
Considere também a variavel latente, y* tal que:

y*=x"B+e elx ~N(0,1)

Seja oy <a, <---<a; pontos de cortes conhecidos (ou parametros
dos limites) e defina:

y=0 1f y*<a,,
y=1 1If og<y*<a,,

y=J It y*>a,.



A probabilidade de y tomar cada um dos valores é expresso como:

Ply= O‘x] = P[y*< al‘x] =P[xB+e< al‘x] =®(a, —XB)
Ply =1x] = Pl < y* < a,[x] = O(a, —x'B) — D(a; —x'B)

Ply :J_]-‘X] =Pla, < y*< aJ‘X] =O(a, -xB)-P(a, , —xPB)
P[y=J‘x]:P[y*>aJ‘x]:l—(D(aJ =2.941))

Quando J = 1, obtemos o0 modelo probit.

A funcéo de verossimilhanca é:
InL = (y; = 0) In[®(a; — X'B)]

-+ (}'ﬂ = 1} lIl[q](ﬂ:'z —X’ﬁ} — *:D({'{'E - }f’ﬁ}] b
+(yy = n[1 - @(a; - x'8)]



Os efeitos marginais sao:

OP[y =0 oPly=J
[)f; ‘X] =L, ¢(a; —X'B), L ‘X] = p.¢(a, —xB)
X, OX;
5Py — 7
P[)(;x I =P [¢(aj—l -xB)-d(a; - X'B)]’ 0<j<J

A grande critica aos modelos logit multinomial e condicional € que as
probabilidades relativas de duas escolhas ndo sao afetadas pelas
outras escolhas disponiveis. Isso &€ chamado de independéncia das
alternativas irrelevantes (11A).

PLy, = /] exp(x,B)
P[yi =k Xz’] EXp(X:-kB)

Adicionando outra alternativa ndo afeta a relacao entre as alternativas j e &



Individuos escolhem entre duas alternativas com igual
probabilidade, por exemplo, ir de carro para o trabalho com
probabilidade 0,5 e ir de Onibus azul com probabilidade 0,5.
Suponha que um oOnibus vermelho e incluido na escolha. Se
os individuos forem indiferentes quanto a cor, espera-se que
eles escolham entre o Onibus azul e o vermelho com igual
probabilidade. Mas, de acordo com IIA, cada probabilidade
ficard agora 1/3, inclusive a de ir de carro, 0 que ndo € muito
realistico.



Amostras Truncadas e Censuradas

Quando dados amostrais sdo retirados de um subconjunto de uma
grande populacéo, dizemos que a amostra é truncada.

Ex: Somente individuos acima da linha de pobreza sdo amostrados.
Um estudo sobre renda de toda a populacdo com base na amostra
descrita ndo teria utilidade.

Se ao invés de nado observavel, os dados dos individuos abaixo da
linha de pobreza fossem coletados, mas a renda s fosse reportada
como sendo igual a linha de pobreza, teriamos uma amostra censurada.

Modelo de reqressao truncado.

No modelo de regressao:

estamos interessados na distribui¢ao de y, dado que y, € maior do que
um ponto a, isto e, E[y, \yl >al .



Propriedades do Estimador de Minimos Quadrados no modelo truncado

E(yi‘yi > a):,B’XZ- +E(5i‘gl- > a—ﬁ'Xl-)
1

[ . € . e_2"2(9 de
a_ﬂ')(i i . O
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Pr(s; >a—B'X;)=1-Pr(s; <a— BX,) :1-@("_ﬂ'Xij
O

porgue a normal é simétrica

Consequentemente, no modelo de regressao, se y.> a

o9,
>a=0X + "t u,
Y, PXi+ g T

l

Vi

o1

e aplicando MQO estariamos omitindo o termo , que ndo e

- - - - l - A -
iIndependente de X, , causando tendenciosidade e inconsisténcia das
estimativas dos parametros.



O fato de a esperanca condicional do erro ser positiva, isto €,

E(gl-‘gi > q —,B’Xl-): o/, >0
1-O,
pode ser visualizada no grafico. Se & ~ N(0,62), sua funcdo de densidade
pode ser representada como na figura. O valor médio de ¢, € zero porque
a funcdo de densidade é simétrica no ponto 0. Se, entretanto, os valores
de ¢ forem restritos a serem maiores do que a—f’X; entdao a fungao de
densidade ndo estaria mais centrada no ponto 0 nem seria simeétrica, € a
esperanca matematica seria positiva.




Estimacao por Maxima Verossimilhanca.

A funcéo de densidade de y é:

1 %yi_wijz 1 BX
e’ o Vi~ ;
filyi>a)= S () :\/ﬂae :G¢( - )
i|Vi 1—(1)(05) 1—(1)(05) 1_CD(CZ)
onde
a:a_ﬁXi

Entdo, o logaritmo da funcao de verossimilhanca é:

|OgL _ —g[lOg(Zﬂ')‘l‘ IOgGZ]_éi(yi —ﬂ')(i)z _ilog|:1_®(a—ﬂl)(i j:|
i=1

i=1 o



Efeito Marginal:

o
E(yi‘yi >a)::8’)(i+o- = '
1—@(“‘ﬂXl’j
O
OEW]y >a)_ o [-adl-@) - ¢)} ;
o0X. (1-d)° o
aE(yl‘yl >Cl) ﬂ ﬂ 0[¢ ¢2
0X. (1- (D) (1-d)°

@E(yé)); >a):ﬂ+,80{/1—,57~2 :IB(1+05/1—12)




Modelo de regressao censurado ou Modelo Tobite

Ex: gasto domiciliar com bens duraveis

NUmero de horas trabalhadas no mercado de trabalho pela mulher

Neste caso a variavel dependente é censurada.

onde X, € um vetor de variaveis explanatorias e & ~ N(0,62) e é inde-
pendente de outros erros.

y; =0 se y:SO

*

yi=y; St y; >0



E(y;|X;)=Pr(y; =0)- E(y;|y; = 0)+Pr(y; >0)- E(y;|; >0)

*

— Pr(y; < 0)- 0+ Pr(y: > O)-E(yi y: > O)

=Pr(BX; +¢ > O)-E(,B’Xl- +&;

,B’Xl-+gl->0)

= BX, Pr(BX, +¢; > 0)+ E(g| X, +&; > 0)Pr(BX; + & > 0)

= BX, Pr(e; > X, )+ Elg|e; > -BX, Pr(s; >-BX;)

a’ ij,q)(ﬂ’)(lJ

E(yi\Xl-)z,B’X--(D+o-¢ E(yi‘Xi);t/B’)(z’



Estimacao por Maxima Verossimilhanca.

Para y, = 0

f(O\X,-)= pr(yl, _ O\Xl-)= Pr(y: < 0)= Pr(s; < _,BXi)Zl—CD(IB;)-(ij
Para y, > 0

T

Entao, o logaritmo da funcao de verossimilhanca para a regressao

censurada é:

logL= >, —%POQ(Z?T)HOQGZ +(y"_ﬁ2’X")2}+ Z:: Iog{l—cb(ﬂ’Xi ﬂ

;>0 o y,; =0 o




Efeito Marginal ndo condicional:

E(yz"Xi): PX, ’®(ﬂ9{ij+0¢(_ﬁ£¥ij

O O

— BX
(7)ot

O

L0)_ o+ pix g2 4Py~
0X c °©

OE(y;) _ ﬁ{m s 8% _BX

0X, o o 4:'8(1)



Modelos com seletividade amostral ou incidentalmente truncado.

Ex: Modelo de oferta de trabalho de mulheres.
Considere duas equacoes:

1. equacao de salarios.

A diferenca entre o salario de mercado e o salario reserva é funcao de
caracteristicas, tals como: educacdo, idade, numero de criancas,
local de habitacao, etc.

2. equacao de horas.

O numero desejado de horas de trabalho ofertado depende do salario,
numero de criancas na familia, estado civil, etc.

O problema ocorre quando consideramos a segunda equacao que
descreve o numero desejado de horas de trabalho, mas este numero sé é
observado se o individuo trabalha, isto €, se o salario de mercado € maior
do que o salario reserva. Entdo a variavel horas de trabalho é
Incidentalmente truncada.



Em notacdo matematica temos:

Equacao que determina a seletividade amostral:

ijj/'l/l/i-l_ui

Z: =1 se Z;>O

Z; =0 em caso contrario

Equacao de interesse:

Y, =BX; +¢

Entéo, Y, € observado somente se Z™ € maior que zero. Suponha que ¢, e
u, tem uma distribuicdo normal bivariada com media O e correlagéo p .
Entao,

E(Y

Y, é observado) :E(Yi‘Z: >0)=E(Y,

U >_7/W)

da,)
D(a )—,BXi+,B/1/1i(05u)

= BX, +E(‘9i‘ui >—yW;)=pX,;+ po,

u



onde

— .
S
O-I/l
Entao,
Y.\Z; >0=EY,|Z; >0)+v; = BX; + B, 4 (@) +v;

Fazer a regressao por minimos quadrados usando apenas os dados
observados — por exemplo, MQO da regressao de horas em funcao de
seus determinantes usando apenas dados de mulheres no mercado de
trabalho — produz estimativas inconsistentes de . Este € um caso de
omissao de variaveis. A regressao por minimos quadrados de Y em
funcao de X e A produziria estimativas consistentes.



Os parametros do modelo de selecdo podem ser estimados por maxima
verossimilhanca, mas Heckman (1979) prop6s um método mais
simples:

1) estimar a primeira equacdo (modelo probite — 1 se participa do
mercado de trabalho e 0 se ndo) por maxima verossimilhanca e obter as
estimativas dos parametros y. Para cada observacéo calcula-se

5 _ W)
O

2) Rodar a regressao por MQO de Y em funcao de X e A estimado para
obter estimativas consistentes dos parametros f.



Efeito marginal condicional

E(¥[7] > 0) =P+ fiA(a,)
8E(Yl- Z: > 0) ,
= f——po,S
X p - Jolep
o0=A1—-a)

Efeito marginal ndo condicional

E(Y) =|p% + BiAf@
OE(Y)
Ox




Modelo Probite Sequencial

Estuda
crian(;as<(P1) trabalho
remunerado
outros (P,)
outros

B =F(xp)

Py =[1-F(xp)]
By =[1-F(xp).
By =[1-F(xp).

F(xf;)
[1- F(x5)]F (x53)
[1- F(xB2)][1- F(xp3)]

trabalho nao
remunerado

(P3)

nao trabalha
(Py)



Segundo Maddala esses modelos sdo faceis de se analisar
porgue a funcao de verossimilhanca para estes modelos pode ser
maximizada, maximizando funcdes de verossimilhanca de
modelos dicotomos repetitivamente.



