PROVA SUB 1: ESPACOS DE HILBERT E EDPS

Exercicio 1. (1,75 ponto) a) Sejam f, g : [0,1] — R fun¢des continuas. Mostre que

(¢ € L(0,1) - / f@)p(@)dz = 0} = {p € L2(0,1) : / g(x)p(x)dz = 0},

se, e somente se, existe A € R tal que A # 0 e f(z) = Ag(x), para todo z € [0, 1].

(1,5 ponto) b) Sejam (H, (.,.) ) um espago de Hilbert e (V, (.,.)y) um espago vetorial com produto
interno. Suponha que exista uma transformacao linear T : H — V sobrejetora e continua e uma
constante C' > 0 tal que ||Tully > C||lu|lg para todo uw € H. Mostre que (V,(.,.)y) também é um
espago de Hilbert.

Exercicio 2. (1,5 ponto) Sejam H um espago de Hilbert e U : H — H um operador unitario. Mostre
que T : H — H & uma projecao ortogonal se, e somente se, U "'TU : H — H é uma projecio ortogonal.
Mostre que T : H — H é um operador unitario se, e somente se, U"'TU : H — H é um operador
unitario.

Exercicio 3. (1,75 ponto) Considere uma sequéncia limitada (A;);en de nimeros reais e o operador
T:L*0,1) — L%*(0,1) dado por

() = 22 A ( / 1 sen(jwy)ﬂy)dy) sen(jrz).

Dé uma condicdo necessaria e suficiente sobre os valores de \; para que 7' seja uma projecao
ortogonal e uma condigao necessaria e suficiente sobre os valores de \; para que 1’ seja um operador
unitario. (Dica: Lembre-se que B = {e;(z) = v2sen(jrz): j > 1} ¢ uma base de Hilbert de L?(0,1).
LOgO Tf = Z]oil /\j(@j, f)ej)

Exercicio 4. Seja ¢ : [0,1] — R uma fun¢ao continua tal que |g(x)| < 1 para todo z € [0, 1]. Considere
o seguinte problema para f € L?(0,1).
—u"(z) + q(@)u'(z) + u(z) = f(x), z €]0,1],

u(0) =v/(1) = 0.

(0,5 ponto) a) Mostre que H = {u € HY(0,1) : u(0) = O} ¢ um espago de Hilbert com o produto
interno de H1(0,1).

Dizemos que u € H?(0,1) é uma solugdo forte se satisfizer (0.1).

Uma solugao fraca de (0.1) é uma funcdo u € H, em que H foi definido no item a), que satisfaz

a(u,v) = F(v), YveH,
emquea:HxH—ReF:H— R sao dados por

1 1 1 1
a(u,v) = / u'v'dw —|—/ qu'vdz +/ wodz, F(v)= / vfdz.
0 0 0 0

(1 ponto) b) Mostre que se u € H?(0,1) for uma solugao forte, entdao u é uma solugio fraca do
problema.
(1 ponto) ¢) Mostre que existe uma tinica solugdo fraca do problema. Conclua que se existir uma

(0.1)

solugdo forte, ela é tnica. (Dica: ab < %2 + %)
onto ostre que a solugao fraca é uma solugao forte. (Para isto, deve-se provar que u €
1p d) M q lugao f ¢ lucao fort P isto, d p q
H?2(0,1) e u satisfaz as condigdes de contorno do problema).



