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Lista de Exercicios para Avaliacao IIII

@® Considere um modelo cosmolégico homogéneo e isotrépico que contém
apenas uma componente energética, com equagao de estado p/p =
w = constante. Sejam py e ag os valores da densidade de energia p(t)
e do fator de escala a(t) no instante ¢ = tg (¢ sendo o tempo préprio
dos observadores que véem isotropia).

(a) Mostre que p(t) = po [ao/a(t)]> ),

(b) Se Hy > 0 é a “constante de Hubble” no instante t = tg (ou seja,
Hy = [a(t)/a(t)]|;—s,), determine a condigao, envolvendo po, ag
e Hp, que determina qual a geometria da secdo espacial desse
modelo;

(c) Supondo que a sec@o espacial seja plana, determine a funcao a(t)
para w = 0 (matéria nao-relativistica; “poeira”), para w = 1/3
(matéria relativistica; “radiagdo”) e para w = —1 (constante cos-
moldgica; “energia escura” ou “energia do viacuo”). Em cada um
desses casos, determine a idade do universo em termos de Hy,
contada desde o momento em que a = 0;

(d) Calcule o parametro de desaceleracio q := —ai/a®> = —(i/a)/H?
para cada um dos casos analisados no item anterior, deixando
claro em qual(is) caso(s) hé aceleragdo e em qual(is) ha desace-
leragao da expansao.

@ Introduzindo a chamada densidade critica p. := 3H? /(87 @), define-se
o parametro de densidade como sendo a fragao Q := p/p..

(a) Mostre que a equacao de Friedmann para o parametro de Hubble
H é rescrita como
Q+ Qk = 1,

onde Qy, := —k/(a>H?);

(b) Mostre que a equagao de Friedmann para a aceleragao a é rescrita
como

(1— Q)
2

onde ¢ é o parametro de desaceleragdo e w :=p/p

q= (1+3w)7
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(c) Num universo com vérias componentes energéticas p;, cada uma
com equacao de estado w; constante, mostre que a equacao de
Friedmann para o parametro de Hubble H, escrita em termos dos
parametros atuais (ou seja, medidos em ¢t = (), assume a forma

onde os subscritos “0” indicam o valor do parametro em t = tg;

(d) Com base na equagao anterior, explique qual componente ener-
gética (com equagao de estado w; maior ou menor) deve domi-
nar a dinadmica do universo nos regimes em que a(t)/ag < 1 e
a(t)/ag > 1 (supondo que esses regimes sejam atingidos).

@ Num espago-tempo com a métrica de FLRW, considere uma linha-de-
mundo cujo vetor tangente p® satisfaz p®Vyp® = 0. Seja p||(t) a norma
da projecao de p® sobre as superficies ¥; de homogeneidade e isotropia:
pt) =/ happ®p?, onde hay = gap + uquy, com u® sendo a 4-velocidade
dos observadores que véem isotrépia (“observadores isotrépicos”, por
simplicidade).

(a) Mostre que pj|(t)a(t) = constante ao longo da linha-de-mundo;

(b) O que o resultado acima implica para o 3-momentum de uma
particula livre evoluindo nesse espaco-tempo, assim como medido
pelos “observadores isotrépicos”?

(c) Com base nos resultados anteriores, mostre que um féton emitido
num instante ¢t < ty com frequéncia f, (medida pelos “observa-
dores isotrépicos”) é observado hoje com frequéncia fy (medida
pelos “observadores isotrépicos”) dada por

_, alt)
fO - fe TO

Com isso, mostre que o fator de “redshift” cosmolégico z := (A\g—
Ae)/Ae é independente de frequéncia e satisfaz 1 + z = ag/a(t);

(d) Expresse o parametro de Hubble como fungao do “redshift” cos-
moldgico, H(z), e, em seguida, expanda H(z), em torno de z = 0,
até primeira ordem em z;
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@ Considere o modelo de FLRW nas coordenadas {(t, x, 0, ¢)} nas quais
ds* = —dt* + a(t)® {dx* + f(x)?[d6” + (sin0)*dp?] }

com f(x) = sinh x, x,sin x para k = —1,0, 1, respectivamente. Pede-
se:

(a) Obtenha uma expressao, em forma integral, para x(z) que deter-
mina o cone-de-luz passado de um observador em ¢t = tg e y =0,
em func¢éo do “redshift” cosmolégico z;

(b) Supondo se¢ao espacial plana e que hd apenas uma dnica compo-
nente energética, com equacao de estado w = constante, deter-
mine o raio do horizonte de particulas no instante t = tg;

(c) Sob as mesmas hipdteses do item anterior, qual o maior raio fisico

que o cone-de-luz passado do observador em t = ¢y atinge e em
que instante isso acontece?

® As definicoes de distancia luminosa dy, e de distancia angular da le-
vam as seguintes expressoes para essas quantidades, em funcao do
“redshift” cosmolégico z:

dr(z) = (1 + 2)aof(x(2)),

ao
d =
2 = TS 1)),
onde f(x) = sinhy,y,siny para k = —1,0,1, respectivamente, e
x(z) = ag! Jo dz/H(%) (vide item (a) do exercicio anterior).

(a) Expanda ambas as expressoes, em torno de z = 0, até primeira
ordem em z, e mostre que a relagao da Lei de Hubble observaci-
onal, z = Hyd, é igualmente vélida para ambas as defini¢oes de
distancia;

(b) No caso de secao espacial plana e apenas uma componente ener-
gética (com equagao de estado w = constante), calcule o primeiro
desvio da Lei de Hubble observacional,

z=Hyd+ Cd?+0O(d?),

obtendo a constante C' explicitamente (tanto para d = dr,, quanto
para d = dy) e mostrando que ela fornece informacao sobre o
parametro de desaceleracao atual gy (que neste caso é constante;
vide item (b) do exercicio @).
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