PROVA 2: ESPACOS DE HILBERT E EDPS

Exercicio 1. Considere 2 C R™ um aberto.
(1,75 ponto) i. Sejam wu,v € H'(f2). Suponha que exista U € C°(R") tal que u(x) = U(x) para
todo z € Q. Mostre que uv € H(Q) e

(0.1) (w) =uz—+ v, Vje{l,..n}
. .
(1,75 ponto) ii. Sejam w,v € H'()). Suponha que existam ci,co > 0 tais que |[v(z)] < ¢; e
%’J(I)\ < cy paratodox € Qe je€ {1,..,n}. Mostre que uv € H'(Q2) e que (0.1) vale.

Exercicio 2. Seja Q C R? um aberto limitado de classe C*. Considere o seguinte problema

9% 0%u 9
—@(x,y) - m(%y) - Tyg(%y) = f(z,y), (z,y) €,

u(x’ y) = 07 (:Z:, y) E aQ?

(1,0 ponto) i. Mostre que se u € C%(Q) for uma solucio cléssica, entdo u é uma solucio fraca, ou seja,
u pertence a H} (Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H} (), em que a : H}(Q) x H}(Q) - R
e F: H}(Q) — R sao dados por
(u, ) / 8u81}+8u6v+8u8v ded
a(u,v) = — 0t ——+ —= | dz
’ qQ \O0x 0z  0Oxdy Oyody &
Fv) = / fudxdy.
Q
(1,5 ponto) ii. Mostre que existe uma unica solugdo fraca da equagao. (Dica: use ab < %2 + %)
(1,0 ponto) iii. Mostre que se u € H{(2) for uma solugio fraca que pertence a C?(Q), entdo u é
uma solucgao cléssica.

Exercicio 3. Sejam H um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, B = {e; : j € N} uma
base de Hilbert de H, ()\;)jen C R crescente tal que lim; o A\; = o0 e A: D(A) — H um operador
nao limitado definido por

D(A)={ue H: ZA?(U, ej)? < oo}, Au= Z)\j(u,ej)ej.

j=1 j=1
(1,75 pontos) i. Consideremos seguinte problema abstrato
o' (t) + Au(t) =0, t>0,
U(O) = Uog,

em que ug € H. Existe uma tinica fungéo u € C*(]0, oo; H)NC([0, oo[; H) tal que u(t) = > aj(t)e; €
D(A) para todo t > 0 e u satisfaz (0.2). Suponha que A\; <0, A2 =0e A; > 0 para todo j > 3. Mostre
que (Au,v) = (u, Av), para todo u,v € D(A), determine as fun¢des a; para todo j € N em termos de
Ug, €; € A; e compare o comportamento das solugdes para t — oo quando ug = ej, Uy = ez € Uy = e3.
(1,75 pontos) ii. Pode-se mostrar que existe uma tnica solugdo v € C*°(]0, 00[x[0, 1]) do problema
2
%(t,oj) = %(t,x} +4r?o(t,z), t>0,z¢€0,1]
v(t,0) =v(t,1) =0, ¢t>0,

(0.2)

1
lim/ lu(t, z) — ug(z)[>dz = 0,
0

0
em que ug € L?(0,1). Esta solugio ¢ tal que u : [0, 00— L2(0,1) definido como (u(t))(z) = v(t,z) é a
solugdo do problema abstrato (0.2) com H = L%*(0,1), D(A) = H?(0,1) N H}(0,1), Au = —22772‘ —47?u
e B={ej(z) = v2sen(jmz) : j > 1}. Calcule Ae; = \je; para encontrar os \; e diga o que ug deve
satisfazer (condigdo necesséria e suficiente) para que a solugao v satisfaga sup;¢g o) fol lo(t, z)|2dt < oo.
Repita o mesmo para a condi¢ao lim;_, fol lv(t, z)|?dt = 0.
1



