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9.4 Deflexões por integração da equação da força cortante e da 
equação de carregamento

Da aula passada:

𝐸𝐼
𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
= 𝑉𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 𝑀 𝐸𝐼

𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
= −𝑞

ou, usando a notação de Lagrange,

𝐸𝐼𝑣′′ = 𝑀 𝐸𝐼𝑣′′′ = 𝑉 𝐸𝐼𝑣′′′′ = −𝑞

Na aula passada, calculamos a linha elástica a partir da equação de segunda ordem 
(momento fletor) mas podemos partir, também, da equação de terceira ordem (força 
cortante) ou da equação de quarta ordem (carregamento)
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𝜃𝐵

𝛿𝐵

𝑞 = 0

𝐸𝐼𝑣′′′′ = 0

𝐸𝐼𝑣′′′ = 𝐶1

𝐸𝐼𝑣′ =
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 =
𝐶1𝑥

3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

⇒São necessárias quatro condições de 
contorno para calcular as constantes

Exemplo

𝐸𝐼𝑣′′ = 𝐶1𝑥 + 𝐶2
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As condições de contorno podem ser de dois tipos:

• Essenciais ou geométricas (deslocamentos ou rotações)

• Naturais (momentos ou forças aplicados)

i) 𝑣 0 = 0

ii) 𝑣′ 0 = 0

iii) 𝑀 𝐿 = 0

iv) 𝑉 𝐿 = −𝑃

⇒ 𝑣′′ 𝐿 = 0

⇒ 𝐸𝐼𝑣′′′ 𝐿 = −𝑃
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𝐸𝐼𝑣′′′ = 𝐶1

𝐸𝐼𝑣´´ = C1x + C2

𝐸𝐼𝑣′ =
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 =
𝐶1𝑥

3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

i) 𝑣 0 = 0

ii) 𝑣′ 0 = 0

iii)

iv)

𝑣′′ 𝐿 = 0

𝐸𝐼𝑣′′′ 𝐿 = −𝑃

⇒ 𝐶4= 0

⇒ 𝐶3 = 0

⇒ 𝐶1 𝐿 + 𝐶2 = 0

⇒ −𝑃 = 𝐶1

⇒ 𝐶2 = 𝑃𝐿

𝑣′ =
𝑃𝑥

2𝐸𝐼
2𝐿 − 𝑥

𝑣 =
𝑃𝑥2

6𝐸𝐼
3𝐿 − 𝑥
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𝜃𝐵

𝛿𝐵

𝑣′ =
𝑃𝑥

2𝐸𝐼
2𝐿 − 𝑥

𝑣 =
𝑃𝑥2

6𝐸𝐼
3𝐿 − 𝑥

𝜃𝐵 = 𝑣′(𝐿)=
𝑃𝐿2

2𝐸𝐼

𝛿𝐵 = 𝑣(𝐿)=
𝑃𝐿3

3𝐸𝐼
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Exemplo 𝐸𝐼𝑣′′′′ = −𝑞

𝐸𝐼𝑣′′′ = −𝑞𝑥 +𝐶1

𝐸𝐼𝑣′ = −
𝑞𝑥3

6
+
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 = −
𝑞𝑥4

24
+
𝐶1𝑥

3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

𝐸𝐼𝑣′′ = −
𝑞𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2

Condições de contorno:

i)𝑣 0 = 0

ii)𝑣 𝐿 = 0

iii)𝑀 0 = 0

iv)𝑀 𝐿 = 0

⇒ 𝑣′′ 0 = 0

⇒ 𝑣′′ 𝐿 = 0
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𝐸𝐼𝑣′′′ = −𝑞𝑥 +𝐶1

𝐸𝐼𝑣′ = −
𝑞𝑥3

6
+
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3 𝐸𝐼𝑣 = −

𝑞𝑥4

24
+
𝐶1𝑥

3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

𝐸𝐼𝑣′′ = −
𝑞𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2

i)𝑣 0 = 0

ii)𝑣 𝐿 = 0

iii)𝑣′′ 0 = 0

iv) 𝑣′′ 𝐿 = 0

⇒ 𝐶4 = 0

⇒ 𝐶2 = 0

⇒ 0 = −
𝑞𝐿2

2
+ 𝐶1𝐿 ⇒ 𝐶1=

𝑞𝐿

2

⇒ 0 = −
𝑞𝐿4

24
+
𝑞𝐿

2

𝐿3

6
+ 𝐶3𝐿 ⇒ 𝐶3 = −

𝑞𝐿3

24

𝑣 𝑥 =
1

𝐸𝐼
−
𝑞𝑥4

24
+
𝑞𝐿2

2

𝑥3

6
−
𝑞𝐿3

24
𝑥 ⇒ 𝑣 𝑥 = −

𝑞𝑥

24𝐸𝐼
𝑥3 − 2𝐿2𝑥 + 𝐿3
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Exemplo 𝑞 =
𝑞0
𝐿

𝐿 − 𝑥

𝐸𝐼𝑣′′′′ = −
𝑞0
𝐿
(𝐿 − 𝑥)

𝐸𝐼𝑣′′′ =
𝑞0
2𝐿

𝐿 − 𝑥 2 + 𝐶1

𝐸𝐼𝑣´´ = −
𝑞0
6𝐿

𝐿 − 𝑥 3 + C1x + C2

𝐸𝐼𝑣′ =
𝑞0
24𝐿

𝐿 − 𝑥 4 +
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 = −
𝑞0

120𝐿
𝐿 − 𝑥 5 +

𝐶1𝑥
3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

⇒Novamente são necessárias quatro 
condições de contorno par calcular as 
constantes
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Condições de contorno:

i) 𝑣 0 = 0

ii) 𝑣′ 0 = 0

iii) 𝑀 𝐿 = 0

iv) 𝑉 𝐿 = 0

⇒ 𝑣′′ 𝐿 = 0

⇒ 𝑣′′′ 𝐿 = 0
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𝐸𝐼𝑣′′′ =
𝑞0
2𝐿

𝐿 − 𝑥 2 + 𝐶1𝐸𝐼𝑣´´ = −
𝑞0
6𝐿

𝐿 − 𝑥 3 + C1x + C2

𝐸𝐼𝑣′ =
𝑞0
24𝐿

𝐿 − 𝑥 4 +
𝐶1𝑥

2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3 𝐸𝐼𝑣 = −

𝑞0
120𝐿

𝐿 − 𝑥 5 +
𝐶1𝑥

3

6
+
𝐶2𝑥

2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

i) 𝑣 0 = 0

ii) 𝑣′ 0 = 0

iii)

iv)

𝑣′′ 𝐿 = 0

𝑣′′′ 𝐿 = 0

⇒ 𝐶4 =
𝑞0𝐿

4

120

⇒ 𝐶3 = −
𝑞𝑜𝐿

4

24

⇒ 𝐶1= 0

⇒ 𝐶1𝐿 + 𝐶2 = 0 ⇒ 𝐶2 = 0

𝑣′ 𝑥 = −
𝑞0𝑥

24𝐿𝐸𝐼
(4𝐿3 − 6𝐿2𝑥 + 4𝐿𝑥2 − 𝑥3)

𝑣 𝑥 = −
𝑞0𝑥

2

120𝐿𝐸𝐼
10𝐿3 − 10𝐿2𝑥 + 5𝐿𝑥2 − 𝑥3
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𝑣′ 𝑥 = −
𝑞0𝑥

24𝐿𝐸𝐼
(4𝐿3 − 6𝐿2𝑥 + 4𝐿𝑥2 − 𝑥3)

𝑣 𝑥 = −
𝑞0𝑥

2

120𝐿𝐸𝐼
10𝐿3 − 10𝐿2𝑥 + 5𝐿𝑥2 − 𝑥3

𝜃𝐵 = −𝑣′(𝐿) =
𝑞0𝐿

3

24𝐸𝐼

𝛿𝐵 = −𝑣(𝐿) =
𝑞0𝐿

4

30𝐸𝐼
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𝐸𝐼𝑣′′′′ = −𝑞 = −𝑞0 sen
𝜋𝑥

𝐿

𝐸𝐼𝑣′′′ = 𝑞0
𝐿

𝜋
cos

𝜋𝑥

𝐿
+𝐶1

𝐸𝐼𝑣′′ = 𝑞0
𝐿

𝜋

2

sen
𝜋𝑥

𝐿
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝐸𝐼𝑣′ = −𝑞0
𝐿

𝜋

3

cos
𝜋𝑥

𝐿
+ 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 = −𝑞0
𝐿

𝜋

4

sen
𝜋𝑥

𝐿
+ 𝐶1

𝑥3

6
+ 𝐶2

𝑥2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

𝑀 0 = 0 ⇒ 𝐸𝐼𝑣′′ 0 = 0 ⇒ 𝐶2 = 0

𝑀 𝐿 = 0 ⇒ 𝐸𝐼𝑣′′ 𝐿 = 0 ⇒ 𝐶1 = 0

𝑣 0 = 0 ⇒ 𝐶4 = 0

𝑣 𝐿 = 0 ⇒ 𝐶3 = 0

⇒ 𝑣 = −
𝑞0
𝐸𝐼

𝐿

𝜋

4

sen
𝜋𝑥

𝐿

𝛿𝑚á𝑥 = −𝑣
𝐿

2
=
𝑞0𝐿

4

𝜋4𝐸𝐼
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𝐸𝐼𝑣′′′′ = −𝑞

𝐸𝐼𝑣′′′ = −𝑞𝑥 + 𝐶1

𝐸𝐼𝑣′′ = −
𝑞𝑥2

2
+ 𝐶1𝑥 + 𝐶2

𝐸𝐼𝑣′ = −
𝑞𝑥3

6
+ 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶2𝑥 + 𝐶3

𝐸𝐼𝑣 = −
𝑞𝑥4

24
+ 𝐶1

𝑥3

6
+ 𝐶2

𝑥2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶4

𝑉 0 = 0 ⇒ 𝐸𝐼𝑣′′′ 0 = 0 ⇒ 𝐶1 = 0

⇒ 𝑣′ 0 = 0 ⇒ 𝐶3 = 0

𝑀 𝐿 = 0 ⇒ 𝐸𝐼𝑣′′ 𝐿 = 0 ⇒ 𝐶2 =
𝑞𝐿2

2

𝑣 𝐿 = −
𝑞𝐿

𝑘
= −

𝑞𝐿4

48𝐸𝐼
⇒ 𝐶4 = −

11𝑞𝐿4

48

⇒ 𝑣 𝑥 = −
𝑞

48𝐸𝐼
2𝑥4 − 12𝑥2𝐿2 + 11𝐿4

⇒ 𝜃𝐵 = 𝑣′ 𝐿 ⇒ 𝜃𝐵 =
𝑞𝐿3

3𝐸𝐼
(anti-horário)

𝜃 0 = 0



Escola Politécnica da Universidade de São Paulo
Departamento de Engenharia Mecânica

08/07/22 PME-3210 / Mecânica dos Sólidos I / Aula #24 15

Referência:

Gere, J.M., Goodno, B.J. Mecânica dos Materiais – Tradução da 7ª edição norte-
americana. Cengage Learning, 2010, 860p, Capítulo 9.


