EXERCICIOS 2 (GABARITO) ESPACOS DE HILBERT E EDPS MAP4003/
MAP5707

Exercicios com solucao: Todos com excecao do exercicio 7.

Os exercicios abaixo foram retirados ou baseados nos dos livros:

C) Introdugao & Analise Funcional, César R. de Oliveira, Projeto Euclides.

Con) A course in functional analysis, John B. Conway, Springer.

B) Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Haim Brezis, Universi-
text, Springer.

AU) Partielle Differenzialgleichungen, Arendt and Urban, Springer Spektrum.

GGQG) Distributions and Operators, Gerd Grubb, Springer.

Lembramos da nossa notacdo N = {1,2,3,...}, Ng ={0,1,2,3,...}, Z=1{...,—2,—-1,0,1,2, ...}.

Exercicio 1. Seja Q0 C R™ um aberto.
i. Mostre que H'(Q2) e H?(Q) sdo espagos de Hilbert com os produtos internos

(u,v) 1) = Z /ag‘u@g‘vdx:/uvdx—k/ Vu - Vodz,
Q Q Q

la] <1
(u,v) 52(0) = Z /8§‘u6§‘vdx.
jaj<2 79

(Dica: Use que L?(Q2) é um espago de Hilbert e repita a demonstragdo do caso unidimensional).
ii. Prove por indugdo em m que H™ () é um espago de Hilbert para todo m > 1.

Solucao: Vamos provar tudo ao mesmo tempo para m > 1.
Seja (u;)jen uma sequéncia de Cauchy em H™ (). Observamos que

l[u; — Uk”i]m(ﬂ) = Z 107 u; — agukH%%Q)
lo]<m

Assim (0%u;) en € uma sequéncia de Cauchy em L?() para cada |a| < m. Assim, existem fung¢des
uq € L?(Q) tais que im0 [|0Su; — ua || gm0y = 0, pois L?(£2) é completo. Vamos mostrar agora que
u € H™(Q) e 0%u = u, para todo o] < m.

De fato, vemos que

/u@ffcpdx: lim /ujaggodx: lim (—1)'“'/ Oy ujpdr = (—1)'0“/uacpd:ﬂ.
Q j—oo Jo j—o0 Q Q
Logo v € H™(Q2). Além disso,
1~ L 2m :1 a, Ao 22 :1 a, 22 = 0.
;. [ug = ullzrm(a) jg{}O'; 105 u; — 05 ull720) JEEO|Z< 105 u; — uallz2(0) =0
Portanto a sequéncia de Cauchy (u;);en converge para v em H™ ().

Exercicio 2. Seja Q C R™ um aberto e u € H3(Q2). Mostre que as derivadas fracas de ordem 3
comutam, ou seja,

d3u B Bu B O3u B d3u B O3u B Bu
00z ;0T o 0x;0x,0x; - 0x ;007 o 0x ;0L 0%; B 0z, 0x;0x; o Oz 0x;0x;’

para quaisquer ¢,7,k € {1,...,n}.
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Solugdo: Seja ¢ € C(€2). Logo

[0 e [ D (2 (2))

aniaxjaxk(p — Jo Oz Ox; \ Oz, L4

B 0 ou\ dp ou 0% B 03

n _/Qﬁxj (&m) 8xidx o /Q (33%) 3xj8:c¢d$ n _/Quﬁa:kﬁxjﬁxi du
@_/u 0% dx_/ ou) Py dx__/i Ou Op,,
o Q 89:j5'zk8xi - Q axj 8xk8;zcl n Q axk 8a:j 8%

_/8 9 (ou dx_/ Pu_ e
B QaZL’z axk &nj g - aniaxkaxj@ '

Em (1) usamos o lema de Schwarz para permutar derivadas. Para as outras igualdades, o argumento
€ 0 mesmo.

Exercicio 3. Sejam B(0,1) ={z € R" : |z| < 1} e f: B(0,1) — R a funcado dada por f(z) = |z|*.
Determine os valores de o € R para que a fungdo f pertenca a H'(B(0,1)) nos casos em que n = 1, 2
e 3.

(Observacgdo: E possivel generalizar o resultado para n > 4 também).

Solucao:

Se a = 0, entdo u(z) = |z|* =1 e u € H(B(0,1)). Vamos considerar abaixo o # 0. Neste caso,
vamos mostrar que a solugdo é a > 1/2sen=1,a>0,sen=2,ea > —1/2,se n =3.

Afirmagio 1: Se w € HY(B(0,1)) e u € C1(B(0,1)\{0}), entio a derivada fraca 8‘97“7 coincide com
a derivada cldssica em B(0,1)\{0}. Em particular, uma condi¢iéo necessdria para que uma funcdo
u € CYB(0,1)\{0}) pertenca a H*(B(0,1)) é que u e suas derivadas cldssicas aaTuj pertengam a
L?(B(0,1)) para todo j € {1,...,n}.

~ . F . C . L .
Para nao confundir, vamos denotar por % a derivada fraca e por % a derivada classica.
J J

Sejar <1/2e ¢ e CX(B(0,1—7)\B(0,r)). Logo

) 9 ou ou
/ u—@dx = / uidaz = —/ g pdr = —/ & pdz,
B(01—r\B(0,r) OT; B0,y 0z; B(0,1) 0T B(0,1—r)\B(0,r) OT;

pela definicao de derivada fraca.
Por outro lado, se ¢ € C2°(B(0,1 —r)\B(0,7)), entdao como u € C*(B(0,1 —r)\B(0,r)), podemos
usar derivacao por partes e concluir que

dp ou
U—dxr = — — dx.
B(0,1—r)\B(0,r) 3%‘ B(0,1-r)\B(0,r) axj

Assim,
ot ou® —_—
— —=— Jpdx=0, VoeC(B(0,1-7)\B(0,r)).
/13(0,1r)\B(0,r) (8%‘ O ) (B( NBO:T)

A funcdo %C é continua em B(0,1 — r)\B(0,r). Logo é limitada. Como o conjunto é limitado, con-
J

cluimos que %C € L*(B(0,1—r)\B(0,r)). A funcio %F é restrigao de uma fungio em L?(B(0,1)).

Logo %F também pertence a L?(B(0,1 —7)\B(0,7)). Como as fungdes C>°(B(0,1 —r)\B(0,r)) sdo

densas em L?(B(0,1 —r)\B(0,7)), concluimos que
ou '’ ou ©
L (2) = —
8$j 8.Z‘j

(z), Vze B(0,1—-7)\B(0,r).

Como r €]0,1/2[ é arbitrario, concluimos que gTqu = (%ch em B(0,1)/{0}.
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Afirmagio 2: Uma condi¢io necessdria para que u(x) = |z|® pertenca a H'(B(0,1)) é que a >

(2 —n)/2.
Como a fungio u € C*(B(0,1)/{0}), é necessario que u e suas derivadas estejam em L?(B(0,1)).
Usando coordenadas polares, vemos que

1
/ u?de = Cn/ r2ornldr < o
B(0,1) 0

se, e somente se, 2a +n — 1 > —1, ou seja, & > —n/2. A constante C,, depende da dimensdo. Temos
01:2, 022271'603:47'('2.
Note que

Para a derivada, vamos separar em casos.

Para n = 1, temos
1 2 1
d
/ <u> dr = 2a2/ 22724y < 00
-1 dl‘ 0

se, e somente se, 2a — 2 > —1, ou seja, a > 1/2.
Para n = 2, temos

u 2 27 1
/ <> dx = o </ cosz(e)dﬂ) / r20 4 2pdr < 0o
B(0,1) dzq 0 0

se, e somente se, 2a — 1 > —1, ou seja, @ > 0. O mesmo vale para 88—;‘2.

Para n = 3, temos

2 27 T .
/ (au) dx = a2 </ / COS2(0)sen3(¢)d9dw) / T2Q74T27‘2dr < %
B(0,1) 5&01 0 . i

Ou , 9u
612 € 6373 :
Afirmagio 3: Uma condicio suficiente para que u(x) = |z|* pertenca a H*(B(0,1)) € que a >

(2-n)/2.
Vamos mostrar que nas condigoes acima, a derivada fraca existe e é igual a derivada classica.
Para n = 1, consideremos ¢ € C°(] — 1, 1[). Logo

=ty (- [ et [ Lot e - ot
= - dx r) p(r)ar E dzm @el\x)ax e B e%p(e
i N d « ' d (e d «

pois a > 1/2.
Para n = 2, consideremos ¢ € C°(B(0,1)). Logo

/ 2022 ()dz = lim / 1222 (2)da
B(0,1) Ox; e=0 \ JB(0,1)\B(0,¢) Oz
P
— i ( [ o (el elo)dn + [ afpten (o
Eﬁo( B(0,1)\B(0,¢) 9%; (I ( aB(o,s)| | i

- ( /B . 38 <x|a>so<x>dw> .

se, e somente se, 2a > —1, ou seja, o > —1/2. O mesmo vale para
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Na dltima passagem, usamos que
[ el (ede] < 2ne ol o) 0

pois a > 0.
Para n = 3, consideremos ¢ € C°(B(0,1)). Logo

/ 2122 (2)dz = lim / 122 () da

B(0,1) Oz =0\ JB(0,1)\B(0,¢) Oz
: a « «

= —lim T(M ) p(x)dx + |z p(x)n;(z)dx
=0\ JB(0,1)\B(0,e) 9T 9B(0,¢)

O
(L&D%gﬂ>wMM>

Na ultima passagem, usamos que
\ || (2)n; (2)dz| < 4m2* ||| Lo (B(0.1)) = O,
0B(0,e)
pois a > —1/2.

Exercicio 4. Seja Q C R™ um aberto limitado (ndo necessariamente de classe C') e j € {1,...,n}.
Mostre que se u € H*(Q) e v € H}(Q), entdo

ou ov
dr = — dz.
/aniv i /Qu(‘)xi x

(Dica: Prove inicialmente para u € C°(R") e v € C°(Q2) e depois use um teorema de aproximacao
adequado).

Solugdo: Sejau e HY(Q) e p € CgO(Q). Logo, pela definicdo de derivada fraca, temos

<pdx = / %4 -dz.

333,

Assim,

ou dp .
(%’@)LQ(Q) = —(u, %)L%Qﬁ Vo € C°(2).

Como C2°(9) ¢ denso em H}(2), dado v € H} (1), existe uma sequéncia (v;) ey em C°(Q) tal que

lunj_>OO lv; = v||a1(q) = 0. Isto é o mesmo que dizer que lim;_; [[v; — v||z2(0) = 0 e lim; ||% -

8:1:- 2| z2(q) = 0 para todo i € {1,...,n}. Portanto,

ou ou ou ou
axzvd (—%i,v)m‘(m (833 Jim, vj)L2(0) = jlggo(ax ;) r2(9)
. ov; ov; ov ov
=~ lim (u, m]i)mm —(u, lim xi)w(m = —(u, 5 )@ = - o

Exercicio 5. Mostre que as fun¢des C°(R") sdo densas em H?(R"), ou seja, mostre que dado
u € H?(R™), existe uma sequéncia (u;);jen C C2°(R™) tal que im0 [|uj — ul| g2(gny = 0.
Dica: Imite a demonstragio feita em sala de aula que mostrou que C°(R") é denso em H*(R™).

Solucao:
Seja u € H*(R™). Consideremos a fungdo ¢; = p; * u, em que p; é um Mollifier como nas notas de
aula. Logo ¢; € C°°(R™) N L*(R™) ¢ tal que lim;_,o [[¢; — ul[12(rn) = 0, conforme vimos em aula (e
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nas notas de aula). Além disso, vimos que ?;2 = gﬁ L % u. Porém,
dpj Ip;j 9
— xu(xr) = —(x —y)u(y)dy = — — (pj(z —y))u(y)d
9z, @) . Bz, &~ V)uw)dy N (pj(z —y)) uly)dy

) oy Ou _ . ou
= /n pj(x y)ayl (y)dy = p; * o (z).

Em (1) usamos que y — p;(z —y) € C°(R™) e que v € H'(R"). Da mesma forma * U =

07p;
) Oz, Oxy

p;j 6y‘?ﬂgyl Assim, concluimos que
dy; ou ou
lim 297 = Jim 2Py = lim p; « — = —
J—>00 (9331 j—o0 0Ty J—>00 (9331 3331
. 0%, . 9?p; . . 0%u 0%u
im ——— = u = lim = ,
jo00 0L 0T i—voo Ok Jue N OxmOr;  0Tm0x)

em que os limite sdo tomados em L?(R™). Como tanto a sequéncia (p;)jen como suas primeiras
e segundas derivadas convergem em L?*(R"), concluimos que a sequéncia (¢;)jen converge a u em
H?(R™).

Seja agora n € C°(R™) uma fungio tal que 0 < n < 1, que se anula fora de B(0,2) = {z € R" :
llz]| < 2} e que é igual a 1 na bola B(0,1) = {x € R™ : ||z|| < 1}. Definimos n, € C°(R™) por
ne(z) = n(z/k). Logo ny se anula fora de B(0,2k) e é igual a 1 em B(0, k).

Como |(1 —nr(x))p;(x)] < |ej(z)] e limp o [(1 —ni(2))e;(z)] = 0, entdo, pelo teorema da conver-
géncia dominada, temos

. 2 . 2
(0.1) (o = mepjlzagsy = lim /R (1 =i (2))p; () dz = 0.
Pelo mesmo argumento visto acima, concluimos que
Op; 0p;
1' 7‘7 - n - O
g g 2 =

(0.2)

0%p;
1 J — j n = .
dm ez, ~ ™ amaa,, e =0

Note também que, para qualquer [ € {1,...,n}, temos

9 om0y,
0.3) ox; (ep5) = 0x; i+ ox;
' L(nw) 0%k P, Om Doy O Oy P,
0x10T.m, J 0x10Tm, 0x; Oy Oy, Oy Ox10%,
2
Por fim, vemos que gZ’; = %%’l(%) e 6:?11';I£m = k%ax%l (%). Note que’
oy 10n ,x 1. 0n

152 el = I g (el n < Flat o= @nllesla

0%y, 1 0%n =z 1. 9%y
TR ey = [ e ()il p2 ) < o || | oo (e |05 22 (e
||axlaxmgpﬂ||L2(R ) Hk2 83)77181‘[(]4;)%0]”[‘2(]1{ ) — k2 Haxmaxl ||L (R )”SDJHIP(R )

e que

Hank d¢; H 2(rn :”1%(E)a% lz2@®ny < 1||877k|| > (R")
Oy Oy ) TV 0y K Oy ) = gy T

‘PJHL2 (Rm)-

ILembre-se que se f € L2(R™) e h : R® — R for uma fungiio continua limitada, entdo

Sl = | [ @) @)Pds < sup h@)y | [ 17@)Pde = Pl o 1 2ge.
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Como os termos acima vao a zero, concluimos que

Logo

0 0p;
||87L,l(77k90j) - TJJHL?(R") —0, k—oo

0? Pp;
” axlaxnz (nkgoj) a axlaxm

||L2(R1L) -0, k— oc.

;= nwpll e @n) = 0.

Desta maneira, para cada j € N, podemos encontrar k; € N tal que

1
e — nkj<Pj||H2(R”) < ;

Neste caso, definindo u; = mg;¢; € CZ°(R™), vemos que

lwj —ullgz@ny < lluj — @illa2@®n) + ll; — ull m2(@n).-

Como as normas do lado direito vao a zero, concluimos que lim; o [|u; — ul| g2(rny = 0.

Exercicio 6. Seja 2 C R™ um aberto limitado e f € C'(R) uma funcao cuja derivada é limitada, ou
seja, |f'(t)] < M para todo t € R (Note que f(0) ndo precisa ser igual a zero! Estamos assumindo §2
limitado). Mostre que se u € H(), entdo fou € H'(Q) e que 52 (f(u(x))) = f'(u(z)) 2 (z), para

todo j € {1,...,n}.

Solugao:

Afirmagdo 1: As funcoes fou e /o uam pertencem a L?(Q) para todo k € {1,....,n}.

Vamos denotar || =

fQ ldz < co. E importante observar que |Q| < co, pois Q é limitado.

Note que |£(t)] = [£(0) + [5 f'(s)ds| < [f(O)] + [5 |f'(s)|ds <|f(0)] + Mt. Assim,

Portanto,

[F1? < (IF(O)] + Mt)* < 2 f(0)]* + 2M*¢2.

/Wfou@n%xs2/me»%x+2M?/Wu@nwx:2uqun+zMﬂmﬁam-
Q Q Q

Logo f ou pertence a L2().
Além disso, vemos que

J

Portanto, f' o ua

3u
1 oul uW<MﬁW (@) Pdz < M ul: -

pertence a L2(Q)

Afirmagao 2: A derwada fraca 8 (f ou) €igual a f' o uam , para todo k € {1,...,n}.
Este resultado segue exatamente como no resultado da Segao 4.2.1.1 das notas de aula.

Exercicio 7. Seja B(0,1) = {(z,y) € R? : 2? + y*> < 1} e n € C°(B(0,1)) uma funcio tal que
n(z,y) =1se x? +y? < 1/2.

Considere a fun¢ao

1/4
u(z,y) = (111 (ﬁ)) n(z,y).

i. Mostre que u € H*(B(0,1)).
ii. Conclua que H'(B(0,1)) contém fungdes que nio sio continuas.
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Exercicio 8. Seja Q@ C R™ um aberto limitado.

i. Mostre que C™(Q) C H™(Q). (Lembre-se que em C™(f2), as fungoes e suas derivadas de ordem
< m tém extensdes continuas em ).

ii. Dé um exemplo simples de funcdo u € C'(Q) que ndo pertenca a H'(2). (Dica: Ache um
contraexemplo em  =]0, 1[ lembrando que se v € C1(]0, 1[), entdo u ou u’ pode ir ao infinito em 0 ou
em 1)

iii. Ache um exemplo de um aberto € nio limitado que contenha fungdes em C'(Q) que nao
pertencam a H'(Q).

Solucao:
i. Seja u € C™(Q), p € C(N) e a € Ny tal que |a| < m. Entdo, aplicando |a| vezes a primeira
proposicao da Secao 4.2 das notas de aula, temos

/ ud®odz = (—1)1* [ 0%upda.
Q Q

Como 0%u € C(Q) e Q é compacto, concluimos que 9%u é uma funcio limitada. Portanto, é uma
fungdo em L2(Q), pois Q é limitado. Vemos, assim, que todas as derivadas fracas de u de ordem menor
ou igual a m existem e a fun(;;io U pertence a H™(Q).

ii. Seja Q =]0,1[ e u(z) = +. Logo fo x)%dr = fo Zdr =00 e u ¢ L*(Q2). Logo u € C(]0,1[) C
CHJ0,1]), mas u ¢ H'(0,1) € L2(]0,1]).

iii. Seja Q = R™. Logo u : R® — R definido por u(z) = 1 é uma fungio que pertence a C*(R"),
mas [p, u(x)?dr = [;, 1°dz = oo e, portanto, u ¢ H'(R™) C L*(R™).

Exercicio 9. Seja Q@ C R” um aberto limitado de classe C'. Considere fung¢des a;; € C*(Q), i,j €
{1,...,n} er € C(Q) com r(z) > 0 para todo = € Q. Suponha que a;;(z) = a;i(x), para todo z € (,
i,j € {1,...,n}, e que exista a > 0 tal que > ., Z a5 (2)&& > al|€]|? para todo € = (&1, ..., &) €
R" e z € Q. O nosso objetivo é estudar o seguinte problema de contorno:

_ Z 88% <Z azg(@jﬂi(@) +r(x)u(z) = flx), z€Q,

i=1

u(zr) =0, =€

Dizemos que u € C?(£2) é uma solugdo classica se u satisfizer as equagdes do problema de contorno
acima.

i. Mostre que se u € C?(Q) é uma solucdo classica, entdo u ¢ uma solucdo fraca, ou seja, u pertence
a H}(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H}(Q), em que a : H}(Q) x H} () — R e
F: H} () — R sdo dados por

aw)= [ >3 S (@) (@) + r(apu(ae() | da,

=1 j=1

_ /Q F(2)o(x)dz

ii. Mostre que existe uma tunica solucao fraca da equagao.
iii. Mostre que se u € Hg(Q) for uma solugao fraca que pertence a C?(Q), entdo u é uma solugio
classica.

Solucao:
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i. Seja u € C%(Q) uma solugdo classica e ¢ € C°(Q). Logo

/fcpdm— ZZ/ 333] <a”a )apdm—k/ﬂrugpdw

j=11i=1
:ZZ/ Ugu gip dx—i—/ rupdz.
j=1i=1 Ti OFj Q

Na ultima igualdade, usamos o resultado da se¢do 4.2 das notas de aula (integracdo por partes).
Sejav € H(2). Logo existe uma sequéncia (¢, )men de fungdes em C°(Q) tais que lim,, oo ||@m —
UHHl(Q) = 0. Assim

ou &pm
/fvdx— (f,v) = lim (f,gpm —rr%g}noozz Gijg )+ lim (ru, om)

1 1 m—o0
_] i=

L ou 81} ou Ov
= % i d dzx.
;; j@xl 8:1c] ruv ;;/ J@xzax] x—i—/ﬁruvx

ii. Basta usar Lax-Milgram. Vamos verificar as condigdes abaixo.
A funcao F é linear e continua, pois

Fo)| = \/vadfv\ < I fllz2llvlle < 1Az llvlleyg -

A funcdo a é bilinear, continua e coerciva. E continua, pois

a(u,v)] < / 53 i) g o) S )] + @l | o

=1 j=1

ov
Z”am”L‘”” i ||L2+|| [zee flull L2 {|v]| L2

ZZ laijlizes + lIrllzee | llwllag ol g -

=1 j=1

E coerciva, pois

|a(u, u)

:o\

Z Z a;j(z 86;2 () + r(z)u(z)u(x) | dx

>“/Z<axz) /Z<3x>dx+;/szz_:<gg>

2
el > 1

em que C' > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré.

iii. Sabemos que
Ou v
/fvdx— E E /a”axz oz, dx—|—/n7‘uvdx

Jj=11i=1

para todo v € H} (). Em particular, a igualdade acima é vélida para todo v € C2°(2). Assim, fazendo
integracdo por partes, como na primeira proposi¢do da Segdo 4.2 das notas de aula, concluimos que

/Q f+zza (”8 )ru vdr =0, Yve C(Q).

Jj=11i=1
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Como C2°(€2) é denso em L?(2), concluimos que

f“l‘zz%(alj(?;) —7“’LL=O7

ou seja,

Por fim, como u € C%(Q) C C(Q) e u € H} (), entdo u(x) = 0 para todo = € 9, pois Q & de classe
cl.

Exercicio 10. Seja 2 C R" um aberto limitado de classe C'. O teorema da divergéncia nos diz que
para todo F' = (Fy,..., F,,) : @ = R™, em que F; € C'(Q), a igualdade abaixo vale

/V-Fdxz/ F - ndS(z),
Q o0

em que n(z) = (n1(z),...,n,(x)) é a normal que aponta para fora de z € 9.
i. Mostre que o teorema da divergéncia implica na seguinte férmula de integracdo por partes:

ou v
—(x)v(x)dx = —/ u(z) =— (x)dx +/ u(x)v(x)n;(z)dS(x),
a 0z; Q D a0

para todo u,v € C(Q). (Dica: Aplique o teorema da divergéncia para F = uve;, em que e; =
(0,0,...,1,...,0), onde o 1 aparece somente na j-ésima casa.)

ii. Mostre que a formula de integragdo por partes implica no teorema da divergéncia. (Dica: Escolha
u = F; e v =1 na formula de integracdo por partes e some em j).

Solucao:

i. Dado j € {1,...,n} seja e; o j-ésimo vetor da base canoénica de R”, ou seja, e; = (0,...,1,...,0),
em que 1 sO aparece na j-ésima casa e nas outras apenas temos zero. Assim,

ou 0 ov ov
A ﬁjvdx / (8% (uv) — u@x) dx = / V - (uve;)dx — /Qu('?:c]dx

ov
= uwve; - ndS(z /u—dm—/ uvn;dS(x —/u—dm.
/asz ! O oo ®) o 0Oz

ii. Escolhendo u = F} e v =1, temos

Q@ggj(x)dx—/mﬂ( iy (2)dS ().

Somando em j, temos
/ V- FdS(z Z 6% Z / 2)dS(z) = /a . F(z) -n(z)dS(z).

Exercicio 11. Seja  C R™ um aberto limitado de classe C'. Considere fungoes a;; € C1(Q),
i,j € {1,...,n} er € C(Q) com r(z) > ¢ > 0 para todo x € Q. Suponha que a;j(z) = a;;(x), para
todo x € Q, i,j € {1,...711}, e que exista @ > 0 tal que Y;, Y77 a;5(2)&€&; > a€]|* para todo
E=(&,..,&) R ez € Q. O nosso objetivo é estudar o seguinte problema de contorno:

Z Zaij(iﬂ)%(m)nj(x) =0, z€.

Acima n(z) = (n1(z), ..., np(z)) € o vetor unitario normal que aponta para fora de Q em x € 9S.



EXERCICIOS 2 (GABARITO) ESPACOS DE HILBERT E EDPS MAP4003/ MAP5707 10

Dizemos que u € C?(£2) é uma solucio classica se u satisfizer as equacdes acima.

i. Mostre que se a;;(x) = d;; para todo x € 2, obtemos —Au + ru = f com condi¢bes de contorno
de Neumann. Aqui §;; denota o delta de Kronecker: é igual a 1, se ¢ = j, e é igual a 0, se ¢ # j.

ii. Mostre que se v € C%(Q) ¢ uma solugdo classica, entdo u é uma solucio fraca, ou seja, u
pertence a H'(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H'(Q), em que a : H'(Q) x H1(Q) - Re
F: HY(Q) — R sao dados por

a(u / Z Z aij( 88;)] (z) + r(x)u(z)v(z) | dz,

=1 j=1

v) = /Q F(@)o(z)dz

iii. Mostre que existe uma tunica solucao fraca da equagcao.
iv. Mostre que se u € H'(Q) for uma solugdo fraca que pertence a C?(Q), entdo u é uma solugao
classica.

Solucao:

i. Se a;;(z) = d;;, entdo

~ 0 - du _ _ " 9%y
_;6—% ; Zja +ru= ZZ ”83:(% ——;Tx%—&—ru

Uzlawa Zz5ija—;njzza—Zni:VU~n.

i= i=1 j=1 i=1

ii. Seja u € C?(Q) uma solugio classica e p € C°(R"). Logo

/fwdx— ZZ/(% (U )<pdx+/gru<pdx

Jj=11i=1
1) v ou 9 / /
_JZ_;;/ Zjaxlax]d zt BQ;;%J(Q) njpdS(z) + | rupdz
:ZZ/ aij Ou O¢ dx+/ rupdz.
— < dz; Ox; O
Jj=11i=1

Em (1), usamos o exercicio 10.
Sejav € H(£). Logo existe uma sequéncia (¢, )men de fungoes em C°(R™) tais que limy, o0 ||@m—
V|| g1y = 0. Assim,

vadm_ (f,’l)) = lim <f> @m) _ngnoo];;(ama Zv 3:6] ) +W}E>n (ru750m)
" & ou Ov R Oou Ov
= (a; ) )+ (ru,v) = / a; —dw—i—/ ruvdzx
; i=1 ! ;" O, ; i—-179 ! O; Oz Q

Concluimos que u é solucao fraca.
iii. Basta usar Lax-Milgram. Vamos verificar as condigdes abaixo.
A funcao F é linear e continua, pois

v)| = \/vadx\ < Ifllzellolize < flz2 ol a-
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A funcao a € bilinear, continua e coerciva. E continua, pois

\auv|</ ZD% jj( )+ (@) | do

E coerciva, pois

iv. Sabemos que
Ou Ov
4 dx = ij=——=—d d
(0.4) /fv:c jgllgl/ajal‘ial“j x+/ﬂruvx

para todo v € H'(Q). Em particular, a igualdade acima ¢ valida para todo v € C°(Q). Assim,
fazendo integragdo por partes em (0.4), como na primeira proposigdo da Secéo 4.2 das notas de aula,
concluimos que

/Q f+zza (”6 )—Tu vde =0, Yve CX(Q).

j=11i=1
Como C2°(€2) é denso em L?(2), concluimos que

f+223 (”a >ru0,

Jj=11:=1
ou seja,

35 (a2t ) =

j=11i=1

Se v € C(R"), entdo fazendo integracao por partes em (0.4), temos

- ou Ov
/ fudx = ZZ/ 3362 oz, dx—l—/gruvdm

j=11:i=1
—ii/ﬂax< )vda:+ZZ/ awa nJvdS( )+ /ruvd:c.
j=11i=1 J j=114=1 Q

n n o
Como — 377, >0, 5e; (a” For ) +ru = f, temos

/ Zzama j UdS(I) = O, Yv € O(?O(Rn)

j=11:=1
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Se Z;L=1 S ai (zo)%(xo)nj(xo) > 0 para algum xg € 9, entdo podemos escolher v € C°(R™)
nao negativa tal que v(zg) > 0 e com suporte numa bola com centro em z e raio suficientemente
pequeno (ver detalhes nas notas de aula. Secéo 4.3.2). Isto implica que

/ ZZ%@ n; | vdS(z) >0

j=11:=1

, - n n ou
o que ¢ um absurdo. Da mesma maneirase > 7, >°", a;(70) 5,-(¥0)n;(20) < 0, obtemos um absurdo.
Concluimos que

zn:Za” z)nj(z) =0, Ve .

Jj=11:i=1

Exercicio 12. Seja B € M, «,,(R) uma matriz ortogonal, ou seja, BB = I, e b € R" (Estamos
denotando por BT a matriz transposta de B). Definimos a fun¢io F : R® — R™ por F(y) = By + b.
Seja 29 C R™ um aberto e 27 = F(€2). Mostre que a fungao

Tu(y) = u(F(y))
define um operadores unitarios 7 : H*(Q1) — HY(Q2) e T : H} (1) — HL(Q2).

Solucao:

Afirmagio 1: T : H* () — HY(Qs) € unitdrio.

Observamos que F~1(z) = B~z —b) = B2 — BTb. Se y = F~!(z), entdo
-1

F,
dy = \det(a .

. B - B
oz, (2))|dz = |det(B")|dx = dz.

Logo
/Q u(F()o(F(y))dy = / u(a)o(x)de.

Da mesma forma, como Fy(y) = .7 _. BrmYm, temos

0 aFk "L v 811
ay; ° Py Z axk ayj I; T v))Brj = Z B oy 8:ck ¥))-
Logo
V(vo F)= BT (Vv)o

Assim,

V(oo F(y): Voo Fy)dy = [ BT(Ve)o F(y)- BT (Vo) o Flu)dy

Qo Q2
@ / (Vv)o F(y) - (Vv) o F(y)dy = Vu(z) - Vu(z)dz.
Qo (o5

Em (1), usamos que B é ortogonal.
Concluimos que
(Tu, TU)HI(Q2) = (u, U)Hl(Ql) .

Por fim, se definirmos T"'u = uo F~1 entdo T-! : HY(Qy) — H (1) pelo mesmo argumento
anterior. Além disso, TT™! = Iy (q,) e T7'T = Iyi(q,), em que I denota a identidade. Logo T &
bijetora.

Afirmagio 2: T : HY () — HE(Q2) € unitdrio.

Seja u € Hg(€1). Logo existe (¢;)jen em C°(y) tal que limj_,o [l¢; — ul| g1 (0,) = 0. Assim,

Jam 1705 = Tulla @y = Jirg lles =l @) =0
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Como Typ; € C°(Q2), concluimos que Tu € Hi(Q2). Logo T leva H(Q4) em H(Q2). Da
mesma forma, 771 leva H}(Q2) em H} (). Como T : HY(Q1) — H'(Q2) é bijetora, concluimos que
T : H}(Q1) — H(2) também é bijetora.

Por fim,

(Tu, Tv) g () = (Tu, Tv) g1 (,) = (W, V) H1(0,) = (U V) gi(a,)-

Logo T : H} (1) — Hg(2) é unitéria.

Exercicio 13. Seja B € M, «,(R) uma matriz ortogonal, b € R" e F' : R” — R"™ dada por F(y) =
By +b. Seja Qs C R™ um aberto limitado e Q; = F(Q2). Seja f € L?() e u € H} () uma solugio
fraca de —Au = f. Mostre que uo F € H{({3) é uma solugio fraca de —A(uo F) = fo F.

Para tanto, lembre-se que a solugio fraca u € HJ(£2;) satisfaz le Vu - Vvdx = le fvdzx, para
todo v € H} (). Calcule V(uo F) = V(u(By + b)) e use mudanga de coordenada na integral
Jo, V(uo F) - V(po F)dy, ¢ € C2(h).

Solucao:
Sabemos que

Vu - Vudr = fode, Vv e Hy(Q).
Q1 (o5
Sejam uwo F e w € H} (). Logov =wo F~1oF, em que v:=wo F~1 € H} (). Assim,

V(uo F) - Vwdy = V(uo F)-V(vo F)dy.
Qo Q2

Sabemos que Fi(y) = >_7_; Bijy; aFj‘ (y) = Bij. Seja B]; = Bj;. Assim,

n

8yk Z 8yz ayk — Z B g "
Portanto, V(u o F)(y) = BT Vu(F(y)). Concluimos que
/Q2 V(uo F) - Vwdy
V(uoF)-V(vo F)dy= [ BT (Vu)(F(y)) - B*(Vv)(F(y))dy

QQ Q2

@ /Q BB (Va)(F(0) - (Vo) (Fw)dy 2 [ (Fu)(F(w)- (To)(F(5)dy

Qo
—1

= Vu(z) - Vo(z)| det oF; (x)|dx = Vu(z) - Vo(x)| det(B™1)|dz

931 awj Q1
3 OF;
= | Vu(z)-Vu(e)de = | w(z)f(z)de = [ voF(y)fo F(y)det (v) | ldy
Q1 Q1 Qo ay]
@)
= [ worfoFwle @)y [ wl)fo P
2
Em (1), usamos que BTT = B. Em (2), usamos que B é ortogonal e, portanto, BBT = I. Em (3)
e (4) usamos que o determinante de uma matriz ortogonal é igual a zero.

Qo
Logo u o F & solucdo fraca de —A(uo F) = foF.

Exercicio 14. Seja 2 C R™ um aberto limitado de classe C'. Sejam a;; € C1(Q) e bj,c € C(9).
Consideremos o problema de contorno

n

_ Z % (Z au(x)gg(x)> + Z bj(x)aa%(m) +c(@)u(z) = f(z), ze€Q,
j=1 J 2 i=1 j



EXERCICIOS 2 (GABARITO) ESPACOS DE HILBERT E EDPS MAP4003/ MAP5707 14

Dizemos que u € C?(2) é uma solucio cléssica se satisfizer a equacio acima.
Dizemos que u € Hg () é uma solugio fraca do problema acima se satisfizer a(u,v) = F(v) para
todo v € H} (), em que a : HE () x H}(Q) = Re F: H}(2) — R sdo dados por

alu / 33 aito) 51 (>+ij<m>§;v<w>+c<x>u<x>v<x> da,

=1 j=1

_ /Qf(a:)v(x)dx

Vamos supor que exista a > 0 tal que }, ; a;;(2)&&; > al|é||? para todo & = (&1,...,&,) € R™ e
€.
i. Mostre que a func¢éo a € bilinear e continua.

ii. Suponha que Z?zl bf(:c) < 2ac(z), para todo = € . Mostre que a fungao a é coerciva. Portanto
existe uma tinica solucao fraca. (Dica: prove inicialmente que ub; da; < %087“ + 21a bf u?).

iii. Suponha que Z] 1 8:c L(x) < 2¢(x), para todo x € Q. Mostre que a funcédo a é coerciva. Portanto
J

existe uma tnica solugao fraca. (Dica: prove inicialmente que fQ b; gz udr = —% O gzﬂ u?dx para todo
du?® _ ou
u € C°(Q), usando integragdo por partes e rorri 2“677-)'

iv. Mostre que se u € HZ () for uma solugio fraca e u € C%(Q), entdo u é uma solugao classica.

Solucao:
i. A funcdo a ¢ bilinear e ela é continua, pois

|a<uv|</ ZDUHfo\ Zwu ol + el | de

=1 j5=1

< ZZII%IILw mH ”L Q)H ||L2(Q +leb [P n)H ||L2(Q [ollz2(e)

i=1 j=1
+ llell Lo @ [lull 2 @) vl 22 (@)
SO laijlle@ + 2 sl + el Lo | el @ llvlm @)-

i=1 j=1 j=1

ii. Para provar que é coerciva, note que

- ) < ) 5

Usando b = |ubj| e a = \8“ |, concluimos que

ou a Ou’? 1
b — - — b2,
|u]8xj|_28x] T oat
Assim,
ou ou a Ou? 1
b O s g Ou s @ OuT 1, s
uj@xj_ ‘ujﬁxj|_ 2 Ox; 2aju
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Logo

= Ou Ou " Ou 9
/ ZZ zgaxi%j+;bja—%u+cu dx

=1 j=1

Y

/ 3 iuiig%lz":ibgu .\,
Q “ ox; = < 2 Ox; 2q 1t T *

i=1

> /|Vu|2dx— /|Vu|2dx+ /|Vu\ dx

em que C > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré.
A existéncia e unicidade de solugoes fracas segue de Lax-Milgram.
iii. Vamos provar coercividade.
Inicialmente, usando integragao por partes, observe que

Op B O? 0b; o
(0.5) / ', o pdr = /b oz, ——dz = axjcp dx,

para todo ¢ € C°(Q). Dado u € H}(Q2), vamos tomar uma sequéncia (¢;);jen em C(£2) tal que
lim; 0 [|0j — ul| g1 () = 0. Logo tomando ¢; na Equagao (0.5) e o limite j — oo, concluimos que

/ b-ﬁudx = —— 0b; —Ju?dz.
0 ) J

\/

\ V

Portanto,

2/ a|Vul? + C—Z;Sz u? dw>a/|Vu|2dx
J

/|Vu| do + & /|Vu| dw > & /\vu| dx+—c/

em que C' > 0 é a constante da demgualdade de Poincaré.

A existéncia e unicidade de solugoes fracas segue de Lax-Milgram.

iv. Como u € H(Q)NC(Q) e Q é de classe C!, concluimos que u(z) = 0 para todo = € 9. Além
disso, se v € C°(Q), entao

- ou Ov " Ou
/vadx:/ ZZa”axi%j+;bj£jv+cuv dx

=1 5=1

/ Zzax (Ua ) ija + cu | vdz.

1=1 j=1
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Como C2°(€2) é denso em L?(2), concluimos que

Assim, a solucao fraca é uma solugao cléssica.

Exercicio 15. Seja Q = {(x,y) € R? : 22 + y? < 1}. Considere a fungao a : H}(Q) x H}(Q) — R

dada por
Ou Jv Ou Jv
a(u,v)—/Q<(2+ )3737+(2+ )8 3 >dxdy

i. Mostre que a é uma funcao bilinear, continua e coerciva.

ii. Seja f € L*(Q) e defina a fungao F : Hj(2) — R por F(v) = [, f(z)v(x)dz. Mostre que existe
um tnico u € H}(Q) tal que a(u,v) = F(v) para todo v € H}(Q).

iii. Se a fungao u do item ii. pertencer a C?(Q), entdo u é solugdo classica de um problema de
contorno. Que problema é esse?

Solucao:
i. A funcdo a é continua, pois
u|/( DG g+ 29 G gl ) dady
Oou v
< | 2+l + 12+ yll 5 5 [dedy
| raligi g +l2+allg 5
ou 81} 8u ov
/'&T&T I |d dy
<3 (138 @l e lini + 15 ey 5o o

<3 (lullmr@llvll g @) + lullgr @ vl a@) = 6llull mr @ llvllm @)

A funcao a é coerciva, pois

Ou Ou Ou Ou
la(u,w)| = /Q ((2—&-36)%6@ + <2+y)33> dxdy

ou®  ou’
> — +— |dady= ’d
[ (G 45y = [ rwras
1 2 1 2
> —
2/ |Vul*dz + = /|Vu| dx /\Vu| dm+20 u“dx

= min{?%}HUHHl(sz)y

em que C > 0 é a constante da desigualdade de Poincaré.
ii. A funcdo F' é continua, pois

ol =1 [ f@ladel < e ol2@) < 1 Flzz oo
Logo, pelo item ¢, podemos aplicar Lax-Milgram.

iii. Se u € C?(Q) N H}(Q), entdo, como Q é um aberto de classe C*, temos u(z,y) = 0 para todo
(z,y) € Q. Além disso, se v € C°(Q), entdo

Ou Ov Ou Ov
/vadx—/9<(2+ﬂc)axax+(2+y)aa> dxdy

L) o)
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Como C2°(€2) é denso em L?(2), concluimos que

Assim, u é solucdo classica do seguinte problema de contorno:

g (o) - (er0g) =1 @wen
u(z,y) =0, (z,y) € 0.

Exercicio 16. Seja R3 = {(z1,z2,73) € R : 23 > 0}. Considere a funcio sesquilinear a : H'(R3) x
H*(R%) — R dada por
/ ( Ju v Ou Ov  Ou dv  Ou Ov
a(u,v) =

Tm@ixl T 87@@7@ + 875338963 87;3287963 + uv) dxidrodrs.

i. Mostre que a é uma funcédo bilinear, continua e coerciva. (Dica: Para lidar com o termo 8‘9;‘2 59:3

lembre-se que ab < % + %)

ii. Seja f € L*(R3) e defina a funcdo F : H'(R3) — R por F(v fR3 x)dr. Mostre que
existe um tnico u € H'(R3) tal que a(u,v) = F(v) para todo v € Hl(R3 ).

iii. Se a funcdo v do item ii. pertencer a C? (Ri), entao u é solucao classica de um problema de
contorno. Que problema é esse?

Solucao:
i. A bilinearidade é simples.
A funcao é continua, pois

ou Ov ou Ov ou v ou v
la(u v>|</ pa Ju )

+|l=—=+ |uv|> dzidzodzs

85E (921:1 8x2 3%‘2 8953 (91‘3 6$ 8
<H8—|| 5 e 4 e gl 4+ o ol |
>~ 6 L2 1 L2 8 L2 Lo L2 3 L2 L2

el "l + lullalol

<5||U||H1(R )HU”Hl(]R )-

A funcao é coerciva. Inicialmente observe que

87“& |8u 3u| _1 8u|2_1‘%|2
81’2 8%3 - ax 0x = B 81'3 .
Assim,
LB R (R 22 e
5‘u i du\® 1 /ou\® 1[/ou\®

ou 1/ ou\?
<<ax1 (81‘2) +2((9:L‘3> tu >dl'1d1‘2d1‘3 Hu”Hl(RS

ii. A fungao F é linear e continua, pois
v)| = \/ f@)o(@)de] < |[[fllrz@s)lvllz2@s) < Iflz2@s)lollages)-

Assim, basta usar o resultado do item i e o Teorema de Lax-Milgram para provar existéncia e
unicidade de uma solucgao fraca.
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iii. Seja v € C’é’o(Ri). Usando integracao por partes, vemos que

O T O T T TR T Sy
]R:‘jr o Ri 81'1 8$1 31'2 8%2 31’3 8x3 31’2 8%3 ! 2 3
0%u  0%u  O%u 0%y
= /Rgr (—&C% - Tz% — a—x% + D205 + u) vdxidzodxs.

Como C2°(R3) é denso em L?(R3), concluimos que

0w 0%u  O%u 9%u

dx?  9x2 922 ' Ox0xs fu=7.

Agora, considere v € C2°(R?). Usando integragao por partes, temos

puts— [ (Qude by bude Bub Ny
Ri N Ri 8$1 8331 8$2 81‘2 8%‘3 81‘3 81‘2 81‘3 ! 2 3

/ Pu Pu *u N O*u N dn dipod]
= ———s — w5 — =5+ = +u | vdzidzadrs.
ge \ 0! 03 025  Owz0xs 1R

— / (8u — 8u) vdridzs.
R2x {0} 8333 Bxg

/ <8u — 3u> vdx1dre = 0.
R2x {0} 8:03 8x2

Logo

Se (8—“ — ﬂ) (471,42, 0) # 0 para algum (27, 72 ), podemos escolher v € C°(R3) tal que (ﬂ — Qu

oxs Oxa
0 para todo (x1,x2,x3) proximo a (271, 22, 0) de tal forma que

/ <8u — 8u> vdxidze > 0.
R2x {0} 8:103 8x2
Isto é um absurdo. Logo

(8u Ou.

dxs Oz

Oxs Oxa

) (.131,.132,0):0, V(.'L'l,ﬂfg) €R2'

O problema de contorno, portanto, é dado por

0%y 0%u  O%u 0%u

0x2 922 022 ' Oro0xs

ou ou 2
Gos " oy =0 (#172,0) €R® x {0},

+’U/:f7 (1‘1,332,.173)6[&3_,

Exercicio 17. Seja Q =)0, 1[x]0, 1[C R? e considere a fungéo

a(u 1))—/ %@_’_%@_’_uﬁ dx+dz
’ o Q 8131 8LE1 82132 8x2 81’1 ! z

i. Mostre que a fungio a : H}(Q) x H} (2) — R é bilinear, continua e coerciva. (Veja a demonstragio
da desigualdade de Poincaré para uma estimativa da constante que nela aparece).

Seja f € L*(Q) e defina F : Hj(€2) — R pela expressao F(v) = [, f(x)v(z)dz.

ii. Mostre que existe uma tnica fun¢io u € H}(Q2) tal que a(u,v) = F(v) para todo v € HZ ().

iii. Se a funcdo u estiver em C?(Q), entdo ela pode ser considerada uma solucio classica de um
problema de contorno. Que problema de contorno é esse?
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Solucao:
i. E simples provar que a é bilinear. Para continuidade, basta observar que
Oou Ov ou
= dxid
au,0) /(axlax e S+ lug ) dinda
< gl g e + e 2o e . sy + eyl
L2(Q) L2(Q) 2@l lrz@ 2@l lez@

< 3HU||H1(Q ||UHH1

Para a coercividade, usamos que ab < a— + para concluir que
67u > _‘ %‘ > _Lﬁ N — &
u8x1 - “axl - 2 2 \ Oxy
u \? u \? ou
= — — — | dz1d
() /Q<<3331> " (8332) +ua$1> e
ou\? ou\? u? ou\?
> — — ] - === dzid
—/Q<(8x1> i <6x2> 2 (8x1> R
1/ 0u\’ ou\® u?
> — [ =— — | — — | dzidxs.
- /Q (2 <85L‘1) + (8$2) 2 ) T1aez

Assim,

Aqui usaremos a desigualdade de Poincaré, mas com bastante cuidado com a constante.

demonstragao da desigualdade feita em aula (e nas notas de aula), temos

1 0
/ (@1, 32)[Pdarday < */ - —— (21, 22) dwy ds.
[0,1]x[0,1] 2 Jio,11x[0,1) 972

s (3 () -5
LB () -3 () e
[ (G 3 () )

1
7/ |Vu|2dx1dx2:f/ |Vu|2dm1dx2+f/ |Vu|2dx1d:v2
2 Ja 4 Ja

Logo

\ \/

Y

1 1
i/ |Vu|2dx1d:c2+§/ wdrydzy > ||u||H1(Q)
Q Q

19

Pela

ii. A funcao F é linear, como ja foi provado em diversas outras solugoes de exercicios, e a ¢ bilinear,

continua e coerciva. Logo a existéncia e unicidade de solugoes fracas segue de Lax-Milgram.

iii. Sabemos que u € C?(Q)NH(2). A fronteira, com excecio dos vértices do quadrado, é de classe
C'. Logo u(z) = 0 para todo ponto em 9Q\{(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}, pelo teorema demonstrado em
sala de aula (e contido nas notas de aula). Por continuidade, ela também sera igual a zero nos vértices.

Por fim, se v € C2°(2), entdo, integrando por partes, obtemos

?u  0%u  Ou
_gw 9N ) daydas = 0.
/Q( or?  0x%  Ony f) vdaides =0
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Assim, o problema de contorno é

Pu  0%u  Ou
- 27— Q
dz? 023  Om f, veed,
u=0, Vxed.

Exercicio 18. Sejam 7,5 : H — H operadores lineares limitados.
i. Mostre que se T' e S forem compactos, entao 17"+ S é compacto.
ii. Mostre que se T é compacto e o € R, entdo o1 é compacto.
iii. Mostre que se T é compacto, entao T'S e ST sdo compactos.

Solucao:

i. Seja (u;);en uma sequéncia limitada de H.

Como T é compacto, existe uma subsequéncia (u;, Jxen de (u;)jen tal que (Tuj, Jren converge.

Como S é compacto, existe uma subsequéncia (Ujkl )ien de (u;, )ken tal que (Sujkl)leN converge.

Concluimos que (T, )ien € (Sujy, )ien convergem. Logo ((T' + S)uj, )ien também converge. Por-
tanto, T'+ S é compacto.

ii. Seja (u;)jen uma sequéncia limitada de H.

Como T é compacto, existe uma subsequéncia (uj, Jxen de (u;)jen tal que (Tuj, )yen converge.
Portanto, (ATu;, )ren também converge. Assim, AT é compacto.

ili. Seja (u;)jeny uma sequéncia limitada de H.

Como S ¢é limitado, entao | Su;|| < ||S]||lu;|]. Portanto, (Su;)jen é uma sequéncia limitada de H.
Como T é compacto, existe uma subsequéncia (Su;, )xen tal que (7'Su;, )ren converge. Logo T'S é
compacto.

Como T é compacto, entdo existe uma subsequéncia (u;, )ken tal que (T'u;, )ren converge. Como S
é continua, entdo (STu;j, )xen também converge. Concluimos que ST' é compacto.

Exercicio 19. Seja P : H — H uma proje¢do ortogonal. Dé uma condi¢do necessaria e suficiente
para que P seja um operador compacto. (Dica: Analise a dimensao da imagem de P).

Solucao:

A condigdo necesséria e suficiente é que a imagem de P tenha dimensao finita.

Afirmagao 1: Se P é compacto, entdo a dimensao da imagem € finita.

Seja P : H — H uma projegao ortogonal compacta e F' = P(H).

Se u € P(H), entdo u = Pw, com w € H. Assim, Pu = P?>w = Pw = u. Portanto P : F — F ¢é
igual a identidade. Como P : H — H é compacta, entao P : F — F é compacto. Logo a identidade
em F é compacta. Portanto, F' tem dimensao finita.

Afirmagao 2: Se a dimensdo da imagem € finita, entdo P é compacto.

Seja F' = P(H) e suponha que F tenha dimenséo finita. Seja B = {e; : j € {1,..., N}} uma base de
F.

Seja (uj)jen uma sequéncia limitada. Logo (Puj)jen € uma sequéncia limitada, pois ||[Pu;|| <
| P[||lu;l|, e contida em F. Logo

N
Pu; = E ajer.
=1

Como ((j1, ..., ;N ))jen é uma sequéncia limitada em R, entdo existe uma subsequéncia ((aj,1, .., @, N') ) keN
Portanto, uj, = S, N Assi
que converge para (aq,...,ay). Portanto, wj, := > ", j,e; converge para » ", oe;. ssim,
(Puj, )ken converge e P é compacto.

Exercicio 20. Seja T': H — H um operador unitario. Dé uma condi¢do necessaria e suficiente para
que T seja um operador compacto. (Dica: Analise a dimensao de H).

Solucdo: A condigdo necesséria e suficiente é que H tenha dimensao finita.

Afirmagao 1: Se T for unitdario e H tiver dimensdo finita, entdo T € compacto.

Como todo operador linear em um espago de dimensdo finita é continuo e compacto, a afirmagao
segue imediatamente.
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Afirmagao 2: Se T for compacto, entdo a dimensdo de H é finita.

Como T é unitario, entdo 7 é uma bije¢ao tal que ||Tu| = |lu/. Em particular, existe T-! e
|7~ u|| = ||ul|. Logo T~ é continua.

Note que I = T~!T. Como T é compacto, entdo pelo exercicio 18 iii, concluimos que 71T também
é compacto. Logo a identidade I é compacta e, portanto, H tem dimensao finita.

Exercicio 21. Sejam © C R" um aberto limitado e (u;);eny uma sequéncia de fungdes em L?(1).
Suponha que as fun¢bes u; sejam constantes, ou seja, para cada j € N suponha que exista ¢; € N tal
que u;(z) = ¢;, para todo x € Q. Mostre que se existe u € L*(2) tal que lim;_,o [|u; — ul[z2(0) = 0,
entdo u também é constante. (Dica: Comece mostrando que a sequéncia (¢;);en € de Cauchy).

Solucao:
Seja || = [, 1dz. Observamos que

1 1
cj—ck:\/m/Q|cj—ck|2dx:\/|9/Q|uj(x)—uk(x)2dac

1
= WHUJ - U’kHL2(Q)~

Como (u,),en converge, entdo para todo € > 0, existe N € N tal que se j,k > N, entéo
||Uj — uk||L2(Q) <e.
Assim, se j,k > N, entdo |¢; — cx| < \9%/2 Concluimos que (¢;)jen ¢ uma sequéncia de Cauchy

em R. Portanto, é uma sequéncia convergente. Seja ¢ = lim;_,o,¢; e u : @ — R dado por u(z) = c,
para todo x € €. Logo

s — ull 2y = ¢ /Q i () — () ?de = \/ /Q e — ef?de = |e; — e /2.

Concluimos que lim; o [Ju; —ul/z2(q) = 0 e, portanto, (u;);en converge para uma func¢o constante.
(Lembramos que o limite é nico).

Exercicio 22. Sejam 2 C R™ um aberto limitado e conexo e v € H'(2) uma funcio tal que % =0
J

para todo j € {1,...,n}. O objetivo do exercicio é mostrar que u é uma fun¢ao constante.

i. Mostre que se para todo = € (2, existe um aberto U C €2 tal que u|, é constante, entdo u é
constante em todo 2. (Dica: use conexidade de Q. Escolha g € § e mostre que {z € Q : u(z) = u(xo)}
é um aberto e fechado de ).

ii. Defina @ € L?(R") tal que @(x) = u(x) para x € Q e @(z) = 0 para z ¢ Q. Considere a sequéncia
uj = x;j(pj*0), em que p; sdo os Mollifiers definidos em sala de aulae x; € C°(2) étal que 0 < x; <1
e xj(z) =1em

K; = {o €Q: d(z,2%) > 1/j, || < j).

(x) = pj * Gy (), para

todo z € U e j suficientemente grande, em que é;IiT“IC(m) = 597‘;(:1:), parax € Qe %(m) = 0 para z ¢ .

iii. Vimos em aula que lim;_, ||u; — u|12(q) = 0. Use o item i. e o Exercicio 22 para mostrar que
u é constante. (Use o fato que conhecemos de célculo: Se u; € C*(U), U aberto e conexo, e Vu; = 0,
entdo u; é constante).

Mostre que se U C © é um aberto tal que U C Q e U é compacto, entio gzi

Solucao:

i. Fixemos g € Q. Seja C = {z € Q: u(z) = u(xo)}.

O conjunto C é aberto. De fato, se y € C, entdo u(y) = u(xo). Pela hipotese, existe um aberto U,
que contém y tal que “|U,, é constante. Assim, u(x) = u(y) = u(zo) para todo « € U,. Em particular,
U, CCeC éaberto.

O conjunto C é fechado em Q. De fato, seja y € ) para a qual existe uma sequéncia (y;) ey em C
que converge para y. Sabemos que existe um aberto U, que contém y tal que “|U,, é constante. Como
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lim; o y; = y, concluimos que existe N € N tal que se j > N, entdo y; € U,. Logo u(y) = u(y;)
para j > N. Como u(y;) = u(zg) para todo j € N, concluimos que u(y) = u(zp). Assim,y € CeC é
fechado.

Como C é aberto, fechado e diferente de vazio, concluimos, pela conexidade de €2, que C = 2. Logo
u(x) = u(xo) para todo z € Q e u é uma fungdo constante.

ii. Seja U C U C Q, com U aberto e U compacto. Logo d(U,Q°) > 1/J e sup,cy ||z]| < J para
J € N suficientemente grande. Assim, x;(z) =1 paraz € U e j > J. Se x € U, temos, para j > J
que

—~

6uj 0 1) i

T = (o <) Y o (o) @ S i) = [ S ity

8xk Ll R~ a’lfk
3)

[ g toste =) Ty @~ [ (o= )ty
2 /ij(l‘ )gu (y)dy = /n pilz — y)%(y)dy = pj * %(w)

Em (1) usamos que x;(x) = 1 para todo z € U. Em (2) usamos um resultado provado em aula
para convolugdes de fungdes C! e L2, Em (3) usamos que @ se anula fora de Q. Em (4), usamos que
y — p;j(x —y) tem suporte compacto em 2 se j > J (pois o suporte esta contido em B(z, %) C B(z, %)
que pertencera a ().

iii. Observamos que para x € U e j > J, temos

8’U,j ,8;1,/
— =p;jx—(z)=0
6SCk, p] 8yk( )
pois 8677; = 0. Como u; € C®(Q) e Vu = 0, concluimos que u; sdo constantes. Sabemos que

lim; o0 [|u; — ul| L2(q) = 0. Em particular, lim;_ ||u; — ul/ L2y = 0. Logo u|, é limite em L*(U) de
funcoes constantes. Pelo exercicio 21, a funcdo u|;, é constante. Como U era arbitrario, concluimos,
pelo item i, que u é uma funcao constante.

Exercicio 23. Seja Q2 C R™ um aberto limitado e conexo de classe C! e u € H}(Q) tal que Vu = 0.
Use o exercicio 23 para provar que u = 0.

Solugao: Como Vu = 0, concluimos pelo exercicio anterior que v ¢ uma fungao constante. Em
particular, u € C>(Q) C HY(Q) N C(Q). Porém, u € H (). Por um teorema visto em sala de aula,
u(r) = 0 se x € 99, pois 2 é de classe C1. Logo a constante deve ser igual a zero, ou seja, u = 0.

Exercicio 24. Sejam © C R™ um aberto limitado, x € C2°(Q) uma fungdo tal que [, xdz =1 e
u € L?(Q) tal que fQ udz = 0. Sabemos que existe uma sequéncia de fungoes u; € C°(Q) tais que
limj_mo ||u — ujHL2(Q) = 0. Defina

(o) = w560 = ([ w0ar) x(o)

Mostre que v; € C(), Jovj(x)de =0 e que lim;_, ||v] ul|2(q) = 0. Isto mostra que Cx(Q) =
{ue fQud:ch}edenso em L2(Q) = {u € L*(Q) : [, udz = 0}.

Solucao:
Afirmagio 1: [, v;(x)dx = 0.

Basta observar que
/vj(x)dx =
Q

Y
I
.
—
B

([ ) x(@)) o
- [ wis [ xw)as
- [ usto)dy =

I
S—5— 5 —
Isq
=

<
<
o)
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Afirmagao 2: v; € C(Q).

Sabemos que u; se anula fora de uma compacto K; C e x se anula fora de um compacto Ko C €.
Logo v; se anula fora do compacto K; U Ko C Q. Logo tem suporte compacto. Como é soma de
funcoes de classe C'*°, entao também é de classe C'*°.

Afirmagao 3: limj_, [[v; — ul[2(q) = 0.

Basta observar que v; = u; — (1, u;)x. Logo

0 < lvj —ullz2e) = lluj — (Luj)x —ullz2) < lluy —ullz2@) + (1, u)llIxllz2 ) -
Note que lim;_, o |lu; — ul|20) = 0 e que
lim (1,u;) = (1, lim u;) = (1,u) = / udx = 0.
j—o00 j—o00 Q

Logo, pelo teorema do confronto, lim; . ||v; — ul|£2() = 0.

Exercicio 25. Dado Q C R"™ um aberto limitado com fronteira de classe C°°. Vimos que existe
uma base B = {e; : j € N} de fungdes em H?(Q2) N Hy () e uma sequéncia de niimeros positivos
0 <A1 < A2 < A3 <. tais que —Aej = Ajej, para todo j € N. Prove que

/ Vu - Vudzr > )\1/ 2dz, Vu€ H}(Q).
Q

Mostre que a constante \; ¢ a maior constante para a qual a igualdade acima é valida. (E a melhor
constante para a qual a desigualdade de Poincaré é valida!)
(Dica: Considere primeiramente u € C*(2). Use integracdo por partes e lembre-se que u =

Yt ej)es e —Au =377 Aj(u, €j)e;).

Solucao:
Sejam u € H?(Q) N H}(Q). Logo 8—? € HY(Q2). Como u € H}(Q), concluimos pelo exercicio 4 que
0%u Ou Ou
de = — | 2L %y
/ 82" 7 ) Oy 0,

Somando em j, vemos que

/ Vu - Vudx = —/ Auudz.
Q Q

Por outro lado,

f/ Avudr = (—Au,u)p2q) = Z)\] u, e L2(Q)ej,z(u76j)L2(Q)ej)L2(Q)
Q -
j=1 7j=1
=D N e)Te) = M Y (ue) i) = Mllullfaq) = )\1/Qu2d:c.
j=1 j=1

Portanto,

Al/u2dx§f/ Auudx:/VUoVudm,
Q Q Q

para todo u € H?(Q) N H ().
Seja u € H (). Logo existe uma sequéncia (¢;);en de fungdes em C°(2) tais que lim; o [l¢j —
ul| g1 () = 0. Portanto, observando que C2°(Q) C H?(2) N Hj(Q), temos

)\1/Qu2dl’ = >\1||U||2L2(Q) =AMl lggo <Pj||%2(sz) =X\ .hm ||<Pj||2L2(Q)

. 3@ 0p;
=\ Jlgrolo ©5 2dx < hm /Vgoj Vpdr = hm Z ax; axi)L Q)

0p; ou Ju
_Z Jli> - 111’I1 7)[]2(9) Z(axk ax ) 2(Q) = /VU Vudz.

oo 0wy, j—oo0 Oy,
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Por fim, ndo existe A > A; tal que

Vu-Vudz >\ [ wide, Yue€ H}(S).
Q Q

/V61~V61dm:—/ Aeleldxzz\l/eleldx.
Q Q Q

Exercicio 26. i. Mostre que a funcio a : H'(0,1) x H'(0,1) — R dada por

a(u,v) = /01 o' () (z)dz + /01 u(z)v(x)dz.

é bilinear, simétrica, continua e coerciva.

ii. Dado v € H'(0,1). Suponha que exista f € L?(0,1) tal que a(u,v) (f,v)r2(0,1), para todo
v € HY(0,1). Mostre que u € H?(0,1), u(z) — 37“(1”) = f(z) e %4(0) = 2(1) = 0. Conclua que o
operador A : D(A) — L*(0,1) associado a fungio a tem dom1n10 D(A) = {u € H?(0,1) : (O) =
du(1) =0} e Au = u(z) — %( ), para todo u € D(A).

ili. Use um dos teoremas dado em sala de aula para provar que existe uma base B = {¢; : j € N}

e () = A\jej(x). Mostre

dx?

Basta observar que

de fungdes em D(A) e uma sequéncia (\;);en de nameros reais tais que —
que e; € C*>([0,1]).

iv. Mostre que B e (\j)jen dados por {1} U {v2cos(jmz):j > 1} e \; = (jm)?, para j > 0,
satisfazem as propriedades do item iii. (Note que A\g = 0. O problema de Neumann tem autovalor
Z€ero).

Solucao:
i. Basta observar que
a(u,v) = (va)Hl(o,l)-

Assim, o resultado segue do fato de que o produto interno é bilinear, simétrico, continuo (pois
(w,v) 10,1y < |lullzr0,0) 10l 51 (0,1)) € coercivo (pois (u,u)g1(0,1) = ||u|\%11(071)).

ii.

Afirmagio 1: Se existe f € L?(0,1) tal que a(u,v) = (f,v)r2(0,1), para todo v € H'(0,1), entdo
uwe€ H%*0,1), v'(0)=u'(1) =0 eu—u" = f.

Sabemos que

1 1
/ u'v'dx = —/ (u— flv, Yove HY0,1).
0 0

Em particular, a igualdade acima vale para todo v € C2°(]0,1[) ¢ H'(0,1). Logo v’ € H*(0,1) e
v’ =u— f. Como v € H'(0,1), vemos que u € H?(0,1).
Para a condigao de contorno, observamos que se v € H'(0, 1), entao

_ /Ol(u = = /O1 Wdy = — /01 Wodz + ' (1)u(1) — o/ (0)0(0).

Como v”’ = u — f, concluimos que
u'(1)v(1) — ' (0)v(0) =0, Yo € H'(0,1).
Escolhendo v(z) = =, temos que u/(1) = 0. Escolhendo v(z) = 1 — z, temos u/(0) = 0. Assim,
uw€ H?0,1), u—u" —feu() ' (1) =0.
Afirmacio 2: Se u € H?(0,1) e v'(0) = u/(1) = 0, entio f = u—u" € L*(0,1) é tal que
a(u,v) = (f,v)r2(0,1), para todo v € H'(0,1).
Seja u € H%(0,1) tal que «/(0) = «/(1) = 0. Definimos f := u — u”. Logo, para todo v € H'(0,1),

temos
1 1 1 1
/0 w'v'de = —/0 u'vdz +u'(1)v(1) — o/ (0)v(0) = —/0 uvdr = —/O (u— fv.
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Portanto, a(u,v) = (f,v)r2(0,1), para todo v € HY(0,1).
Juntando as duas afirmagdes, concluimos que

D(A) :={uec H'(0,1): 3f € L*(0,1) tal que a(u,v) = (f,v),Yv € H*(0,1)}
={u € H*(0,1) : /(0) = «'(1) = 0}
e Au = u(x) —u'(x).
iii. Usando o teorema dado em sala, sabemos que existe uma base B = {e; : j € N} de L?*(0,1),
contida em D(A) tal que Ae; = pje;, p; € R. Logo

ej —¢j = pje; = —ef = (u; — 1e;.

Agora basta definir \; = p; — 1.

Por fim, observamos que, como e; € H?(0,1) e ¢ = (1 — p;)e; € H?*(0,1), entdo e; € H*(0,1).
Repetindo o argumento, vemos que €] = (1 — p;)e; € H*(0,1) e, portanto, e; € H®(0,1). Um simples
argumento de indugio nos mostra que e; € H?*(0,1) para todo k € N. Logo e; € C?**71(]0,1]) para
todo k € N. Portanto, e; € C*([0, 1]).

iv. Provamos em aula que B = {1} U {V2cos(jrz): j > 1} & base de Hilbert de L*(0,1). Além
disso,

—-1"=0=0x1

—(v2cos(jrzx))" = (jm)*V2 cos(jnx).

Exercicio 27. Repita o exercicio 27 com a : H!,,.(—1,1) x H!,.(—1,1) — R dada por

per per

a(u,v) = /1 o' () (z)dz + /1 u(x)v(x)de,

-1 ~1
em que H!, (—1,1) = {u € H'(-1,1) : u(—1) = u(1)}. Conclua que existe uma base B = {e; : j € N}

per
de fungdes em C*°([—1,1]) e uma sequéncia (\;);en tais que U () = Njej(z), ej(—1) = e;j(1) e

dx?
%(—1) = %(1). Ache as funcoes e;.

Solucao:

Afirmagdo 1: A fungio a : H),,(—1,1)xH}_.(—1,1) — R € bilinear, simétrica, continua e coerciva.

Basta observar que

a(u,v) = (u,v) g1, (~1,1)-

Assim, o resultado segue do fato de que o produto interno é bilinear, simétrico, continuo (pois
(U7U>H11)ET(,1’1) S HuHH;er(*lal)HUHH}mr(*Ll)) e coercivo (pOiS (u7u)H117€T(,1’1) = Hu”?ﬁllﬁer(fl,l))‘

Afirmagao 2: Se ewiste f € L*(—1,1) tal que a(u,v) = (f,v)r2(~1,1), para todo v € H, . (—1,1),
entio u € H?(—1,1), u(—1) = u(1), v/(-1) =v'(1) eu —u" = f.

Sabemos que

1 1
/ u'v'dr = —/ (uw—fv, YveH), (-1,1).

-1 -1
Em particular, a igualdade acima vale para todo v € C*(] — 1,1[) € H,,(—1,1). Logo v €
H'(-1,1) e v’ =u— f. Como v’ € H},,(—1,1), concluimos que u € H?*(—1,1).
Para a condigao de contorno, observamos que se v € H,,.(—1,1), entao
1 1 1
—/ (u— flv= / u'v'dr = —/ uwvdz +u'(1)v(1) — o' (=1)v(-1).
-1 -1 -1

Como v” = u — f, concluimos que
o' (Dw(1) —u/'(=1)v(=1) =0, Yve H (-1,1).

per
Escolhendo v(z) = 1, temos que /(1) = '(—1). Como u € H,,,.(—1,1), vemos que u(—1) = u(1).
Afirmagio 3: Seuw € H2(—1,1), u(—1) = u(1) e v/(—1) = ¥/(1), entdo f :=u—u" € L*(-1,1) ¢

tal que a(u,v) = (f,v)2(-1,1), para todo v € H},,.(—1,1).
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Seja u € H?(—1,1) tal que u(—1) = u(1) e v/(—1) = «/(1). Definimos f := u —u”. Logo, para todo
ve Hl (—1,1), temos

per

/1 w'v'dr = —/1 v vdr 4+ v/ (1)v(1) — ' (=1)v(-1) = —/1 u'vdr = —/1 (u— fv.

-1 -1 —1 —1

Portanto, a(u,v) = (f,v)r2(—1,41), para todo v € H},.(=1,1).
Afirmagao 4: Existe uma base B = {eJ j € N} de L*(—1,1) contida em {u € C>®([-1,1]) :
u(—1) = u(l) ew'(=1) = u'(1)} tal que —e = Aje;.
Juntando as afirmacoes acima, concluunos que o operador A associado a a é tal que
D(A) ={u e per( 1,1): 3f € L*(—1,1) tal que a(u,v) = (f,v),Yv € H;M( 1,1}
= fu e HP(-1,0) su(-1) = ul), w/(-1) = /(1))

e Au=f=u—u".
Usando o teorema dado em sala de aula, sabemos que existe uma base B = {e; : j € N} de L?*(—1,1),
contida em D(A) tal que Ae; = pjej, p; € R. Logo

ej — € = pje; = —ej = (u; — ;.
Agora basta definir A\; = p; — 1.

Por fim, observamos que, como e; € H*(—1,1) e

= (1—p,)e; € H*(—1,1), entdo ej € HY(-1,1).
Repetindo o argumento, vemos que e/ = (1 — u])ej 6 H*(
,1

1 1) e, portanto, e; € H%(—1,1). Um sim-

ples argumento de indugio nos mostra que e; € H?*(—1,1) para todo k € N. Logo e, € C%_l([—l, 1))

para todo k € N. Portanto, e; € C*([—1,1]).
Provamos em aula que B = {%} U {sen(jmz) : j > 1} U {cos(jmzx) : j > 1} é base de Hilbert de

L?(—1,1). Além disso,
1\” 1

—(cos(jmx))" = (jm)? cos(jmz).
—(sen(jmx))" = (jm)*sen(jnz).
Exercicio 28. Considere o problema abaixo com ug € L*(0,1):

Ou 0%u
D) = Sg(ta), 1> 0we0,1],

u(t,0) =u(t,1) =0, ¢>0,
u(0,z) = uo(x), x €]0,1].

i. Mostre que a tinica solugio u € C([0, oo[; L2(0,1)) N C°°(]0, 0o[x [0, 1]) satisfaz

lim/ lu(t, z)|*dx = 0.
t—o0

(A temperatura de uma barra com temperatura zero nas extremidades converge para zero.)

ii. Prove que o mesmo resultado vale para abertos limitados 2 C R™ com fronteira de classe C'*°.

iii. Mostre que se, ao invés das condi¢ées de Dirichlet u(t,0) = u(t,1), tivermos as condigoes de
Neumann $%(t,0) = 3“ 4(t,1) = 0, entdo

1
lim / ut.o) ~ [ woly)dyPz =0,
t—00 0 0

(A temperatura de uma barra sem fluxo de calor nas extremidades converge para a média da
temperatura inicial.)
. . . . . _ o0 X\t . .
Dica para os dois itens acima: Lembre-se que u(t) = > /=, e~ (uo, e;)e;.
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Solugdo: Para os itens i. e ii., basta lembrar que a equagdo pode ser associada ao problema abstrato
u'(t) + Au(t) = 0,
u(0) = uyg,

em que A = —A e D(A) = H2(Q) N H}(Q). Como o operador A esta associado a forma bilinear,
continua e coerciva a : H}(Q) x H}(Q) — R dada por

a(u,v) = / Vu - Vodz,
Q

entao os autovalores \; sao todos positivos. Assim, basta observar que

o0
/ lu(t, z)|2dx = ||u(t ||L2(Q) = HZ@ UO7€j eJ||L2 - Ze—QA t(uo,ej)Q
j=1

< 6—2/\1tZ(uO7ej)2 _ 3_2/\1tHUOH%2(Q)~

Tomando o limite ¢ — oo, concluimos que
lim / lu(t, z)|*dx = 0.
t—o00 Q

Para o item iii., observamos a equacao pode ser associada ao problema abstrato
u'(t) + Au(t) =0,
u(0) = u,
em que A = _H e D(A) = {H?*(0,1) : ¢(0) = 9“(1) = 0}. Pelo exercicio 26, temos que B = {e; :
j € N} definido como A\; = 1 e A\; = v/2cos((j — 1)7x), j > 2, ¢ uma base de L2(0,1) contida em D(A).
Os autovalores de e; sdo dados por \; = ((j — 1)7)?, para j > 1. Em particular, A\; =0 e )\; > 0 para
j > 2. Assim,

/0 e, x) / " woly)dy

= Jlu(t) - / <>dy||Lz<01>f||Ze (g, e5)e; — (uor e)er oo,

= Ze "(uo, ¢ €JHL2(0 1) = Ze 22t (g, ¢ 2l\2tz (uo, €5)?

j=2
e
Tomando o limite, concluimos que lim;_, fol [u(t, z) fo uo(y)dy|*dz = 0.

Exercicio 29. Sejam (H, (.,.)m) e (V,(.,.)v) espagos de Hilbert. Suponha que H seja separavel com
dimensao infinita, V C H seja denso em H e a inclusdo i : V' — H seja compacta.

Seja a : V x V — R uma func¢io bilinear, simétrica, continua e coerciva e A : D(A) — H o operador
associado a funcdo a. Sabemos que existe uma base B = {e; : j € N} de H e uma sequéncia (\;);jen
de ntmeros estritamente positivos, lim;_,., A; = 00, tais que e; € D(A) e Ae; = Aje;. O espago D(A)
é um espaco de Hilbert com produto interno dado por

(u,v)peay = Z)\ u,e;)u(v,ej)u.

i. Mostre que se ug € D(A), entdo a fun(;éo u(t) =372, e N (ug, e5) me; satisfaz

]11_1% lu(t) — uollpcay = 0.
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ii. Prove que, se ug € D(A), entdo u'(t) = — Z;x;l Aje~ it (ug, ej)e; estd bem definido para t =0 e
u(h) —w(0) _
tim | "0 ) = 0

iii. Conclua que u € C([0,00[, D(A)) N C([0, 00, H). (Dica: Ja vimos que u € C°°(]0, co[, D(A™))
para todo m € N. Assim, o problema se reduz ao que ocorre em zero).

Solucao:
i. Basta observar que

[u(h) = uollBay Z N — 1) (uo, ¢5) el pa

oo
=3 Nle MM = 1P (ug,e)f < le M = 1 [luglHay — 0, h 0.

ii. Observamos que
— > Aj(uo, e5)me; = —Au(0).

Portanto, estad bem definido. Além disso,

u(h) — u(0) — (e MM -1
= —u Z + ;) (uo,e5) el h
0w ! —\;6h 2
DY [ e o (ua.es)ues
j=0"0
SZH A (uo, €5) < Jluollpayll —e M =0, h—0
7=0

Em (1), usamos

eNh—1 1 td o !

—— == —=(eMP)do=—-)\ ~2i%qp
h h A ) 7 )y €

e \j =[5 1dO);.

iii. Sabemos que u € C(]0,00),D(A)) N C*(]0,00), H). No item i, vimos que u € C([0, co[, D(A)).
No item ii, provamos que u'(0) € C([0, oo[, H) existe. Agora basta provar a continuidade de v’ em 0.
Isto segue de

' (B) = ' )7 = | = D (™" = D)X (uo, ¢ me;ll3

j=1

oo
- ZA§|e—W’ — 11 (uo, €)% < le™" =1 [|lug)| 4y = 0, h —0.
=1

Exercicio 30. Sejam (H,(.,.)u) e (V,(.,.)v) espagos de Hilbert tais que V C H é denso em H. Seja
a:V xV — R uma funcao bilinear, simétrica e coerciva.

i. Mostre que se dim(H) < oo, entdo V = H, ainclusdo i : V — H é compactaea:V xV =R é
continua.

ii. Seja A : D(A) — H o operador associado a fun¢ido a. Mostre que D(A) = H e que A é um
operador autoadjunto positivo. Conclua, usando resultados de algebra linear, que existe uma base
B={e;:je{l,..., N}} ortonormal de H tal que Ae; = \je; para todo j € {1,..., N}.

Solucao:

i.

Afirmagao 1: V = H.
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Como V C H e dim(H) < oo, entdo V também tem dimenséo finita e H = V @ V1 (resultado de
algebra linear, afinal estamos em dimensdo finita). Seja v € V. Como V é denso em H, existe uma
sequéncia (v;)jen em V tal que lim;_, [|v; — ul|g = 0. Desta forma, temos

Hu||%{ = (w,u)g = (u, lim v;)g = lim (u,v;)g =0,
j—o0 j—o0
pois u L v;. Logo u=0e V1 = {0}, ou seja, V = H.

Afirmacgao 2: 1 :'V — H é compacto.
Seja B={v;:j € {1 ..., N}} uma base ortonormal de V. Assim, se u € V, entdo

[ullm = IIZ wu)vorla < Z wovllulle < max IvzHHZI u, v)v

.....

< N max v max U,V < N max v
= le{l,..N }|| l”Hle{ N }|( vl e }|| Wle

N
X:I(u,w)ﬂ2
=1
=N max |vllalul|v.

le{1,....N

Logo a funcao i : V — H é continua.

Seja (u;) jeny uma sequéncia limitada em V. Logo u; = Zl L(ug, ) v e |(uj,v)v] < llujllvlullv =
lujllv. Assim, (((uj,v1),..., (uj,vn)))jen € limitado em RY. Portanto, existe uma subsequéncia
(((ujk ) ’Ul), <evy (ujk ) UN)))kEN convergente. Seja

(a1, ...,an) = kli{{,lo((uj’“’vl)’ vy (U, UN))-

Logo u = Zi\il aqu; é tal que

— uj,|lm = | Z — (uj, v)v)ullg < Zlaz (s v)v | il -

Assim, a subsequéncia (ujk)keN converge em H e, portanto, a inclusao i : V' — H é compacta.
Afirmacao 3: A fungio a:V xV — H € continua.
Basta observar que

N N N

N
la(u, 0)| = [a(d_(w,v)vvy, D (v )vor) =YD (w,v;)v (v, ve)va(v;, vp)]

j=1 k=1 =1 k=1

<.

< N? max [a(vj, ve)| max |(u, v)y | max (v, vy v |

§N2max\avj,vk Z|uvj v|? Z|ka v|?

< N? max |a(v;, Uk)IIIUHVIIUHv~

ii. Como V =H, a: Hx H— R é bilinear e dim(H) < oo, entio existe uma transformagcdo linear
A: H — H tal que a(u,v) = (Au,v)g (resultado de &algebra linear para espagos de dimensao finita).
Assim, é claro que

D(A) ={u eV :3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g,Yv € V}
={ue H:3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g,Yve H} = H
Por fim,
(Au,v) g = a(u,v) = a(v,u) = (Av,u)g = (u, Av)g

(Au,u) g = a(u,u) > C|lul|} > 0.
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Logo A é autoadjunto e positivo. A existéncia de uma base ortonormal formada apenas de autove-
tores segue do teorema espectral para operadores autoadjuntos em dimensao finita.

Exercicio 31. Seja (2 C R™ um aberto limitado de classe C*°. Considere o seguinte problema
0 ou
3 2 (@) 2 @)) + elw)ule) = Aula),
i=1 j=1
em que a;; e ¢ sao fungdes de classe C*°(Q2). Suponha que exista a > 0 tal que szzl a;;(x)&€; >
all€]|?. Mostre que se c(z) > 0 para todo x € Q e u € H?(2) N H}(Q) é uma solugao nao nula do

problema acima, entdao A > 0.

Solucao:

Afirmagio 1: Se u € H'(Q) e a € C*(), entio au € H'(Q).
Observamos que a e % sao limitadas em 2, pois a e suas derivadas tém extensoes continuas no
J

compacto Q. Assim, au e 6‘?;‘ a+ug- 8‘1 sao fungoes em L%(Q). Por fim, se ¢ € C2°(Q), entdo

/aua—@dm:/udef/uﬁgpdz

Em (1) usamos a defini¢do de derivada fraca e o fato de que ap € C° (). Assim, concluimos que

au tem derivada fraca e
d(au) < ou Oa )

Oz ax] o “axj

Logo au € H(Q).
Afirmacao 2: X > 0.

Observamos que
27 Z Z 2
)\/ dr — / e <a23 ) udxr + /Q dx

=1 5=1

(1) & ou Ou /
= E E a; —d 2d
/Q i1 j=1 T ox; i Oz v Q v

23 g
g a 2
/Z(&El> da:_C/Qudz

Em (1), usamos que a;; 2% 81 € HY(Q), pela afirmagao 1, que u € H}(Q), por hipotese, e o resultado
ije1 @i (2)6€5 = all¢||?* e ¢(z) > 0. Em (3), usamos [, u*dx <
C [, |Vul*dz, pela desigualdade de Poincaré.

Portanto, A > & > 0.

do exercicio 4. Em (2) usamos >

Exercicio 32. SeJa H um espaco de Hilbert separéavel de dimensao infinita, B = {e; : j € N} uma base
de Hilbert de H e (\;) en uma sequéncia de nimeros estritamente positivos tais que lim;_,o, A; = co.
Seja A: D(A) — H o operador definido como

DA)=<cueH: Z/\?(u,ej)Q <00y,
j=1

Au = Z Aj(u,ej)e
j=1
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Vamos definir o espago de Hilbert V = {u € H: Z Ni(u,e)? < oo} com produto interno

= ij<u7ej><v,ej>.

i. Mostre que V C H é denso e que a inclusdo i : V' — H é continua. (Pode-se provar que ela é
compacta também. Fica o desafio para os interessados).
ii. Mostre que a : V x V — R definida por

a(u,v) = (u,v)y

é bilinear, simétrica, continua e coerciva.
iii. Seja A: D(A) — H o operador associado a a, isto &,

D(A) ={ueV:3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g,Yv eV},
Au= 7.
Mostre que D(A) = D(A) e A = A.

Solucao:
i. Como BCV C H e B é denso em H, entao V é denso em H.
Vamos agora ordenar \; de tal forma que

0< A <A< A<

. A . ~ . ~
Assim, Tz Para mostrar que a inclusao é continua, basta observar que, se u € V, entao

(oo}
)\,
[ullar = Z u €)% Z)\f(u,@j)fq < —7=
p pt

ii. A funcdo a(u,v) = (u,v)y é bilinear e simétrica, pois € um produto interno. E continua, pois

la(u, v)| = [(u, 0)v] < [[ufvv]lv
E coerciva, pois |a(u,u)| = |jul|?.
iii.
Afirmagio 1: D(A) C D(A).
Se a(u,v) = (f,v)m, entdo

(oo}

Z)\j(uvej) v 6] Z f76] U ej)H
j=1 Jj=1

para todo v € V. Colocando v = ey, na expressao acima, vemos que \g(u, ex)g = (f, ex) . Logo

D A(wen)t =Y (fren)ir = IfI1F < oo
k=1 k=1

Au=f = Z(f, er)Hek = ZAk(u,ek)Hek = Au.
k=1 k=1
Afirmagio 2: D(A) C D(A).
Por outro lado, se u € H é tal que Y po; A2 (u,ex)% < 00, entdo Y po Ai(u,ex)3 < coeuw eV,
pois Ay < A7 quando A\, > 1 e A\ — oo. Além disso, f:= Au= > o, Ax(u, ex)mey estd bem definido

(§]
e

v):ZAj(u,ej) v, e5)H Z frej)u(v.ej)m = (f,v)m
j=1 j=1

Em particular, Au = Au novamente.
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Exercicio 33. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimensdo infinita, B = {e; : j € N} uma
base de Hilbert de H e (););jen uma sequéncia de nimeros tais que limj oo Aj =00 e 0= XA < Ag <
A3 < Ay < ... (Note que A; = 0). Seja A: D(A) — H um operador definido como

DA)=sueH: Z)\?(u,ej)2 <00 P,
j=1

Au = Z Aj(u, e5)e;
j=1

Considere a seguinte equagao

em que ug € D(A) e u; € D(AY?) = {uEH > Aj(u, e;)? <oo}.
i) Mostre que existe no maximo uma func¢ao u € Cz(R, H) tal que u(t) € D(A) paratodot € Re u
é solucao do problema acima. Para tanto, mostre que, se existir solucdo, entao a solugao é da forma

uo,e] cos( \/>t \Ful,e] sen ft}

o0

u(t) = (uo,e1)er + (ur,e1)t Z

Observagdo: Repetindo o argumento feito em sala de aula, pode-se provar que a expressao acima

de fato é solucao.
ii) Usando os resultados do exercicio 26, ache uma expressao para a solugdo do problema

0%u 0%u
w(t, ) a 2(t l’) tER7I€[O,1L
ou ou
%(t,O)—%(t,l)—O, tG]R,
u(0,2) = up(z), =z €]0,1].
ou

E(O,x) =uy(z), z€][0,1].

Solucao:
i. Suponha que u € C?(R; H), u(t) € D(A) para todo t € R e u seja solugio da equagdo. Assim,
(u(t), e;) € C*(R) e
d2 " -1
S (ut) ej)n = (u'(t),¢j)n = —(Au(?), ¢j)m = —(Au(t), A Aej)n

= (A7 Au(t), Aej g = —(u(t), Aej)m = —A;(u(t), ¢;)m.
Se j =1, entdao A; = 0. Logo dt?( u(t),er)m =0, (u(0),e1)m = (ug,e1)m e (W (0),e1) g = (u1,e1)m.

Portanto,
(u(t),e1)m = (uo,e1)n + (u1,e1)mt.

Sej > 1,entdo A; > 0. Logo L (u(t), )i = —Aj(u(t),e;)m, (u(0),e;)ir = (uo, ej)mr e (/' (0), ;) =
(u1,€5)m. Portanto

(u(t), e;) i = (uo, ;) cos(y/Ajt) + ul\’/i sen(y/\jt).
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Concluimos que se u é solugao, entao

= Z(U(t)aej)ej = (uo,e1)m + (u1,e1)mt

oo
ul,e]
+ Ug, €4 ) i COS t t>
5 (om0t

ii. Basta substituir os valores para encontrar

u(t) = (uo, e1) + (u1, €1 t+z (uo, €;) cos(\/\jt) +

\F ul,ej sen ft]

-/ luO<y>dy+( /0 u1<y>dy>t+2j§_;( /0 w(y)cos(jwy)dy) cos(jmt) cos(jz)

+2 Z i </01 u1(y) cos(jwy)dy) sen(jrt) cos(jmx).

="

Exercicio 34. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, B = {e; : j € N} uma base
de Hilbert de H e (\;) en uma sequéncia de nimeros estritamente positivos tais que lim;_,o, Aj = co.
Seja A : D(A) — H um operador definido como

D(A)=<ueH: Z)\?(u,ej)z <00 P,
j=1

Au = Z Aj(u,ej)e
j=1

Considere a seguinte equagao
u'(t) + Au(t) =

0, teR,
u(0) =0,
U

em que u; € D(AY?) = {uEH Do Aj(u, e5)? <oo}.

i) Mostre que existe no maximo uma fun(;ao u € C%(R; H) tal que u(t) € D(A) paratodot € Re u
é solucao do problema acima. Para tanto, mostre que, se existir solu¢ao, entao a solugao é da forma

—| 1
u(t) = l(ul,ej)sen( )\jt)] e
B [ et
ii) Mostre que u(t) € D(A) para todo t € R e calcule Au(t).
iii) Defina v(t) = 3772 (u1, €;) cos(y/Ajt)ej. Mostre que
u(t + h) — u(t)
h

lim ||

—o®)||lg =0
lim o(t)

e conclua que u'(t) = v(¢).

Solucao:
i. Suponha que u € C?(R; H), u(t) € D(A) para todo t € R e u seja solu¢do da equagdo. Assim,
(u(t), e;) € C*(R) e
d? _
) e)n = (W'(t),e5)n = —(Au(t), e;)n = —(Au(t), A~  Ae;j)u

= —(A_lAu(t),Aej)H = —(u(t),Aej)H = —/\j(u(t),ej)H.
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Logo &= (u(t), e;)m = —A;(ult), e;), (u(0), ;) =0 e (u/'(0), ;) = (uy, e;) . Portanto,

_ (ul’ej
(u(t),e5)m = Vv en(y/Ajt).

Concluimos que se u é solucao, entao u tem que ser da forma

o0 oo
= Sy = 3 e

j=1 j=1

ii. Basta observar que

Z U17 J SeIl \/ t < Z uhej H = ||'LL1||D (A1/2) < 00.
Logo u(t) € D(A) e
= Z VAj(ur,e5)msen(/Ajt)e;
j=1

iii. Para tanto, observamos que

R

0 1/2 : 2\ Y2%en
_ Zuoﬂig ()\ sen(/Aj(t+h)) — A, “se (\/Et)cos(\//\»jt)> el

h

2

h

oo A 1/2 N (t h ‘1/2 t
Zu()aej ( sen(y/Aj(t+h)) = A;“sen(y/At) " cos( \/>t>

1

<.
Il

M 114

(ug, €;)* ( ; (cos(y/Ajt + 0/ Njh) — cos(\/rjt))d9> .

<.
Il
—_

Acima usamos que

sen(y/X; (t+ h)) — sen(y/Mt) = /1 4 (sen(v/ 25t +6y/25h)) do
o 9
= /Ajh 1 cos(y/Ajt + 0/ A;h)do
0

Sabemos que Y77, (ug, ¢5)* = [uol|7; < 0o, Logo limy 00 3% x4 (10, €5)* = 0.
Dado € > 0, seja N > 0 tal que

e 2

3
Z (Uo,@j)2 < §

j=N+1
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Assim,

NE

(unves? (| (cos(y/Agt + 0y/Ah) — cos<ﬁjt>>do)2

1

=Y ey ([ tostums+ oA - cos<JA7t>>d9)2

.
Il

<.
—

+ i (ug,e;)? </01(COS(\/>\7jt +60+/\jh) — cos(\/rjt))d9>

J=N+1
N 1 2 oo
<) (uo,e;)’ </ (cos(\/ Nt + 0/ Njh) — cos(w/)\jt))d0> +4 > (ug, ;)
j=1 0 j=N+1
N 1 2 62
< Z(uo, ej)? </ (cos(\/Ajt+ 0/ Ajh) — cos(\/)\jt))d0> + 5
j=1 0
Pela continuidade do cosseno, existe § > 0 tal que se |h| < J, temos
N 1 2 2
Z(UO, ej)2 (/ (COS(\/ /\jt + 0+/ )\]h) - COS(\/ /\ﬂf))d&) < %
j=1 0

Concluimos que
u(t + h) — u(t)

Eass

—v()|% <€, V|h| <4

Portanto,

u(t+ h) — u(t)
h

lim ||
h—0

—v(t)||lg =0.



