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1. Introducgéo

Quando uma viga é carregada transversalmente, os pontos de seu eixo central assumem
novas posicoes formando uma curva de deflexdo (ou linha eldstica). Nesta aula
determinaremos equacdes que nos permitirdo determinar a linha elastica de vigas nas
seguintes condicgdes:

* O eixo central da viga na configuracao de referéncia é reto;
* O material da viga possui comportamento elastico-linear;

* A viga € carregada em um unico plano (xy), sendo esse um plano de simetria das
segOes transversais;

* As forcas normais nas secoes transversais sao nulas ou de magnitude desprezivel, de
modo que os momentos fletores causados por elas possam ser desprezados na analise;

* As condicdes de linearidade geométrica sao preenchidas (pequenos deslocamentos,
pequenas rotagdes e pequenas deformacgdes);

* Casos onde forcas de contato podem alterar a magnitude ou a direcao das mesmas
estdo fora do escopo.
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Observacodes:

* A determinacao dos deslocamentos maximos é uma etapa fundamental na anadlise de
vigas, onde limites maximos sao previstos em normas de projeto;

* As deflexdes sao também muito importantes nas analises dinamicas de estruturas
(pontes, aeronaves, veiculos, edificios, etc.);

* A determinacao da linha elastica também leva a determinacao dos esforgos
solicitantes em vigas hiperestaticas;

* No projeto de maquinas, em particular, as especificacdoes podem limitar as deflexdes
maximas a fim de evitar vibracdes indesejaveis que podem até mesmo prejudicar o
funcionamento do equipamento;

* No caso de equipamentos da drea médica (como os utilizados em exames de
densitometria déssea e ressonancia magnética), vibracdes excessivas devem ser
evitadas de modo a ndo comprometer o diagnéstico.
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2. Equacbes necessdrias para obter a curva de deflexéo

As equacoes necessarias para a solucao do problema se dividem em:
* Equacgoes diferenciais de equilibrio;
* Equacodes constitutivas;

* Relagbes entre deslocamentos e deformacdes.

2.1. Equacdes diferenciais de equilibrio (ver Aula #18):

} ¢
y : q(X) Yy VY N
Y :m{ﬂm My s i
7 X

ax V+dV
Va
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Do equilibrio de forcas na dire¢ao vertical, temos: dI;(x) = —q(x) Eq.(1)
X
_ : dM (x
Do equilibrio de momentos, temos: d)(C ) V() Eq.(2)

Derivando Eq.(2) em relacdo a x e utilizando Eg.(1), também encontramos:

2M(x)  dV(x)

2.2. Equacoes constitutivas (ver Aula #19):

Considerando que o material seja homogéneo, isétropo, com comportamento
elastico-linear e que o estado de tensdes seja basicamente uniaxial, teremos:

o, = E¢, Eq.(4)
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Ex = —KY Eq.(5)

Combinando Eq.(4) e Eq.(5): o, = Ee, = —Eky Eq.(6)
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E, como vimos na Aula #19:

M = —ﬂaxydA:—ﬂ(—Eicy)ydA =Eicﬂysz:0 & M=ElLk
A A A

Generalizando a relacao acima para casos em gque o momento de inércia e a
curvatura do eixo central possam variar ao longo do comprimento da viga,
encontramos (para carregamentos quase-estaticos):

M(x) = EL,(x)x(x) Eq.(7)
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Outras relacdes geométricas importantes

o

(ver Aula #19):

do dé
5 8+ do
p
Y m v+ dv
¥ gl ] |
i ! Bt |
. X g dx .
FIG. 9-2 Deflection curve of a beam (@) (b)
~ " B 1
K=l=d9= U(X) LG K:—EU”(X)
pds L+ @ ()P LG.) : p
dv ' ~ g — 1/
tan(6) = — = v'(x) 0=—=vx)
05/07/2022
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Assim, de Eq.(3), Eq.(7) e Eq.(8) resulta que, nas condi¢des apresentadas no slide 3, temos:

d? dv
—— ELXY"(x) = % = —q(x) Eq.(10)

Nos casos em que EIl,(x) = EI, = cte, a equagdo Eq.(10) fica simplificada na forma:

d*v(x) _  q() Eq.(11)
dx* B EIz

Desta forma, uma vez conhecida a distribuicdo do carregamento ao longo da viga, bem
como as condicdes de contorno, a determinacao da linha elastica pode ser feita pelas
integracdes sucessivas da Eg.(11) ou da combinacao entre a Eq.(7) e a Eq.(8) que, no caso
de termos El,(x) = EI, = cte, fornece:

M(x) = EL,v" (x) Eq.(12)
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Observacoes:

dx* EI, com coeficientes constantes.

d4v(x) . q(x) Eq.(11) :> E.D.O., 42 ordem, linear, ndo-homogénea,

I::] E.D.O., 22 ordem, linear, ndao-homogénea
— 144 E . 12 Vi V4 ) )
M(x) = EL,v(x) a.(12) com coeficientes constantes.

O uso da Eq.(11) ou da Eq.(12) para a solucao do problema deve levar, naturalmente, ao
mesmo resultado. Apesar de a Eq.(11) requerer mais integracdes, e aparecerem quatro
constantes de integracao, ela é indicada para casos em que o carregamento distribuido é
mais complexo (o que dificulta a determinagdao de M (x) por imposi¢do do equilibrio).

J4 a Eq.(12), mais simples por requerer apenas duas integracdes (com duas constantes de
integracdo apenas), é indicada para casos em que o carregamento distribuido é simples

(ex: q(x) =0, ou g(x) = qo = cte).
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3. Condigbes de contorno

Ao integrarmos Eq.(11) (ou Eq.(12)) surgirdo no processo de integracdo quatro (ou
duas) constantes de integracdao levando a um sistema linear com quatro (ou duas)
incognitas a serem determinadas.

As condicoes de contorno da viga é que determinam as equac¢des necessarias para a
obtencao deste sistema linear.

As condicOes de contorno sao classificadas de acordo com a ordem da derivada da
fungao v(x) (linha elastica) podendo ser:

* C.C. essenciais: sdao as condigcdes que envolvem a propria fungao v(x) (ou seja, a
derivada de ordem zero) ou sua derivada primeira v’ (x).

* C.C. naturais: sao as condi¢des que envolvem a derivada segunda da fungao v(x)
(ou seja, v''(x), que estd relacionada diretamente com a curvatura e,

consequentemente, com o momento fletor na se¢do) ou sua derivada terceira (ou
r

seja, v (x), que esta relacionada diretamente com a forga cortante na segao):
" dM (x
M(x) = ELv" (x) v = T = Bl o
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Observacoes:

Como o préprio nome diz, as condi¢gdes de contorno sdao aplicadas no(s) contorno(s)
da estrutura o que, no caso de vigas, significa observar o que ocorre na(s) sua(s)
extremidade(s) (contorno(s)).

No caso em que a integracao é feita utilizando-se a Eq.(12) (a E.D.O. de 22 ordem),
apenas as condi¢cdes de contorno essenciais sao utilizadas.

No caso em que a integracao é feita utilizando-se a Eq.(11) (a E.D.O. de 42 ordem)
tanto as condicOes de contorno essenciais quanto as naturais podem ser utilizadas,
observando-se as condicdes de contorno nas duas extremidades da viga (duas
condicdes em cada extremidade).

Nao se deve confundir as condicdes de contorno com as condicdes iniciais (a serem
estudadas na disciplina PME-3400 - Vibracdes). Enquanto as condi¢des de contorno
dizem respeito ao que ocorre nos contornos e, geralmente, nao se alteram ao longo do
intervalo de tempo em que a andlise dinamica é feita, as condi¢des iniciais dizem
respeito as condi¢cdes ao longo de toda a viga no instante inicial (deslocamentos,
v(x,t = 0), e velocidades iniciais, v(x,t = 0), dos pontos do eixo central da viga).
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4. Principio da Superposicéo

Para estruturas com comportamento linear, é valido o Principio da Superposicao:

g 0
%‘B @B
My (x) = ELv} (x) EEE) v, (x) My(x) = By (x) EED) v;(x)

P M;(x) = ELvs (x)
do

M3 (x) = My (x) + Ma(x) = EL,(v1' (%) + v7 (x))

V500 = v (0 + v () EEE) v3(0) = vi(0) + vp()

A B
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Exemplos de Aplicacdo

Ex.1):
M, M, Dados: M, L, El
C T i )
A\ [\ Obter: v(x), [Vmax 10 lmax
: L !
<t >I

Solugdo: Passo 1: fazer o D.C.L. e determinar as rea¢des de apoio (obrigatdrio se for

utilizada a E.D.O. de 22 ordem)
ZF =0 © H;=0

H ZMA—O S Vglb+My=M; V=0
) © ¢

B
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Passo 2: determinar a expressdo de M (x) e seu dominio de validade.

No caso: M(x) = M; = cte, 0<x<L

Passo 3: escrever a E.D.O. e proceder as integra¢des. Neste caso, optamos pela E.D.O. de
22 ordem...
M(x) = EIv"(x) = M,

Note que, neste caso, a curvatura (e portanto o raio de curvatura) do eixo central é
constante e dado por:

" M,
v'(x) = I

M, x?

M,
12 integragdo: v'(x) = Ex + C; 22 integragao: v(x) = T Cix + G,
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Passo 4: aplicar as condi¢cdes de contorno para determinar as constantes de integracao.
Neste caso, como optamos pela E.D.O. de 22 ordem, apenas as condi¢cOes de contorno
essenciais sao necessarias. Como temos uma viga bi-apoiada, as C.C. serao:

M| Ml

A B v(0)=0  (C,=0
Y ey ¥, -

v(L)=0 & ——+C,L=0

M, x? CaaC El 2
v(x) = El 2 1X 2
ML My
_ _ _ ML : _ "M _1 . , L
Logo: Cy 5] Resultando v(x) SE (x x)  (linha elastica)
Rotagdes:  v/(x) = oo (2x — L)
otacdes: vi(x) = o (2x
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Passo 5: Analise dos maximos: para obter o deslocamento maximo em valor absoluto,

verificamos inicialmente se ha pontos criticos da fung¢ao v(x), analisando os zeros da
funcdo v'(x):

, M, L
vV(x)=0¢s E(Zx—L)=O ©x=7

Assim, x = L/2 é um ponto critico da func¢do, e como v'(x) = M,/EI >0,
concluimos que v(L/2) é um ponto de minimo local, o que é coerente com a
convencdo de sinais utilizada, pois v(x) > 0 indica que o deslocamento ocorre no
mesmo sentido do eixo y (ou seja, para cima), enquanto v(x) < 0 indica que
deslocamento ocorre no sentido oposto ao eixo y (ou seja, para baixo). Assim:

W= (E_LY o =Ml
v T2EI\4 2 v = T 8EI
M, 12
S|V may = ﬁ (em x = L /2, para baixo)
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Para obter a rotacao maxima em valor absoluto, procedemos de forma analoga,
verificando se ha pontos criticos da fun¢do v'(x), no intervalo considerado, através da
analise dos zeros de sua derivada (ou seja, da funcdo v''(x)). Porém , como:

” M,
v (x) =E> 0,

concluimos que ndo existem pontos criticos da fun¢do v'(x) no dominio, o que nos
faz avaliar os valores da funcao nas extremidades. Assim:

M,L

v'(0) = — SET (rotacao ocorre no sentido horario, dado que o sinal é negativo)
ML . . : . L .
v'(L) =+ SET (rotacdo ocorre no sentido anti-horario dado que o sinal é positivo)
ML
o O max = 2—21 (nas extremidades A e B da viga)
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Linha eldstica:

0.2 04 0l 0/8 1

B>

-0.02

-0.04

-0.08

-0.10

-0.12 +

Note que em uma estrutura simétrica, sob a aclGo de carregamentos
simétricos, a deformada deve ser simétrica em relagéo ao eixo de simetria!
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Exemplos de Aplicacao

Ex.2):
0 M, Dados: M, L, El
I\ \"
\> ‘%; Obter: v(x), |[vmax|, 0max]
i L 1 i
- >
Solugdo: . 0
E, = & H, =
My M, N A
Passol: H, X
—> Ao 1l 2M,
% < ZMA:O@VBLZZM()@VB:T

o~
<
'\

2M
Vg szzo@ Vy=Vy, V==

(Note que, neste caso, temos flexéo nGo-uniforme)
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Passo 3: escrever a E.D.O. e proceder as integra¢des. Neste caso, optamos pela E.D.O. de

22 ordem...
2x
M(x) = EIv' (x) = M, (1 — T)
X2
12 integracgdo: Elv'(x) = M, <x — T) + C;
X2 53
22 integracdo: Elv(x) = M, (7 — i) + Cix + C,
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Passo 4: aplicar as condi¢cdes de contorno para determinar as constantes de integracao.
Neste caso, como optamos pela E.D.O. de 22 ordem, apenas as condi¢cOes de contorno
essenciais sao necessarias. Como temos uma viga bi-apoiada, as C.C. serao:

M M
I\/’O \0)] v(0)=0 © (C,=0
WANI <
L , ~ M, L2 B
> L - v(L) =0 & =+ GL=0
X2 53
Elv(x) = M, <7 - 3_L> + C1x + C;
M,L _ _ My (x* x° Lx
Logo: C, = —m Resultando: v(x) = E(? — i — ?

~ / Mo x? L
Rotagbes: v'(x) = T X — — — —
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Passo 5: Analise dos maximos: para obter o deslocamento maximo em valor absoluto,
verificamos inicialmente se ha pontos criticos da fung¢ao v(x), analisando os zeros da
funcdo v'(x):

MoL (x /x\2 1 x 1 +/3
/ _ (2 _Z) = S T
rw=0e 4 (L @) 6) 0 = 1732%%

Assim, para os valores criticos dados acima, encontramos:

x_1 3 V3 Ml2 M, L2
=2 -22=20,211325 =00 s 0
=5 ) v s 5 = 001604 —

1 V3 V3 M,L? M, L2
=~ +-——=0,788675 -y o0 o .
> ) + o055 = 001604 —

V3 M,L?

o |v|méx - m EI
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Para obter a rotacao maxima em valor absoluto, procedemos de forma analoga,
verificando se ha pontos criticos da fun¢do v'(x), no intervalo considerado, através da

analise dos zeros de sua derivada (ou seja, da funcdo v''(x)). Assim:

. My —2x L
v (x)=ﬁ 1-—]=0 & X =37

L
, M, x* L
E sendo: v'(x) ‘E("‘T‘E)
Teremos:
M,L
"0) = —— rotacdo no sentido horario
Vi) =—22  (otag )
"(L/2) = ol (rotac3o no sentido anti-horario)
vIL/D =15 ¢
M,L
v'(L) = — 6_:?1 (rotagdo no sentido horario)

PME-3210/ Mecanica dos Sélidos | / Aula #23
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Linha eldstica:

0.020

0.015

0.010

0.005
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0.000

-0.005

-0.010

-0.015

-0.020 -

01 02 03 0.4 05 0J6 07 0/8 09 1

Note que em uma estrutura simétrica, sob a a¢do de carregamentos anti-
simétricos, a deformada deve ser anti-simétrica em relacéo ao eixo de simetria!

05/07/2022
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Exemplos de Aplicacao

Ex.3):
P Dados: P L, El

A B Obter: v(x), |vméx|» |9méx|

| L i

| L
Solugdo:

Z Fx =0 & HA =0

Passo 1: P

M
= B Z@=0@va
Hy

széloAz()@ MA=PL

o~
T
'\
i N

05/07/2022 PME-3210/ Mecanica dos Sdlidos | / Aula #23
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Passo 2: determinar a expressdo de M (x) e seu dominio de validade:

P
M
iA B
Hy

Passo 3: escrever a E.D.O. e proceder as integracdes. Neste caso, optamos pela E.D.O. de

Mx)=M,—V,x=P(L—x), 0<x<L

~
T
'\
i A

22 ordem...
M(x) = EIv''(x) = P(L — x)
2
12 integracdo: ElIv'(x) =P <Lx — 7) + C;
_ N Lx* x3
22 integracgao: Elv(x) =P - "6 + Cix + C,

05/07/2022 PME-3210/ Mecanica dos Sdlidos | / Aula #23 28
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Passo 4: aplicar as condi¢cdes de contorno para determinar as constantes de integracao.
Neste caso, como optamos pela E.D.O. de 22 ordem, apenas as condi¢cOes de contorno
essenciais sao necessarias. Como temos uma viga engastada-livre, as C.C. essenciais
encontram-se apenas no lado engastado:

L X
£ EIU(X)=P<T—?>+C1X+C2
A JB 2
S— X
| ! EIv'(x) =P<Lx—7>+C1
< L -
U(O)=O@CZ=O v’(O)=O@C1=O
Resultando. () = P (Lx?* x3
esultando: v(x =27\ 6
Rotagdes: v'(x) = £ Lx — x_z
El 2
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Passo 5: Analise dos maximos: para obter o deslocamento maximo em valor absoluto,
verificamos inicialmente se ha pontos criticos da fungao v(x), analisando os zeros da

funcdo v'(x):
X
v(x)=0 & x(L—§)=O S x=0 ou}///Q/L

Como v(0) = 0, o maximo deslocamento sé pode ocorrer na extremidade em que x = L:

PL3
V(L) = |[V|max = 35

Para obter a rotacdo maxima em valor absoluto, procedemos de forma analoga,
verificando se ha pontos criticos da fung¢do v'(x), no intervalo considerado, através da
analise dos zeros de sua derivada (ou seja, da funcdo v''(x)). Assim:

P12

vV'(x)=0 © x=1L 5 0lmax = V(L) = 2E1
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Linha eldstica:

0.40

0.35

0.30 7

0.25 /
El
L 0.20 /

0.15 /

010

__,-/

0.05 ]
. e

B~
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Exemplos de Aplicacao

Ex.4): q
Dados: g, L, El

A B Obter: v(x), |vméx|: |0méx|

A
~
Y=

Embora a solucdo deste problema também possa ser feita facilmente pelo uso da E.D.O. de 22
ordem (relacdo Momento X Curvatura), vamos resolvé-lo pela aplicacdo da E.D.O de 42 ordem
para mostrar as diferencas.

Este tipo de abordagem dispensa o uso do D.C.L. e das equacdes de equilibrio para determinar
as reacgoes de apoio. Veremos que a aplicacao das condi¢cdes de contorno naturais recuperam
naturalmente as equacgdes de equilibrio (ou seja, sdo equivalentes a elas).

Importante: esse problema ndo pode ser resolvido considerando uma “possivel equivaléncia”
com o caso de uma viga biapoiada sob a acao de uma carga concentrada P = gL aplicada em
x=1L/2.
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Neste caso, temos: g(x) = g > 0, levando diretamente a:

12 integracao:

22 integracao:

32 integracao:

42 integracao:

05/07/2022

d*v(x)
dxt 1

EIl

V(x) =Elv'"(x) = —qx + C;

2

X
M(x) = EIv'(x) = _CIT + Cix + C,
x3 x?
EIUI(X) = —qT‘l' C17+ sz + C3
4 53 X2

qx
Elv(x) = ——+(;

24 +C27+63X+C4

6
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Deve-se observar que as formas indicadas no slide anterior sdao aplicaveis a todas as

vigas de rigidez flexional constante submetidas a carregamentos uniformemente
distribuidos: as condicdes de contorno é que vao indicar os valores das quatro
constantes de integracdo em cada caso (exemplos possiveis: viga engastada-livre, viga
biapoiada, viga biengastada, etc.). No caso em tela, como temos uma viga biapoiada,
as duas condicdes de contorno essenciais sao:

q

v(0)=0 (=4 C4_=0

Y Yy Y Y Y Y VY Y

L3 L2 qL4
b i - v(l) =0 C‘lE+C'2?.|_C3L=ﬂ

E as duas condicdes de contorno naturais sao:

M) =El"(0)=0 & C,=0

qL?
ML) = EW"(L) =0 & CL+C, ==~
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4 3 3

. q x* x°L xL
v(x)_m( 24 T 12 24)
3 2 3

, _q x> x“L L
v(x)_m( 6 4 24)
. qx* qlx
M(x) =Elv"'(x) = ——+——
2 2

qL

V(x) = Elv'"(x) = —qx + =
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Linha eldstica:

-0.0025 \ ] /

-0.0050 \ /

q.(fl) ‘\ /
-0.0100 N -
-0.0125 \-\“"‘-——__._-—"""/
-0.0150
e = [ (3)] = o o , o 1L
Vimix = |"\2)| 384 EI Olma = 10" ()] = Iv' (1) = 72—
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Observacoes:

Das relacdes obtidas nos slides #33 e #35, podemos verificar que:

qL

V() = €, =—+

V(x) = Elv'"(x) = —qx + C4 ‘ 2
L
V(L) = —qL + C, = —q?

Logo, a constante (; corresponde a forga cortante na extremidade A e, como
V(0) =qL/2 > 0, isto mostra que, pela convengdo de sinais, ela tende a girar o
elemento no sentido horario:

+V -V
NI INT
Da mesma forma, como a for¢a cortante na extremidade B resultou V(L) = —qL/2 < 0,

isto significa que, pela convencao de sinais, ela tende a girar o elemento no sentido anti-
horario (veja a convencao de sinais acima).
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Desta forma, o D.C.L. da viga fica dado por:

q

A - B 2

1 |

Vil g 1 Vs

Percebe-se, assim, que a 22 C.C. natural apresentada no slide #34 pode ser rescrita
na forma (ja considerando o resultado anterior que indica que €, = 0):
qL?

Vil = —
A 2

...que nada mais é que a equacdo de equilibrio de momentos tomando B como pdlo.
Desta forma, como comentado anteriormente, a solu¢cdo do problema pela integracao da
E.D.O. de 42 ordem ja garante o equilibrio de forcas e momentos da estrutura, nao
havendo a necessidade de impor tais condicdes. Na verdade, a imposicao de C.Cs e
equacoes de equilibrio simultaneamente pode levar, em alguns casos, a um sistema de
equacoes possivel e indeterminado (no caso de haver alguma dependéncia linear entre as

equacdes propostas).
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Para pensar em casa...

Dados: q,, L, El, k = BEI /L3

Obter:
v(x) paraV p € R*

A B
— V() Vsl 1Brmsel para = 0
d

- A
r~

(%), [Vmax |, |Omax| para p - o

v(x), |Vmaxl) |Omax| para g = 0,5.
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