LISTA DE EXERCICIO PARA ENTREGAR

1. PROBLEMAS

Problema 1. (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger) Seja @ C R™ um aberto conexo e limitado de
classe C1.
Definimos

L(Q) :={ue L*Q): / u(z)dr = 0},

Q
HYQ) :={uec HY(Q): / u(z)dz = 0}.
Q
O objetivo desse exercicio é mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
(1.1) / u?(z)dx < C’/ Vu(z) - Vu(z)dz, Yue HY(Q).
Q Q

Observe que o resultado é semelhante a desigualdade de Poincaré vista em sala de aula, mas as
hipoteses sao diferentes. Em sala de aula, provamos a desigualdade para u € H}(Q2). Aqui, queremos
provar para u € H (€2). A demonstragio também é diferente e sera baseada no Teorema 1 da Segao
5.8.1 do livro do Laurence C. Evans, Partial Differential Equations, segunda edigao.

i. Mostre que L2(Q) e H'(Q) sdo subespacos fechados de L2(Q) e H'(Q), respectivamente. Portanto,
sao espagos de Hilbert.

ii. Suponha que a constante C' > 0 nao exista. Neste caso, mostre que existe uma sequéncia (uy)ren
em H'(Q) tal que |lug||20) =1, [qurdz =0e

1
/ Vug(z) - Vug(x)de < —.
Q k

(Dica: Como a Desigualdade (1.1) ndo vale para nenhum C, deve existir uma funcao u, € H'(Q)
que a viole para C = k, para cada k € N).

iii. Usando Rellich-Kondrachov (Teorema 6 do formulario), mostre que existe uma subsequéncia
(uk, )1en da sequéncia do item ii que converge para um elemento u € L?*(2). Mostre que u € H' () e
887’_2 =0, para todo j € {1,...,n}, usando a Equacao (2.1) do formulario para uy, .

iv. Mostre que a fungao u do item iii satisfaz ||ul|2(q) = 1 e |, udz = 0. Obtenha uma contradigao,
usando a Proposicao 7 do formulario.
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Problema 2. (Problema de Neumann) Seja €2 C R™ um aberto conexo e limitado de classe Cl, L2(Q)
e H(2) definidos como no Problema 1. Vamos agora estudar o seguinte problema:
—Au = f(z), z€Q,
ou

gu _ Q.
n 0, z€0d

Dizemos que u ¢ uma solucio classica se u € C?(Q) e u satisfizer as equacoes acima. Dizemos
que u € HY(Q) & uma solugao fraca se u satisfizer a(u,v) = F(v) para todo v € H(f2), em que
a:HY(Q)x HY(Q) = Re F: HY(Q) — R sao dados por

a(u,v) = /QV’U,(I) - Vou(z)de,

F(v):/ﬂf(x)v(x)dx.

i. Seja f € L?(R). Mostre que se u € C%(Q) é uma solugao classica e Jou(x)dz =0, entao u é uma
solugéo fraca. (Dica: Use o teorema da divergéncia para v € C°(R™) e depois o Teorema 8).

ii. Mostre que existe uma solugao fraca da equacao e ela é unica. Conclua que existe no maximo
uma solucéo classica tal que [, u(z)dz = 0. (Dica: Verifique as condigées do Teorema de Lax-Milgram,
usando a Desigualdade (1.1) do Problema 1).

iii. Pode-se mostrar que o conjunto C°(Q) = {u € C°(Q) : Jqu(x)dx = 0} é denso em L*(Q). Use
este resultado (néo precisa provar!) para mostrar que se u € H'(Q) for uma solucio fraca que pertence
a C%(2), entdo u ¢ uma solugao classica e [, u(z)da = 0. (Para obter a condigdo de contorno, adapte
o argumento feito em sala de aula ou use a Proposi¢ao 9 do formulario).
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Problema 3. (Problema de Sturm-Liouville) Sejam p € C'([0,1]) e ¢ € C([0,1]). Suponha que

exista @ > 0 tal que p(xz) > a para todo z € [0,1]. Nosso objetivo é mostrar que existe um base

B = {e; : j € N} do espago de Hilbert L?(0,1) e uma sequéncia (\;);jen de nimeros reais tais que
P1) As fungoes e; pertencem a C?([0,1]) para todo j € N.

P2) — & (p(2) 5 (2)) + a(@)e; (2) = Age;(@).

Para tanto, siga os passos abaixo:

i. Seja (uj)jen uma sequéncia em H'(0,1). Suponha que exista uma constante C' > 0 tal que
llujl 10,1y < C, para todo j € N. Use a Proposicao 10 e o Teorema 12 do formulario para provar
que existe uma subsequeéncia (u;, )ken que converge para um elemento u € L?(0,1). (Isto demonstra o
Teorema de Rellich-Kondrachov em uma dimensao).

ii. Dado e > 0, definimos p1. = —min,¢(o,1) ¢(z)+¢. Mostre que a fungao a : HY0,1)x H}(0,1) = R
dada por

a(u, v) =/0 pl@)u'(2)v'(z) + (q(x) + pe)u(z)o(z)dz

é bilinear, simétrica, continua e coerciva.

ili. Dado u € H}(0,1). Suponha que exista f € L?(0,1) tal que a(u,v) = (f, v)12(0), para todo
v € H{(0,1). Mostre que u € H*(0,1)NH{(0,1) e = (p(z) 2 (z)) + (g(z) + pe)u(z) = f(z). Conclua
que o operador A : D(A) — L%(0,1) associado a funcdo a definido no Teorema 13 do formulario é tal
que D(A) = H*(0,1) N H}(0,1) e Au= —-L (p(z)2(z)) + (g(z) + pe)u(z), para todo u € D(A).

iv. Aplique o Teorema 13 para provar P1, P2 e P3. Conclua, em particular, que A\; > min,¢jo,1) ¢(z),
para todo j € N.
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2. FORMULARIO
Os resultados abaixo podem ser usados sem demonstragao.
2.1. Formulario para Problema 1.

Definigao 4. Seja Q@ C R”™ um aberto. Dizemos que u € H'(Q) se u € L*(Q) e se, para todo j € {1,...,n},
existir v; € L?(Q) tal que

(2.1) /u(x)ai(x)dx = —/ vj(z)p(x)dz, Vo€ CX(Q).
Q Ox; Q
Neste caso, v; é chamado de derivada fraca de u e denotada por v; = 867“3_.

Lembramos que os espacos L*(Q) e H*(Q) sdo espacos de Hilbert com produtos internos dados por
(w02 = [ ul)o(a)de,
Q
(u, ) 1) = / u(z)v(z)dz +/ Vu(z) - Vou(z)dz.
Q Q

Definicao 5. Sejam (H,(-,-)u) e (V,(-,-)v) espagos de Hilbert tais que V' C H. Dizemos que a inclusdo
i:V — H é continua e compacta se as seguintes propriedades sao validas:

a) Existe C' > 0 tal que |Ju||g < C||ul|v para todo u € V.

b) Se (u;);en for uma sequéncia limitada em V' (sup; ¢y ||uj|lv < 00), entdo existe uma subsequéncia (uj,, )ken
e um elemento u € H tal que limy_, o ||uj, — ullg = 0.

Teorema 6. (Rellich-Kondrachov) Seja Q C R™ wm aberto limitado de classe C'. Logo a inclusdo i :
H'(Q) = L*(Q) ¢ continua e compacta, ou seja, dado uma sequéncia (u;)jen limitada em H'(Q), existe uma
subsequéncia (ug, )ren € um elemento u € L*(2) tal que limy o0 |, — ul|p2(q) = 0.

O préximo resultado foi provado em sala de aula em uma dimensdo. A versado para dimensGes maiores pode
ser encontrada no Brézis.

Proposigao 7. Seja Q C R™ um aberto conexo e limitado de classe C*. Se w € H'(Q) € tal que {%‘j =0

para todo j € {1,...,n}, entdo u € uma fung¢io constante.
2.2. Formulario para Problema 2.

Teorema 8. (Teorema de Aprozimagio) Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C* e u € H*()). Logo
existe uma sequéncia de fungdes (uj)jen em CZ°(R™) tal que lim; oo ||ty — ull 1) = 0.

Proposicao 9. Seja Q C R™ um aberto limitado de classe C* e u € C(9Q). Se [, uvdS(z) = 0 para todo
v € CE(R™), entdao u(z) = 0 para todo x € ONQ.

2.3. Formulario para Problema 3.

Proposicao 10. As seguintes propriedades sao vdlidas para o espagco H*(0,1):
a) Eriste uma constante C' > 0 tal que |[ul| Lo (0,1) < Cllullg1(0,1y para todo w € H'(0,1).
b) Sew € H'(0,1), entdo u € C([0,1]) e |u(z) — u(y)| < HU/||L2(0,1)|1’ - y|1/2.

Observagao 11. Para quem é familiar com medida e integragdo, uma forma mais precisa de enunciar o item
b) da proposicdo acima ¢ afirmando que para cada u € H'(0,1), existe uma tnica funcio v € C([0,1]) tal que
u(xz) = v(x) para quase todo ponto. O item a) foi provado em sala de aula. O item b) foi provado no exercicio
41 da primeira lista.

Teorema 12. (Arzela-Ascoli num intervalo). Seja (uj;)jen uma sequéncia em C([0,1]). Suponha que
a) Ezista uma constante M > 0 tal que ||uj|| Lo 0,1y < M para todo j € N.
b) Para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |z —y| < 0, entdo |uj(x) —u;(y)| < €, para todo j € N.
Entao existe uma fungio u € C([0,1]) e uma subsequéncia (uj, )ren tal que limy_ oo ||ug;, — ul|Loe(0,1) = 0.

Teorema 13. Sejam (H,(-,-)u) e (V, (-,-)v) espagos de Hilbert, em que H € separdvel e de dimensao infinita,
ea:V xV —= R uma fungao tais que

a) O espago V estd contido em H e é um subconjunto denso de H.

b) A inclusao i : V — H é continua e compacta.
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c) A fungao a € bilinear, simétrica, continua e coerciva.
Considere o operador A : D(A) — H definido por
D(A):={ueV:3f € H tal que a(u,v) = (f,v)n,Yv € V},
Au = f.

Logo A estd bem definido e existe uma base B = {e; : j € N} de H contida em D(A) e uma sequéncia
(Aj)jen de nimeros reais positivos tais que as propriedades abaizo sio vdlidas:

P1) Aej = Ajej, para todo j € N.
Proposigao 14. Sejam a < b nimeros reais. As seguintes inclusdes sdo vdlidas para todo k € N: C*([a,b]) C
H*(a,b) ¢ C*~*([a,b]). Além disso, se u € H*(a,b), entio u € C*([a,b]) se, e somente se, u™ € C([a,b]),

em que u® ¢ q k-ésima derivada fraca de u.



