~ Modelo: Sistema de 2 niveis

0 modelo quéantico de interagdo da luz com a matéria mais simples que podemos fazer é o de um atomo de dois niveis interagindo com um
modo do campo eletromagnético. O modelo, em principio, pode ser usado para representar "virtualmente" qualquer sistema de dois niveis,
com pequenas modificagdes, e ndo apenas "atomos".

Para introduzir esses conceitos de uma forma didética (com o minimo de "distragdes"), vou usar como base o modelo que ja discutimos
nas aulas anteriores, que é o sistema de spin-1/2 em campo magnético externo. Veremos que esse modelo (minimo) j& contém a maioria
dos elementos necessarios para descrever sistemas de dois niveis mais gerais, o que faremos mais adiante no curso. Nesta primeira aula,
vamos introduzir os elementos bésicos, mapeando o problema no formalismo que discutimos nas ultimas aulas.

Mais adiante, veremos que exceto por alguns detalhes (que sdo importante na pratica), basicamente o mesmo modelo (i.e., 0 mesmo
formalismo) pode ser usado para descrever um atomo de dois niveis interagindo com um laser, por exemplo -- porém, neste caso a
interag&o sera do tipo dipolo elétrico. Do ponto de vista formal, porém, veremos que ndo ha grandes mudancgas na descri¢do (matematica)
desses sistemas, que aparentemente podem parecer inicialmente bastante distintos.

~ Representacao de um atomo de dois niveis

Seja um sistema com dois estados n&o degenerados |1) e |2), representando o estado fundamental (mais baixa energia) e o estado
excitado, com respectivas energias E; e E».

O operador Hamiltoniano (diagonalizado) desse sistema é
H, = E\ [1) (1] + E212) (2] .

Em um espacgo de dimenséo 2, temos dois vetores na base e podemos, portanto, ter 2x2=4 operadores linearmente independentes,
construidos a partir deles. Uma possivel escolha é a seguinte
1=11) (1] +2) (2|
o = 12) 2 - 1) (1]
ot =12) (1
o~ =1|1)(2|.
A escolha particular desses operadores ficara evidente quando se observar o significado de cada um deles. Note, porém, que os dois
ultimos nédo séo Hermitianos. Eles poderiam ser substituidos pelos operadores de Pauli 6, ,,, como ja vimos antes ao escrever a matriz
densidade em termos dos operadores de Pauli e a identidade, mas veremos que escolha indicada acima serd mais conveniente aqui. De
todo modo, sabemos escrever a relagao entre eles:
ox =0 4o
i(lc™ —o™).

Oy
Para entender o significado de cada um desses operadores, basta observar sua agdo em um estado genérico
lw) =ci 1) + 2 [2)
obtendo
+

o ly) =c1]2)

o |lw) =c2[1)

oz lw) =c2[2) —er|1).
Pode-se observar, portanto, que o operador ¢ promove uma transi¢éo do estado estado fundamental para o estado excitado, enquanto o
op. o~ faz o inverso disso. O operador ¢, por outro lado, permite-nos calcular a diferenca de populagdo, como pode ser observado pelo
seu valor esperado (como é Hermitiano, define um observavel fisico para o qual podemo calcular valores esperados fisicos)

2 2
(02) =(ylo: ly) = |eal” = |e1]”.

Se tivéssemos um ensemble de N atomos, por exemplo, a quantidade N (o) corresponderia & populagéo invertida (no estado excitado).
No caso de um Unico dtomo, podemos interpretar isso em termos das probabilidades indicadas acima.

Reescrevendo o Hamiltoniano

E conveniente reescrever o operador Hamiltoniano numa forma mais favorével e familiar, usando os operadores definidos acima. Podemos
fazer isso deslocando os niveis de energia (redefinindo o nivel de referéncia) para ficarem simétricos em torno de E=0, de modo a coloca-lo
na forma



1
HA = —hwzl Oy
2
com a definicdo da frequencia de transi¢do
1
wy = —(Ey — Ey)
h
O efeito nos niveis de energia pode ser entendido ao observar a matriz do Hamiltoniano
< 132 0 > n (:(021 0 )
N
0 151 2 0 —71
o que equivale a colocar o nivel zero de energia (nivel de referéncia) entre os dois niveis com energias (anteriormente) E e E,.

E conveniente, também, lembrar a forma matricial dos operadores

(’Z=<(1) —01>
(5 )
()

e dos vetores

0-()
=)

) =c 1)+ 2) = (j)

1
Com essas definigdes, o problema estd posto e temos os elementos basicos para comegar a discutir aplicagdes (e consequéncias) da
interagdo desse sistema de dois niveis com campos externos.

Antes, porém, vamos definir o problema computacionalmente, usando as ferramentas que vimos nas Ultimas aulas.

Definindo o problema (analiticamente) no Sympy

import sympy as sy

import numpy as np

import sympy.physics as phys

from sympy import symbols, Matrix, sin, cos, exp, diff, integrate

sx = phys.matrices.msigma(l) # sigma_x
sy = phys.matrices.msigma(2) # sigma_y
sz = phys.matrices.msigma(3) # sigma_z
sp = Matrix([[@,1],[0,0]1]) # sigma™+
sm = Matrix([[@,0],[1,0]]) # sigma”-
I # unit matrix

Matrix([[1,0],[0,1]])

g = ki
e = k2

Matrix([[@],[1]]) # ground-state
Matrix([[1],[@0]]) # excited-state

cl, c2 = symbols('cl c2")

El, E2 = symbols('El E2")

hbar, omega2l, omega = symbols('hbar omega2l omega')
psi = c1*kl + c2*k2

Ho = E1*k1*k1l.T + E2*k2*k2.T

Ha = 1/2*(hbar*omega2l)*sz

sm¥e == g # testa se sigma_ em |e> leva a |g>

True



sp*g == e # testa se sigma+ em |g> leva a |e>

True

sp*g # mostra o resultado de sigma+ em |g>

b

sp*e # mostra o resultado de sigma+ em |e> --> null (zero) result!

o
H

psi

psi.T*sz*psi # valor esperado de sigma_z

[—c% + cg]
Ha # Hamiltoniano do atomo

0.5hwa1 0
0 —0.5hwa

Ho # Hamiltoniano original (note o ordenamento!)

Ey, 0
0 E

Definindo o problema (numericamente) no QuTiP

Uma das principais vantagens do QuTiP é poder resolver numericamente a dindmica (eq. de evolugdo temporal) quantica. Primeiro vamos

considerar a evolugdo unitaria (sistema fechado) do sistema, na presenga do campo externo. Por simplicidade, usaremos o exemplo de um
spin-1/2 num campo magnético externos (problema da lista), alinhado na diregdo § (ou X, ou ambas), na condi¢&o de ressonancia.

Ipip install qutip

import qutip

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Looking in indexes: https://pypi.org/simple, https://us-python.pkg.dev/colab-wheels/public/simple/

Collecting qutip

Downloading qutip-4.7.0-cp37-cp37m-manylinux_2_5_x86_64.manylinux1l_x86_64.manylinux_2_12_x86_64.manylinux2010_x86_64.whl (:

Requirement already satisfied:
Requirement already satisfied:
Requirement already satisfied:
Requirement already satisfied:
Installing collected packages:

| 14.7 MB 3.6 MB/s
numpy>=1.16.6 in /usr/local/lib/python3.7/dist-packages (from qutip) (1.21.6)
scipy>=1.0 in /usr/local/lib/python3.7/dist-packages (from qutip) (1.4.1)
packaging in /usr/local/lib/python3.7/dist-packages (from qutip) (21.3)
pyparsing!=3.0.5,>=2.0.2 in /usr/local/lib/python3.7/dist-packages (from packaging->qutip) (3
qutip

Successfully installed qutip-4.7.0

w=1
w2l = 2*np.pi

gl = qutip.Qobj([[@],[1]]) # estado |1>
g2 = qutip.Qobj([[1],[@]]) # estado |2>

tempos = np.linspace(0.0, 2.0, 100)

H = 0.5*w21*qutip.sigmay()

#H = 0.5*w21*(qutip.sigmax()+qutip.sigmay())
result = qutip.mesolve(H, q1, tempos,[],
[qutip.sigmax(), qutip.sigmay(),qutip.sigmaz()])


https://qutip.org/
https://pypi.org/simple
https://us-python.pkg.dev/colab-wheels/public/simple/

# plota os resultados

fig, ax

ax.plot(result.times,
.plot(result.times,
.plot(result.times,
.set_xlabel('Tempo'
.set_ylabel('Valores esperados',fontsize=16)

plt.subplots(figsize=(10,5))
result.expect[2])
result.expect[1])
result.expect[0])

,fontsize=16)

#tax.legend(("$\sigma_z$", "$\sigma_y$"),fontsize=16)
ax.legend(("$\sigma_z$", "$\sigma_y$", "$\sigma_x$"),fontsize=16)

ax.grid(True)
plt.show()
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# plotando os pontos calculados na esfera de Bloch

X = np.array([1, @0, 0]) # eixo x
y = np.array([0, 1, @]) # eixoy
# eixo z

z = np.array([@, 0, 1])

# vetores de Bloch (calculados)
result.expect[0]

rx =
ry = result.expect[1]
rz = result.expect[2]

r = [rx, ry, rz]
# Pontos mostram a evolug¢do (rotagdo) na esfera de Bloch

b = qutip.Bloch()
b.zlabel = ("z","")
b.add_vectors([x, y, z])
b.add_points(r)
b.render()
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Os pontos mostram a "trajetéria” da dindmica (evolugdo temporal) dos valores esperados dos operadores no estado (inicialmente |1>),

representados na esfera de Bloch.
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