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Capitulo 5: Tens6es em Vigas (Topicos Bdsicos)

Introducao (5.1)
Flexdao pura e flexao nao uniforme (5.2)
Curvatura de uma viga (5.3)

Deformacdes longitudinais em vigas (5.4)
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TensOes normais em vigas (materiais elasticos lineares) (5.5)
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1. Introducgéo

O capitulo 5 trata das tensdes e deformacdes em vigas submetidas a esforgos transversais
no plano xy, considerado um plano de simetria da se¢dao transversal, resultando em
deflexao da viga no mesmo plano, denominado plano de flexao.

£ A deflexao da viga em qualquer ponto ao
A B longo de seu eixo é o deslocamento desse
ponto, em relacao a sua posi¢ao original,
(a) medido na direcao y. Denotaremos esse
y - deslocamento pela letra v.

FIG.5-1 Bending of a cantilever beam:

(a) beam with load, and (b) deflection
curve
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2. Flexdo pura e flexdo ndo uniforme

Diz-se que uma viga esta em flexao pura (ou flexao uniforme) quando o momento fletor
ao longo da viga é constante, como ilustrado na figura abaixo:

M M Lembrando a relacao entre forca cortante
C A ‘) e momento fletor dada por:
A A e
V(x) = (x)
(a) dx
M, Concluimos que, no caso em que ha flexao
M pura:
0 V(x)=0
(b)
FIG.5-2 Simple beam in pure bending !\Io’Fe ainda q.ue, pari\ ° IcarregaNmento
M = M, indicado na figura, ndo ha reacbes de

apoio em A, nem em B.
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Outro exemplo em que ha flexao pura esta ilustrado na figura 5.3 (viga engastada-livre,
submetida a um momento M, na extremidade livre):

€ )

0
M

(b)

FIG.5-3 Cantilever beam in pure bending
(M = —M)
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Como no caso anterior, ndao ha forgas
cortantes ao longo da viga:

dM(x)

V) = dx

0

. € a Unica reacdo de apoio sera um
momento de magnitude igual ao
momento M, aplicado na extremidade
livre, mas com sentido oposto.



Escola Politécnica da Universidade de SGo Paulo
Departamento de Engenharia Mecdnica

Um 32 exemplo em que podemos verificar a existéncia de flexao pura é o caso da viga
biapoiada submetida a carregamentos concentrados equidistantes dos apoios A e B: é
possivel verificar prontamente que na regido central da viga temos momentos

fletores que ndo variam (dados pelo produto Pa) e, consequentemente, V(x) = 0, na
regiao central.

A Y Y B 0

K S 2:
e e

(a) Pa
M
FIG.5-4 Simple beam with central region 0
in pure bending and end regions in
nonuniform bending (©)

Observe, contudo, que nas extremidades da viga, temos a presenca de forcas cortantes
e momentos fletores varidveis, o que caracteriza a flexao ndao-uniforme.
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3. Curvatura de uma viga

Quando cargas sao aplicadas a uma viga, seu eixo longitudinal é deformado em uma
curva (que sera plana, nesses casos). As tensdes e deformacdes resultantes estdo
diretamente relacionadas a curvatura da curva de deflexao.

(a) X dx

|

(b)
FIG. 5-5 Curvature of a bent beam:

(a) beam with load, and (b) deflection
curve
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Determinacdo da expressdo (exata) da curvatura em um ponto de uma curva plana

_1_ . A0 _do
= T AS0As  ds

O’: Centro de curvatura
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df df dx
Podemos escrever: K = =
ds dx ds
Mas, no limite para As — 0: (ds)?= (dx)*+(dv)?
2 2
ds dv
— | =1 — ] =1 ! 2
(&) =1+(%) -1+ @
ds
—=V1+ ')’
dx 1
Logo:

ds 1t (00
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dv

Por outro lado: tan(f) = —

Logo:

21/06/2022

dx

d
"_1 duv Logo: a(tan(@)) =v"(x)

d(tan(6)) do N
a0 dx U™

1 dx 1

E: cosf =

~ cos20 ds J1T+ @ ()2

de v (x)

2 = cost0.v" () = — (v’ (x))?
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Finalmente:
dg df dx v (x) 1
K = = . = .
ds dx ds 1+ @'(x)* [1+ @' (x))2

B vll(x)
T F ()2

Expressao exata, porém ndo linear para a curvatura
(valida tanto para pequenos quanto para grandes
deslocamentos)
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Porém, se tivermos condicdes de linearidade geométrica (pequenos deslocamentos e
pequenas rotacoes):

v'(x)=tan(f) = 6 K 1

B UH(X) o
ENTECIC) L =R

Expressao aproximada (linearizada) da curvatura
(valida apenas em condi¢des de L.G.)
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Convencao de sinais para a curvatura:

1 A6 df

inicio: = =1 - =
Lembrando que, por definigao K D A As ds

Yy "
Entao:
\Ci)/ /(:)\

Positive Negative

curvature curvature
0 X 0 .

(a)
(b)
k>0 k<O
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4. Deformacgées longitudinais em vigas

Hipodteses:

* 0O eixo central da viga na configuracao inicial (ndo deformada) é reto;

* O plano xy € um plano de simetria da viga e de suas secdes transversais;

* Aviga esta submetida a flexao uniforme e o plano de simetriaxy éo
plano de flexao da viga;

e Existem condi¢Oes de linearidade geométrica.

{

Nestas condicdes, “...as secbes transversais, planas e ortogonais ao eixo
central da viga antes da deformacdo, continuaréo planas e ortogonais ao eixo
central da viga na configuracdo deformada” (Hipotese de Euler-Bernoulli).
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O alongamento da fibra ef é dado por:

M
¢ AL Lp—Lyg
Tl L
(@) ()
Ly =dx = pdf
Onde:
Ly = (p—y)db
Logo:
_ (p—y)d6 — pdo
x pd@
Ex = A —Ky
oop

FIG. 5-7 Deformations of a beam in pure
bending: (a) side view of beam,

(b) cross section of beam, and

(c) deformed beam
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5. Tensoes normais em vigas (materiais eldsticos lineares)

Considerando que o material da viga tenha comportamento eldstico linear, e que as
demais tensOes normais (o, e 0,) sejam despreziveis face as tensdes normais oy,
teremos:

o, =E¢,

Mas, considerando valida a relacdo deduzida no item anterior (mesmo para os
casos de flexdao nao uniforme), teremos:

Ex = —KY

De onde resulta a seguinte distribuicao de tensdes na sec¢ao transversal:

o, = —Exy
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A relagao anterior mostra que a tensao g, varia linearmente com a distancia y do
ponto (onde a tensdo atua) até a linha neutra, como mostra a figura abaixo:

y y

&) -

(b)

(a)

FIG.5-9 Normal stresses in a beam of
linearly elastic material: (a) side view of
beam showing distribution of normal
stresses, and (b) cross section of beam
showing the z axis as the neutral axis of
the cross section

Resta saber:
1. Onde se encontra a linha neutra?
2. Como a curvatura local esta relacionada com o momento fletor na secao?
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1. Considerando que sobre as se¢des transversais da viga ndo atuem forgas normais,
teremos (considerando uma secao transversal genérica):

N=ﬂdeA=—ﬂEKydA=—EKﬂydA=0 = ﬂydA=0
A A A A

Logo, a linha neutra deve passar, obrigatoriamente, pelo centroide da secao transversal.

2. Impondo que o momento das forgas distribuidas na area (ou seja, das tensdes a,)
seja estaticamente equivalente ao momento fletor na se¢ao transversal, vira:

M = —HaxydA = —_U(—Ercy)ydA =Ercﬂy2dA & M=ElLk
A A A
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y Positive
bending
+M_ moment _+M
‘)
Positive
curvature

y Negative
bending
moment

(==)

-M Negative -M

curvature

)

FIG.5-10 Relationships between signs of
bending moments and signs of
curvatures
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Combinando as férmulas anteriores:

o, = —Exy

M = Elk

FIG. 5-11 Relationships between
signs of bending moments and
directions of normal stresses:
(a) positive bending moment,
and (b) negative bending
moment
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Compressive stresses
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y

Tensile stresses

ol

Positive bending

moment

+M
X

o
Tensile stresses

(a) (b)
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Observacoes finais:

1. Pode-se verificar facilmente que todas as relacdes obtidas sdo dimensionalmente
corretas, como:
N

1
=By B (o] =[Elidlyl =y m =

M]
y |:> [Gx]zmbﬂ: e -mzﬁ

M
O'x=—1—
z

2. Dentro das condicdes de validade do Principio da Superposi¢cdao, podemos determinar
o estado tensional nos pontos de uma secao submetida a flexo-tracdo (ou flexo-

compress3o) como:
N
Ox1 = Z N M
|:> O-x=0-x1+0-x2=Z_I_
z

y

y

M
Ox2 = _I_
z

=
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Nesse caso, a linha neutra nao passa mais pelo centroide (em virtude da acao da
for¢a normal) mas pode ser determinada facilmente impondo que g, = 0:

=
<

oy =——7y=0 o yny=

<=

Z.
Sendo a distancia y; y medida a partir do eixo z, onde esta situado o centroide.

No caso em que, por exemplo, N >0e M = M, > 0, teremos y; 5 > 0.
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