EXERCICIOS DE ESPACOS DE HILBERT E EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS MAP4003/ MAP5707

Os exercicios abaixo foram retirados ou baseados nos dos livros:

C) Introdugao a Analise Funcional, César R. de Oliveira, Projeto Euclides.

Con) A course in functional analysis, John B. Conway, Springer.

B) Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Haim Brezis, Universi-
text, Springer.

AU) Partielle Differenzialgleichungen, Arendt and Urban, Springer Spektrum.

Lembramos da nossa notacao N = {1,2,3,...}, No ={0,1,2,3,...}, Z={...,—2,-1,0,1, 2, ...}.

Exercicio 1. Seja (F,(.,.)) um espago vetorial com produto interno.
i. Mostre que se (u,v) = (w,v) para todo v € E, entao v = w.
ii. Mostre que se E' é um espago real e u e v sdo tais que ||ul| = ||v]|, entdo (u+ v,u —v) = 0.

Exercicio 2. Mostre que num espaco vetorial com produto interno sempre vale ||| = max =1 |(u,v)|.

Exercicio 3. (Identidades de polarizacao) Seja (F,(.,.)) um espago vetorial com produto interno.
i. Mostre que se o espago é real, ou seja, K = R, entao

1
(w,v) = 7 (lu+v)* = flu = ol?),

para todo u,v € FE.
ii. Mostre que se o espago é complexo, ou seja, K = C, entao

1 . . ; .
(w,v) = 7 (lu+ ol = flu— ol +ilu+iv|* = illu—wl),

para todo u,v € E.
iii. Se (.,.)1 e (.,.)2 sdo dois produtos internos diferentes num espaco vetorial E, entdo as normas

u |ull = (w,u)1 e u JJulls = v/ (u,u)2 podem ser iguais?

Exercicio 4. Mostre que para K =R ou C:

i. O conjunto B. = {1} U {v/2cos(nmz) : n € N} & um conjunto ortonormal em L?(]0, 1[; K), isto &,
fol V2 cos(nmz) V2 cos(mmx)dz = Gpm, fol 1V2 cos(mmz)dr =0 e fol 12dx = 1, para n,m > 1.

ii. O conjunto By = {v/2sen(n7x) : n € N} é um conjunto ortonormal em L2(]0, 1[; K).

iii. O conjunto Breas = {1/v2}U{sen(nrz) : n € N}U{cos(nmz) : n € N} é um conjunto ortonormal
em L%(] — 1,1[;K).

iv. O conjunto Beomp = {€™*/+/2 :n € Z} é um conjunto ortonormal em L?(] —1,1[;C).

Exercicio 5. Use a desigualdade de Bessel para mostrar que
i. Se f € L?(]0,1[;K), entdo
1 1
lim f(z)sen(nmra)dr = lim f(z) cos(nmx)dx = 0.
ii. Se f € L?(] —1,1[;C), entdo
1 1 1 ‘
lim f(x)sen(nmx)dx = lim f(z) cos(nmz)der = lim f(z)e"™ dx = 0.
n—oo [_4 n—oo [_4 n—oo [_4
Exercicio 6. Seja (a,)necn uma sequéncia real tal que a,, > 0 para todo n € N. Considere o conjunto
15(K) das sequéncias © = (21,2, ...) de nimeros em K tais que Zjoil ajlxj|* < co. Mostre que 1% (K)
1
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é um espagco vetorial com a soma e multiplicacdo por escalar definidas como
(xlu x2, ) + (y17y27 ) = (fl}'l + Y1,T2 + Y2, )7
Az, 22, ...) = (A1, Az, ...),

em que z,y € I3(K) e A € K. Mostre também que o produto interno

oo
(xv y)a = Z a;T;y;j
=1

estd bem definido e que (I§(K),(.,.)s) é um espago de Hilbert. Note que I5(K) = I$(K) para a =
(1,1,1,1,...).

Exercicio 7. Considere o espago lgm(K) das sequéncias em K tais que x = (z1,Z9,...) € lgm (K) se,
e somente se, x; # 0 apenas para finitos j € N.

i. Mostre que 5™ (K) ¢ um subespaco de I5(K).

ii. Considere o produto interno de l3(K) e o conjunto B = {e,, : n € N} definido como e; =
(1,0,0,...), e2 = (0,1,0,0,...), e = (0,0,1,0,...) e assim por diante. Considere a sequéncia (u,)nen
dada por u, = Z?Zl %ej. Mostre que a sequéncia é de Cauchy. Ela converge em lgm(K)? O espago
1J"™(K) ¢ um espago de Hilbert?

Exercicio 8. Considere em R" as seguintes normas:

n
Izl =) ),
j=1

2]l 0o = opmax |-

Elas satisfazem a desigualdade do paralelogramo para todos os vetores u,v € R™? Existem produtos
internos associados a norma ||.||; ou a norma ||.|jc?

Exercicio 9. O objetivo desse exercicio é mostrar que se uma norma em um espago vetorial F satisfaz
a lei do paralelogramo, entao existe um produto interno tal que a norma esté associada a esse produto

interno, ou seja, |lu|| = /(u,u). Vamos considerar apenas espagos reais para facilitar.
Suponha que ||.|| : E — [0, 00[ seja uma norma que satisfaga a lei do paralelogramo:

la + 0] + lla — bl* = 2lall* + 2[[b]%,
para todo a,b € E. Vamos definir a fungao
1
(wv) = 5 (lu+ol” = flull® = Jlo]*) .
Observe que (u,u) = ||ul|?. Nosso objetivo é mostrar que esta funcio ¢ um produto interno.
i. Mostre que (u,v) = (v,u), (—u,v) = —(u,v) e (u,2v) = 2(u,v), para todo u,v € E.
ii. Mostre que (u + v,w) = (u,w) + (v,w). (Dica: Use a lei do paralelogramo sucessivamente com
Da=u,b=v,2)a=u+w,b=v+w,3)a=u+v+w, b=w.)
ili. Prove que (Au,v) = A(u,v) para todo A € R e u,v € E. (Dica: Prove para N, depois para Q e,
por fim, para R.)
iv. Conclua o resultado (que (.,.) é um produto interno).

Exercicio 10. Sejam a < b e ¢ < d nameros reais e B = {e; :Ja,b[— K : j € N} uma base de Hilbert
de L?(]a, b[; K). Mostre que B = {¢; :]c,d[— K : j € N} ¢ uma base de Hilbert de L?(]c, d[; K), em que

() = [ o leslat o~ o))

Exercicio 11. i. Mostre que Beomp = {\/%e””” :n € Z} é uma base de Hilbert de L?(] — m, n[;C) e
que By = {1/ 2sen(nx) : n € N} é uma base de Hilbert de L2(]0, 7[; K).
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ii. Mostre que em [0, 71|, temos

em que o limite é interpretado da forma:

™

ﬁm»n

N 2
sen((2n + 1)z)
E 2n+1 dx = 0.

lim
N—o0

iii. Prove que
(oo}
Toy 1
- 2
— (2n+1)

Exercicio 12. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno. Dizemos que um conjunto orto-
normal O C F é maximal se nao estiver estritamente contido em nenhum outro conjunto ortonormal,
isto ¢, se O C E for um conjunto ortonormal e se @ C O, entdo O = O.

Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert. Mostre que um conjunto B é uma base de Hilbert se, e somente
se, B for um conjunto ortonormal maximal.

Exercicio 13. Seja (E, (.,.)) um espago vetorial com produto interno e F' C E um subconjunto nao
vazio. Suponha que para todo u € E, existam f € F e f+ € F! tais que u = f + f*+. Conclua que F
é um subespaco fechado de F.

Exercicio 14. Seja (E,(.,.)) um espago vetorial com produto interno. Mostre que se F' C E é um
subespago vetorial, entao F' também é um subespago vetorial.

Exercicio 15. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e F' C F um subconjunto nao vazio. Mostre que
. Fl [F]*.
FJ_J_J_ FJ_
i. (F+)*t = F se, e somente se, F for um subespaco vetorial fechado.

Exercicio 16. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e M, N C H dois subespagos fechados. Suponha
que (u,v) = 0 para todos u € M e v € N. Mostre que M+ N ={u+v € H:u € M,v € N} é um
subespago fechado.

Exercicio 17. Seja (H, (.,.)) um espaco de Hilbert separavel.

i. Seja V C H um subespago denso em H. Prove que V' contém uma base ortonormal de H.

ii. Seja (en)nen uma sequéncia de vetores ortonormais em H, isto é, (e;,e;) = d;;. Prove que H
contém uma base ortonormal que contém U2 ;{e,}.

Exercicio 18. (Projecdo sobre um conjunto convexo. Corresponde ao Teorema 5.2 (Brézis)) Seja
(H,(.,.)) um espago de Hilbert real e K C H um subconjunto fechado, convexo e ndo vazio. Lembramos
que K é convexo se para todo u,v € K e t € [0, 1], temos tu+ (1 —t)v € K.

i. Mostre que para todo f € H, existe u € K tal que

[l — fII = nf{[jo — f]| - v € K7}

(Dica: Repita o procedimento do teorema de projegao ortogonal: Ache uma sequéncia (v, )nen €m
K tal que lim, o0 |vn, — f|| = inf{|lv — f]| : v € K} e use a lei do paralelogramo para mostrar que a
sequéncia (vp)nen € de Cauchy).

ii. Mostre que u € K & tal que [|u — f|| = inf{|[v — f| : v € K} se, e somente se,

(f —w,v—u) <0, YveK.

(Dica: Se u € K é tal que |lu — f|| = inf{]jv — f|| : v € K}, entao para todo w € K et € [0,1],
temos || f —ul? < ||f — (1 — t)u + tw)|>. Mostre que isto equivale a 2(f — u,w — u) < t|jw — ul|? e
tome ¢t — 0.
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Para mostrar o outro lado, mostre a identidade abaixo.

lu—= FI? = llv = fII* = 2(f —u,v —u) = lu—v][*)
ili. Mostre que o vetor v € K tal que ||u — f|| = inf{[jv — f[| : v € K} é tinico. (Denotamos f por
PKu.)
(Dica: Se up e ug satisfazem essa propriedade, entéo para todo v € K, temos
(f —u,v—1u1) <0
(f —u2,v—1ug) <0

Tomando v = uy na primeira expressao e v = u; na segunda, some e conclua que ||u; — uz||* < 0).

Exercicio 19. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert real, K C H um fechado convexo nao vazio, f € H
eu="Pxf.
i. Mostre que
o —ull® < flv—fI” = flu = fII*, VveK.
ii. Mostre que ||u — v|| < ||v — f||, para todo v € K. Dé uma interpretagdo geométrica.

Exercicio 20. Seja (E,(.,.)) um espago com produto interno e F' C E um subespago. Mostre que
u € F'* se, e somente se, ||u — v|| > ||v|| para todo v € F.

Exercicio 21. Seja (E,(.,.)) um espago com produto interno e (u;);cn uma sequéncia em E. Mostre
que lim;_, o u; = u se, e somente se, im0 (uj, u) = [Jul|? e lim; oo [|u;|| = |lu].

Exercicio 22. Sejam (H, (.,.)) um espago de Hilbert e T : H — H um operador linear continuo.
Suponha que exista uma constante C' > 0 tal que ||Tu|| > C|lu| para todo v € H. Conclua que a
imagem de T é um subespaco fechado.

Exercicio 23. Sejam (E,(.,.)g) e (F,(.,.)r) dois espagos com produto interno e T : E — F uma
transformacdo linear bijetora tal que T-! : F — E é continua. Mostre que existe uma constante C' > 0
tal que | Tul|p > C|lu||g para todo u € E.

Exercicio 24. Seja (H, (.,.)) um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear continuo. Mostre
que as seguintes propriedades sao equivalentes:

i. Existe uma constante C' > 0 tal que ||Tu||g > C||u||g para todo u € H.

ii. Existe um operador linear continuo S : H — H tal que STu = u para todo u € H.

Exercicio 25. Seja (H,(.,.)) um espago de Hilbert e f : H — H uma fungdo sobrejetora tal que
(f(u), f(v)) = (u,v). Mostre que

i. A funcao f é bijetora.

i (f~1(w), f7(v) = (u,v).

iii. (f(u),v) = (u, f(v)).

iv. f é linear e, portanto, um operador unitario.

Exercicio 26. Sejam (F,(.,.)) um espago com produto interno e T' : F — E uma transformagao
linear. Prove que T : E — E é uma transformagao linear unitéaria se, e somente se, valem as seguintes
propriedades:

i. T é bijetora.

ii. ||Tu|l = ||u||, para todo u € E.

(Dica: Use as identidades de polarizacao do exercicio 3).

Exercicio 27. Seja E um espago com produto interno e T,S : E — FE operadores autoadjuntos
limitados.

i. Mostre que T'S é autoadjunto se, e somente se, T'S = ST.

ii. Mostre que se T for invertivel e T~! : E — E for limitado, entao 7! também ¢é autoadjunto.

Exercicio 28. Seja F um espaco com produto interno. Mostre que se T, S : E — E sao unitéarios,
entdo T'S e T~! também sdo unitarios.



EXERCICIOS DE ESPACOS DE HILBERT E EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS MAP4003/ MAP5707 5

Exercicio 29. Seja E um espaco vetorial e T': E — FE um operador unitario. Mostre que nessas
condigoes, as seguintes propriedades sao equivalentes:

Propriedade 1) T? = I, em que I : E — E ¢ a identidade (Iu = u, para todo u € E).

Propriedade 2) T é autoadjunto.

Exercicio 30. Considere o operador H : X — X, X = {f € L(R;C); Ff € L*(R;C)}, definido como

() = <= / ¢ g(€) f(€)de,

em que g(§) = 1,5 £ >0, e g(§) = —1, se £ < 0. Lembre-se que f = Ff. Mostre que existe uma
tinica extensdo de H como um operador unitario autoadjunto em L?(R;C). Este operador ¢ chamado
de transformada de Hilbert e aparece em anéalise harmonica, por exemplo.

Exercicio 31. Pode-se mostrar que a transformada de Fourier F : L?(R;C) — L?(R;C) é dada por

Fii e~ f(a)d

\/ 2m /
sempre que f pertencer a L*(R;C) N L*(R;C).

i. Usando este fato, calcule a transformada de Fourier da funcao x,, definida como a fun¢ao dada
por xq(x) =1, se |z| < a, e xa(x) =0, se |z| > a, em que a > 0 é fixo.

ii. Mostre que
oo
b
/ w(m = mmin{a, b}.
—00 z
(DiCa: F é unitéria).

Exercicio 32. Para cada uma das transformagoes lineares abaixo verifique que (T'u,Tv) = (u,v),
para todo u,v. Quais sdo operadores unitarios?

i. T: L?(0,00) — L?(0,00) dado por Tf(t) = f(t—1)set>1eTf(t)=0set 0,1

ii. T:L*(R) — L?(R) dado por T'f(t) = f(t —1).

ili. 7' : 1?(N) — [?(N) dado por T(a1, as, as,...) = (0,a1, az, as, ...).

Exercicio 33. Seja H um espago de Hilbert real e T : H — H um operador linear limitado.

i. Mostre que para cada v € H fixo, a fun¢ao u € H — (Tu,v) é um funcional linear.

ii. Conclua que existe um tnico w € H tal que (T'u,v) = (u,w) para todo v € H. (Dica: Use o
Teorema de Riesz-Fischer).

Vamos definir a fungao T* : H — H que associa a cada v € H o tnico elemento w € H tal que
(Tu,v) = (u,w), para todo u € H. Ou seja, defina T*v = w.

iii. Mostre que T™* ¢é linear, continua e é tal que (T'u,v) = (u, T*v) para todo u,v € H.

O operador T™* é chamado de operador adjunto de T.

Exercicio 34. Seja H um espago de Hilbert real e T,.S : H — H operadores lineares limitados.

i. Mostre que (o1 + 5S)* = a1 + 5S*, para todo «, 5 € R.

ii. Mostre que (T*)* =T.

iii. Mostre que (T'S)* = S*T™*.

iv. Mostre que I* = I, em que I é a identidade.

v. Mostre que se T for bijetora com inversa continua, entdo 7% : H — H também é bijetora com
inversa continua e (7%)~! = (T~1)*.

Exercicio 35. Seja H um espago de Hilbert real e T : H — H um operador linear limitado.
i. Mostre que T' é autoadjunto se, e somente se, T'=T™.
ii. Mostre que T é unitario se, e somente se, T é inversivel e T~ = T*.
iii. Mostre que T é uma projecao ortogonal se, e somente se, T2 =T e T = T*.

Exercicio 36. Seja H um espaco de Hilbert real e T : H — H um operador limitado. Seja B :
H x H — R a fun¢ao dada por B(u,v) = (Tu,v).
i. Mostre que B é bilinear continua.
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ii. Mostre que B & coerciva se, e somente se, existir C' > 0 tal que (T'u,u) > C, para todo ||u|| = 1.
iii. Por Lax-Milgram, se B for coerciva, existe um tnico operador linear limitado e bijetor S : H — H
tal que B(u,v) = (u, Sv). Esse operador foi estudado nos exercicios anteriores. Quem é ele?

Exercicio 37. Seja H = lI3(N) o espaco real das sequéncias em R de quadrado integravel e A € R tal
que |\ < 1.
i. Mostre que L : [5(N) — R dado por L(a1,as,...) = Z;’;l Ma; é um funcional linear continuo.
ii. Ache v € [3(N) tal que (u,v) = Lu para todo u € [3(N) e calcule a norma ||L|| g=.

Exercicio 38. Mostre que nao existe nenhum funcional linear continuo L : L2(—1, 1) — R tal que
L(f) = £(0), para todo € C(1,1)).

Exercicio 39. Ache a derivada fraca da fungéo h : [0,2] — R dada por

h(x)z{ z, xE[O,l].

2—z, xze[l,2]

Exercicio 40. Mostre que se a = tg < t; < ... < ty = b for uma partigao de [a,b] e f : [a,b] = R
for uma fungao continua tal que f|§“rl € H'(t;,t;41), para todo i € {0, ..., N — 1}, entdo f € H'(a,b).
Determine a derivada fraca de f.

(Dica: Se v € C1(]a,b[), entdo ff fv'de = Zfil ft;l fv'dz. Use derivagdo por partes.)

Exercicio 41. Mostre que se f € H'(a,b), entdo

1F(®) = £ <N p2amlt — s,
ou seja, f é Holder continua. Mostre também que se s €]a, b[, entao

Lo 10 = )

o e O

Exercicio 42. Seja A >0, A,B € Re f € L?(a,b). Mostre que existe uma tnica funcio u € H?(a, b)
que resolve o problema abaixo:
\u—u" = f, z €]a, b,

Exercicio 43. Seja f € H?(a,b).
i. Mostre que f” = 0 se, e somente se, existe ¢g e ¢; € R tais que f(z) = ¢o + 1.
ii. Mostre que f(z) = f(a) + f'(a)(z —a) + [ (z — y) f"(y)dy.
Exercicio 44. Para cada m € Ny, mostre que H™(a, b) ¢ um espago de Hilbert com o produto interno:

m

(uvv)Hm(a,b) = Z(U(])’ U(j))LQ(a,b)-
j=0
Mostre que H**1(a,b) C C*([a,b]), k > 1, usando indugao em k. Note que C°([a,b]) = C([a, b]).
Mostre, também por inducdo, que se u € H*(a,b), k > 0, entdo u € C*([a,b]) se, e somente se,
u® € C([a,b]). (O caso k = 0 é trivial).

Exercicio 45. Dado f € L?(a,b), mostre que existe uma tnica funcio u € H?(a,b) que resolve o
seguinte problema:

f(z),  €la,b],

—(p(@)d (2))" + () () + r(z)u()
! 0.

0.1) :
' u'(a) = u' (D)

em que p € C([a,b]), ¢,r € C([a,b]) e existem constantes reais a e 3 tais que 0 < 8 < a, p(x) > ac e
q(z)? < 4pBr(z) para todo z € [a,b].
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Exercicio 46. (Problema com condigdes de contorno mistas) Sejam p € C*([a,b]) e r € C([a, b]) com
r > 0. Suponha que exista a > 0 tal que p(x) > « para todo z € [a,b], e seja f € L%(a,b). O objetivo
é mostrar que existe uma tnica fungio u € H?(a,b) tal que
—(p(x)u' () + r()u(z) = f(x), © €a, b,
u(a) = u'(b) = 0.

i. Seja Hi(a,b] = {u € H'(a,b) : u(a) = 0}. Mostre que H}(a,b] ¢ um espago de Hilbert com o
mesmo produto interno de H'(a,b).

ii. Mostre que vale a desigualdade de Poincaré para H{(a,b]. (Dica: A prova é a mesma que vimos
em sala de aulal)

ili. Mostre que se u € H?(a,b) for solu¢io do problema, entdo u € H{(a,b] e u é solugao fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:

a(u,v) = F(v), Vv € Hj(a,b],

em que

b b
a(u,v):/ p(x)u’ (x)v' (z) + r(z)u(z)v(x)dz, F(v):/ f(x)v(x)dx.

iv. Mostre que existe uma tnica solugdo fraca u € Hg(a,b] do problema. (Dica: Mostre que a ¢
continua, bilinear e coerciva e F' ¢ linear e continua).

v. Mostre que a solugdo fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condigdoes de contorno
mistas e é solugao do problema.

Exercicio 47. (Problema com condigdes de contorno periédicas) Sejam p € C1([a,b]) e r € C([a, b))
com p(a) = p(b). Suponha que exista a > 0 tal que p(x) > «a e r(z) > « para todo z € [a,b], e seja
f € L?(a,b). O objetivo ¢ mostrar que existe uma tinica fun¢io u € H?(a,b) tal que

—(p(x)u'(2)) + r()u(z) = f(x), © €la, b,
u(a) = u(b),u (a) = u'(b).
(a,b) = {u € H(a,b) : u(a) = u(b)}. Mostre que H}!,_, (a,b) é um espago de Hilbert

per

i. Seja H;er
com o mesmo produto interno de H'(a,b).
ii. Mostre que se u € H?(a,b) for solu¢do do problema, entao u € H).,.(a,b) e u é solucao fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:
a(u,v) = F(v), Yv¢€ H;m,(a,b),

em que
b b
auv) = [ ) @' (@) + ri@)uey(o)ds, Fo) = [ faods

iii. Mostre que existe uma tnica solugao fraca u € H},,.(a,b) do problema. (Dica: Mostre que a é
continua, bilinear e coerciva e F' é linear e continua).

iv. Mostre que a solucdo fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condigoes de contorno
periddicas e é solugao do problema.

Exercicio 48. (Problema com condigdes de contorno de Robin) Sejam 3y, 31 > 0, A > 0e f € L?(a,b).
O objetivo ¢ mostrar que existe uma tnica funcio u € H?(a,b) tal que

Au(z) —u"(z) = f(z), x €la, b,
—u/(a) + Bou(a) = 0,4/ (b) + Bru(b) = 0.

i. Mostre que se u € H?(a,b) for solugao do problema, entdo u € H'(a,b) e u é solugao fraca do
problema, ou seja, u satisfaz:
a(u,v) = F(v), Yve H'(a,b),

em que

b b
a(u,v) = / o' (2)v' (z) + Mu(z)v(z)dz + Bru(b)v(b) + Bou(a)v(a), F(v) = / f(z)v(z)dx.
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ii. Mostre que existe uma tnica solugao fraca u € H'(a,b) do problema. (Dica: Mostre que a é
continua, bilinear e coerciva e F' é linear e continua).

iii. Mostre que a solucdo fraca do problema pertence a H?(a,b), satisfaz as condi¢des de contorno
mistas e é solugao do problema.

Exercicio 49. (Problemas com condigbes Dirichlet /Robin)
i fol u(x)?dr <2 (u(O)2 + fol u/(l‘)2dl‘) para todo u € H'(a,b).

ii. Sejaa > 0, mostre que a : H*(0,1)x H'(0,1) — R dada por a(u, v) = au(O)v(0)+f01 ' () (z)dx
define uma fungao bilinear, continua e coerciva.
iii. Seja a > 0e f € L?(0,1). Mostre que existe uma tinica fungiao u € H?(0,1) que satisfaz

—u"(z) = f(z), = €)0,1],
—u’(0) + au(0) = 0,4/(1) = 0.



