EXERCICIOS 2 DE ESPACOS DE HILBERT E EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS MAP4003/ MAP5707

Os exercicios abaixo foram retirados ou baseados nos dos livros:

C) Introdugao a Analise Funcional, César R. de Oliveira, Projeto Euclides.

Con) A course in functional analysis, John B. Conway, Springer.

B) Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations, Haim Brezis, Universi-
text, Springer.

AU) Partielle Differenzialgleichungen, Arendt and Urban, Springer Spektrum.

GQG) Distributions and Operators, Gerd Grubb, Springer.

Lembramos da nossa notacao N ={1,2,3,...}, Ng ={0,1,2,3,...}, Z=1{...,—2,—-1,0,1,2, ...}

Exercicio 1. Seja 2 C R™ um aberto.
i. Mostre que H*() e H*(2) sao espagos de Hilbert com os produtos internos

(u, ) 1) = /3au8avdm—/uvdx+/Vu Vudz,
Q

o] <1
(u, V) 52(0) = / g udsvdx.
|| <2
(Dica: Use que L?(f2) é um espaco de Hilbert e repita a demonstracio do caso unidimensional).

ii. Prove por indugéo em m que H™()) é um espago de Hilbert para todo m > 1.

Exercicio 2. Seja @ C R™ um aberto e u € H?(Q). Mostre que as derivadas fracas de ordem 3
comutam, ou seja,

Pu  Pu Pu Pu Pu D
0x;0z ;0T o 0x;0x,0x; - 0x 007, o 0z j071,0%; B 0z, 0x;0x; o Oz, 0x;0x;’
para quaisquer 4, j,k € {1,...,n}.
Exercicio 3. Sejam B(0,1) ={z € R" : |z| <1} e f: B(0,1) — R a funcdo dada por f(z) = |z|*.
Determine os valores de o € R para que a fungio f pertenca a H'(B(0,1)) nos casos em que n = 1, 2

e 3.
(Observacio: E possivel generalizar o resultado para n > 4 também).

Exercicio 4. Seja Q@ C R™ um aberto limitado (ndo necessariamente de classe C') e j € {1,...,n}.
Mostre que se u € H*(Q) e v € H}(Q), entdo

(')xl 81‘1

(Dica: Prove inicialmente para u € C°(R™) e v € C°°( ) e depois use um teorema de aproximacao
adequado).

Exercicio 5. Mostre que as fungoes C2°(R") sdo densas em H?(R™), ou seja, mostre que dado
u € H?(R™), existe uma sequéncia (u;);jen C C2°(R™) tal que im0 [|uj — ul| g2 (rny = 0.
Dica: Imite a demonstracao feita em sala de aula que mostrou que C°(R") é denso em H'(R").

Exercicio 6. Seja  C R™ um aberto limitado e f € C*(R) uma fun¢io cuja derivada é limitada, ou
seja, |f'(t)] < M para todo t € R (Note que f(0) ndo precisa ser igual a zero! Estamos assumindo 2
limitado). Mostre que se u € H'(Q2), entdao fou € H'(Q) e que %(f(u(z))) = f’(u(x))aa—a’cfj(x), para
todo j € {1,...,n}.
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Exercicio 7. Seja B(0,1) = {(z,y) € R? : 2% + y*> < 1} e n € C°(B(0,1)) uma fungio tal que
n(z,y) =1sex? +y? <1/2.
Considere a fungao

1/4
u(z,y) = (hl (ﬁ)) n(z,y).

i. Mostre que u € H*(B(0,1)).
ii. Conclua que H'(B(0,1)) contém fungoes que nao sao continuas.

Exercicio 8. Seja (2 C R™ um aberto limitado.

i. Mostre que C™(Q) C H™(2). (Lembre-se que em C™ (), as fungdes e suas derivadas de ordem
< m tém extensoes continuas em Q).

ii. Dé um exemplo simples de funcdo u € C1(2) que ndo pertenca a H'(Q). (Dica: Ache um
contraexemplo em €2 =]0, 1[ lembrando que se u € C1(]0, 1[), entdo u ou «' pode ir ao infinito em 0 ou
em 1)

iii. Ache um exemplo de um aberto Q nio limitado que contenha funcdes em C'(2) que nio

pertencam a H'(Q).

Exercicio 9. Seja  C R™ um aberto limitado de classe C*. Considere fungdes a;; € cl(Q), i,j €
{1,...,n} er € C(Q) com r(z) > 0 para todo z € Q. Suponha que a;;(z) = aj;(z), para todo x € €,
i,j € {1,...,n}, e que exista a > 0 tal que >3;"; >0 a;i(2)6:&; > afl¢]|* para todo & = (&1, ...,&n) €
R™ e z € . O nosso objetivo é estudar o seguinte problema, de contorno:

-3 ai (Z a¢j<x>§;§<x>) +r(@ule) = f@), weQ,

i=1

u(z) =0, xz €.

Dizemos que u € C?(2) ¢ uma solugdo classica se u satisfizer as equacoes do problema de contorno
acima.

i. Mostre que se u € C%(Q) é uma solugdo classica, entdo u é uma solucio fraca, ou seja, u pertence
a H}(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H}(2), em que a : H}(Q) x H}(Q) - R e
F: H}(Q) — R sao dados por

a(u,v) = /Q Z Z a”(x)g;(x)aa;(x) + r(x)u(z)v(z) | de,

i=1j—1 i
Fw)= [ f(z)v(z)dz.
Q

ii. Mostre que existe uma tnica solucao fraca da equacao. -

iii. Mostre que se u € Hg(Q) for uma solugao fraca que pertence a C?(Q), entdao u é uma solugio
classica.
Exercicio 10. Seja 2 C R" um aberto limitado de classe C'. O teorema da divergéncia nos diz que
para todo F = (F,..., F,,) : @ = R™, em que F; € C'(Q), a igualdade abaixo vale

/V-Fdx:/ F -ndS(z),
Q o9

em que n(z) = (n1(x),...,ny(z)) é a normal que aponta para fora de x € 9.
i. Mostre que o teorema da divergéncia implica na seguinte formula de integragao por partes:

Ou ov
—(z)v(z)dx = — /Q u(z) =—(x)dx + /(952 u(z)v(z)n;(x)dS(z),

Q al'j &nj

para todo u,v € C*(Q). (Dica: Aplique o teorema da divergéncia para F = uve;, em que e; =
(0,0,...,1,...,0), onde o 1 aparece somente na j-ésima casa.)
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ii. Mostre que a formula de integragao por partes implica no teorema da divergéncia. (Dica: Escolha
u = F; e v =1 na formula de integracdo por partes e some em j).

Exercicio 11. Seja @ C R™ um aberto limitado de classe C'. Considere fungoes a;; € C1(9Q),
i,j € {1,...,n} er € C(Q) com r(z) > ¢ > 0 para todo x € Q. Suponha que a;j(z) = a;i(x), para
todo z € Q, i,j € {1,...,n}, e que exista a > 0 tal que Y, Z?Zl a;j()&€ > af|€|? para todo

E=(£,...,&) €R" e 2 € Q. O nosso objetivo ¢ estudar o seguinte problema de contorno:
n 6 n 8u

_ - » _ 0
§:&w<§3%@%nﬁw>+r@W@ﬂ @), weq,

Z Z%‘(ﬂﬁ)%(x)nj(@ =0, z€d0.

Acima n(x) = (ny(x),...,np(z)) é o vetor unitario normal que aponta para fora de Q em xz € 99.

Dizemos que u € C%(2) é uma solucao classica se u satisfizer as equacdes acima.

i. Mostre que se a;;(z) = d;; para todo x € €2, obtemos —Au + ru = f com condigdes de contorno
de Neumann. Aqui 6;; denota o delta de Kronecker: é igual a 1, se i = j, e é igual a 0, se i # j.

ii. Mostre que se u € C?(Q) é uma solugdo classica, entdo u ¢ uma solugdo fraca, ou seja, u
pertence a H(Q) e u satisfaz a(u,v) = F(v) para todo v € H'(Q2), em que a : H*(2) x H}(2) - Re
F: HY(Q) — R sao dados por

a(u,v) / Z Z a;j(z 896 68;; (x) + r(z)u(z)v(z) | de,

=1 j=1 v

wzljwmmm

iii. Mostre que existe uma tnica solugdo fraca da equacéo.
iv. Mostre que se u € H'(Q) for uma solugao fraca que pertence a C?(€2), entdo u é uma solugao
classica.

Exercicio 12. Seja B € M, «,(R) uma matriz ortogonal, ou seja, BB = I, e b € R" (Estamos
denotando por BT a matriz transposta de B). Definimos a fun¢io F : R® — R" por F(y) = By + b.
Seja 29 C R™ um aberto e 1 = F(3). Mostre que a fungao

Tuly) = u(F(y))
define um operadores unitarios 7 : H*(1) — HY(Q2) e T : HE (1) — HL(Q2).
Exercicio 13. Seja B € M, «,(R) uma matriz ortogonal, b € R” e F' : R” — R"™ dada por F(y) =
By +b. Seja Q; C R™ um aberto limitado e ; = F(Q2). Seja f € L?(Q1) e u € H} () uma solugao
fraca de —Au = f. Mostre que uo F € Hi(£22) é uma solugao fraca de —A(uo F) = fo F.
Para tanto, lembre-se que a solucdo fraca u € Hg(£2;) satisfaz le Vu - Vvdr = le fvdzx, para

todo v € H}(Q). Calcule V(uo F) = V(u(By + b)) e use mudanga de coordenada na integral
Jo, V(w0 F) - V(g o F)dy, ¢ € C*(0y).

Exercicio 14. Seja 2 C R™ um aberto limitado de classe C'. Sejam a;; € C1(Q) e bj,c € C(9Q).
Consideremos o problema de contorno

_ Z aaxj <Z aij(-f)g;i(x)) + ij(x)(,ii(x) +e(z)u(z) = f(z), €9,

i=1 j=1

Dizemos que u € C?(£2) é uma solucio classica se satisfizer a equacdo acima.
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Dizemos que u € H}(€) é uma solugdo fraca do problema acima se satisfizer a(u,v) = F(v) para
todo v € HE(Q), em que a : H}(Q) x H}(Q) - Re F: H}(Q) — R sao dados por

a(u / >3 ol Zb (2) + c(z)u(z)o(z) | da,

=1 j=1

v) = /Q F(@)o(z)dz

Vamos supor que exista a > 0 tal que >, ; a;;(2)§:&; > all€]|? para todo & = (&,...,&,) € R" e
z € Q.

i. Mostre que a funcao a é bilinear e continua.

ii. Suponha que Z?:l b3(z) < 20c(x), para todo x € Q. Mostre que a fun(;éo a é coerciva. Portanto

: Py, 5 Tea- . ou a ou 2 132 2
existe uma tnica solugao fraca. (Dica: prove inicialmente que ub; Da; <3 Da; aqbju ).

iii. Suponha que Zj 1 (% L (z) < 2¢(z), para todo z € Q. Mostre que a funcéo a é coerciva. Portanto

existe uma tnica solugao fraca. (Dica: prove inicialmente que fQ b; gm udr = —% o ng u?dx para todo
u € C°(Q), usando integragdo por partes e g; =2u 8“ )

iv. Mostre que se u € H} () for uma solugio fraca e u € C?(Q), entdo u é uma solugao classica.

Exercicio 15. Seja Q = {(z,y) € R? : 22 + y* < 1}. Considere a fungao a : H}(Q) x H}(Q?) - R
dada por

Ou Ov Ou Ov
a(u,v)z/ﬂ((Q—l—x)(%(%—i—@—&-y)a8) dxdy.

i. Mostre que a é uma fungao bilinear, continua e coerciva.

ii. Seja f € L*(Q) e defina a fungao F : Hj(Q2) — R por F(v) = [, f(z)v(x)dz. Mostre que existe
um tnico u € H} () tal que a(u,v) = F(v) para todo v € HZ ().

iii. Se a funcdo u do item ii. pertencer a C2(Q), entdo u é solucdo classica de um problema de
contorno. Que problema é esse?

Exercicio 16. Seja R% = {(21,22,23) € R? : 3 > 0}. Considere a funcdo a : H'(R3) x H'(R%) — R
dada por

i) = [ (Qudu Dudo Bu by b Ny,
’ n 8331 6.231 8332 8.132 833‘3 8.133 81‘2 8$3 ! 2 3

i. Mostre que a é uma fungao bilinear, continua e coerciva. (Dica: Para lidar com o termo (%‘259—:3,

lembre-se que ab < % + %)

ii. Seja f € L?(R3) e defina a funcao F : H'(R3) — R por F(v fR3 x)dz. Mostre que
existe um tnico v € H*(R3) tal que a(u,v) = F(v) para todo v € Hl(]R3 ).

iii. Se a funcdo u do item ii. pertencer a C? (Ri), entao u é solugao classica de um problema de
contorno. Que problema é esse?

Exercicio 17. Seja Q =)0, 1[x]0,1[C R? e considere a fungdo

’ o Q 833‘1 8$1 8322 8$2 8331 ! z

i. Mostre que a fungdo a : H}(Q) x H} (2) — R é bilinear, continua e coerciva. (Veja a demonstragio
da desigualdade de Poincaré para uma estimativa da conbtante que nela aparece)

Seja f € L*(Q) e defina F : Hj(€2) — R pela expressao F(v) = [, f(

ii. Mostre que existe uma tnica fungio u € H} () tal que a(u v) = F( ) para todo v € HY(Q).

iii. Se a funcdo u estiver em C?(Q2), entdo ela pode ser considerada uma solugio classica de um
problema de contorno. Que problema de contorno é esse?
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Exercicio 18. Sejam T, S : H — H operadores lineares limitados.
i. Mostre que se T' e S forem compactos, entdo T + S é compacto.
ii. Mostre que se T' é compacto e a € R, entao o1 é compacto.
iii. Mostre que se T é compacto, entao T'S e ST sao compactos.

Exercicio 19. Seja P : H — H uma projegao ortogonal. Dé uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que P seja um operador compacto. (Dica: Analise a dimensao da imagem de P).

Exercicio 20. Seja T : H — H um operador unitario. Dé uma condigao necessaria e suficiente para
que T seja um operador compacto. (Dica: Analise a dimensao de H).

Exercicio 21. Sejam 2 C R™ um aberto limitado e (u;)jen uma sequéncia de fungoes em L?(2).
Suponha que as fungdes u; sejam constantes, ou seja, para cada j € N suponha que exista ¢; € N tal
que u;(x) = ¢;, para todo x € Q. Mostre que se existe u € L*(2) tal que lim;_,o [|u; — ul[z2(0) = 0,
entdo v também é constante. (Dica: Comece mostrando que a sequéncia (c;)jen € de Cauchy).

Exercicio 22. Sejam 2 C R™ um aberto limitado e conexo e u € H'(£2) uma fungao tal que a‘% =0

para todo j € {1,...,n}. O objetivo do exercicio ¢ mostrar que u ¢ uma fungdo constante.

i. Mostre que se para todo x € (2, existe um aberto U C  tal que u|, é constante, entdo u ¢é
constante em todo Q. (Dica: use conexidade de Q. Escolha g € © e mostre que {z € Q : u(z) = u(zo)}
¢ um aberto e fechado de Q).

ii. Defina @ € L?(R") tal que ii(z) = u(x) para z € Q e @(x) = 0 para x ¢ . Considere a sequéncia
uj = x;j(pj*0), em que p; sdo os Mollifiers definidos em sala de aula e x; € C°(2) étalque 0 < x,; <1
e xj(z) =1em

Kj={r € Q:d(z,Q°) > 1/j, [lz]| <j}-

Mostre que se U C € & um aberto tal que U C Q e U é compacto, entéo gzi (x) = pj* %‘k(z), para

todo x € U e j suficientemente grande, em que ;T“k(x) = %(x% parax € Qe %(:ﬂ) = (0 para z ¢ Q.
iii. Vimos em aula que lim;_, [|u; — ul[z2(q) = 0. Use o item i. e o Exercicio 22 para mostrar que
u é constante. (Use o fato que conhecemos de calculo: Se u; € CL(U), U aberto e conexo, e Vu; =0,

entdo u; ¢ constante).

Exercicio 23. Seja  C R™ um aberto limitado conexo de classe C! e u € Hg () tal que Vu = 0.
Use o exercicio 23 para provar que u = 0.

Exercicio 24. Sejam € C R™ um aberto limitado, x € C°(€2) uma fungao tal que fQ xdr = 1e
u € L*() tal que [, udz = 0. Sabemos que existe uma sequéncia de fun¢des u; € C2°(€) tais que
lim; o0 [|u — ujl|L2(q) = 0. Defina

(@) = w560 = ([ w0)ar) x(o)

Mostre que v; € C°(Q2), [, vj(x)dr =0 e que lim;_,o [|v; —ul/L2() = 0. Isto mostra que C>(Q) =
{ue Cx(Q): [,udx =0} é denso em L*(Q) = {u € L*(Q) : [, udzx = 0}.

Exercicio 25. Dado Q C R"™ um aberto limitado com fronteira de classe C°°. Vimos que existe
uma base B = {e; : j € N} de fungoes em H?(Q2) N H}(Q) e uma sequéncia de nimeros positivos
0 <A < A2 < A3 <. tais que —Ae; = Ajej, para todo j € N. Prove que

/ Vu - Vudz > )\1/ wldz, Yu € Hy ().
Q Q

Mostre que a constante \; é a maior constante para a qual a igualdade acima é valida. (E a melhor
constante para a qual a desigualdade de Poincaré é validal!)
(Dica: Considere primeiramente v € C°(§2). Use integragdo por partes e lembre-se que u =

E;’;l(u, ejlej e —Au = Z;‘;l Aj(u, ej)e;).
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Exercicio 26. i. Mostre que a funcio a : H'(0,1) x H'(0,1) — R dada por

a(u,v) = /01 o' ()’ (z)dz + /01 u(z)v(z)dz.

é bilinear, simétrica, continua e coerciva.

ii. Dado u € H'(0,1). Suponha que exista f € L?(0,1) tal que a(u,v) = (f,v )L2(0,1), Para todo
v € H'(0,1). Mostre que u € H?(0,1), u(z) — fl;;(x) = f(z) e 24(0) =
operador A : D(A) — L2(0 1) associado a fungdo a tem dominio D(A)
du(1) =0} e Au = u(z) — W( x), para todo u € D(A).

iii. Use um dos teoremas dado em sala de aula para provar que existe uma base B = {e; : j € N}

du(1) = 0. Conclua que o

{u € H*(0,1) : %4(0) =

de fungées em D(A) e uma sequéncia (\;); ey de nameros reais tais que —‘5; (x) = Ajej(z). Mostre
que e; € C*°([0,1]).

iv. Mostre que B e (\;)jen dados por {1} U {\/icos(jmc) 1j>1} e Nj = (jm)?, para j > 0,
satisfazem as propriedades do item iii. (Note que Ay = 0. O problema de Neumann tem autovalor
7€r0).

Exercicio 27. Repita o exercicio 27 com a : H',.(=1,1) x H!, (=1,1) — R dada por

per per

a(u,v) = /1 o' () (z)dz + /1 u(x)v(x)de,

—1 —1

em que H},,(=1,1) = {u € H'(=1,1) : u(—1) = u(1)}. Conclua que existe uma base B = {e; : j € N}

de funcoes em C*°([—1,1]) e uma sequéncia (\;) ey tais que —‘f;zf () = Njej(z), ej(—1) = e;(1) e

%(—1) = %(1). Ache as funcoes e;.

Exercicio 28. Considere o problema abaixo com ug € L*(0,1):

ou 0%u
Eﬁ’) 82@@ t>0,z€l0,1],

u(t,0) =wu(t,1) =0, t>0,
u(0,z) = uo(z), =z €]0,1].

i. Mostre que a tinica solucio u € C([0, 0o[; L?(0,1)) N C>°(]0, 00[x [0, 1]) satisfaz

1
lim / lu(t, z)|*dx = 0.
t—o0 0
(A temperatura de uma barra com temperatura zero nas extremidades converge para zero.)
ii. Prove que o mesmo resultado vale para abertos limitados 2 C R™ com fronteira de classe C*°.
iii. Mostre que se, ao invés das condigoes de Dirichlet u(t,0) = wu(t, 1), tivermos as condigdes de
Neumann 2% (t,0) = 3“ “(t,1) = 0, entao

1 1
lim / lu(t,x) — / uo(y)dy|?dx = 0.
t—=o0 Jo 0

(A temperatura de uma barra sem fluxo de calor nas extremidades converge para a média da
temperatura inicial.)
. . . . . _ o0 —\it . .
Dica para os dois itens acima: Lembre-se que u(t) =3 7~ e= " (uo, €;)e;.

Exercicio 29. Sejam (H,(.,.)m) e (V,(.,.)v) espagos de Hilbert. Suponha que H seja separavel com
dimensao infinita, V' C H seja denso em H e a inclusao i : V — H seja compacta.

Seja a: V xV — R uma funcio bilinear, simétrica, continua e coerciva e A : D(A) — H o operador
associado a fungao a. Sabemos que existe uma base B = {e; : j € N} de H e uma sequéncia (\;);en
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de ntimeros estritamente positivos, lim;_,., A\; = 00, tais que e; € D(A) e Ae; = Aje;. O espago D(A)
é um espago de Hilbert com produto interno dado por

(,v)pay = > A, e5)m (v, €5)m
j=1

oo

i. Mostre que se ug € D(A), entao a funcao u(t) =3~ e Nt (ug, ej) pe; satisfaz

jl.lg(l) lu(t) — uollpay = 0.

ii. Prove que, se ug € D(A), entdo u/(t) = — Z;’il Aje Nt (ug, ej) e esta bem definido para t = 0
e
o) —u(©0) _
tim | "0 ) = 0

iii. Conclua que u € C([0, 00, D(A)) N C*([0, 00[, H). (Dica: J& vimos que u € C(]0, oo[, D(A™))
para todo m € N. Assim, o problema se reduz ao que ocorre em zero).

Exercicio 30. Sejam (H, (.,.)m) e (V,(.,.)v) espagos de Hilbert tais que V' C H é denso em H. Seja
a:V xV — R uma funcao bilinear, simétrica e coerciva.

i. Mostre que se dim(H) < oo, entdo V = H, a inclusdo i : V — H é compactaea:V xV =R é
continua.

ii. Seja A : D(A) — H o operador associado a fungao a. Mostre que D(A) = H e que A é um
operador autoadjunto positivo. Conclua, usando resultados de algebra linear, que existe uma base
B={e;:je€{l,..., N}} ortonormal de H tal que Ae; = \je; para todo j € {1,..., N}.

Exercicio 31. Seja 2 C R™ um aberto limitado de classe C*°. Considere o seguinte problema
n n
0 0
33 a(@) 5 () ) + el@)u(z) = Mu(z),
=1 j=1

em que a;; e ¢ sao fungoes de classe C*°(€2). Suponha que exista a > 0 tal que doijm1 aij(2)€:&5 >
al|€||*>. Mostre que se c(z) > 0 para todo z € Q e u € H*(Q) N HZ () é uma solucdo nao nula do
problema acima, entao A > 0.

Exercicio 32. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, B = {e; : j € N} uma base
de Hilbert de H e (\;) ey uma sequéncia de nimeros estritamente positivos tais que lim;_,o, A; = co.
Seja A : D(A) — H o operador definido como

D(A)=<ueH: ZA?(U,@-P < oo,
j=1
o0

Au = Z Aj(u, ej)e;.
j=1
Vamos definir o espago de Hilbert V' = {u € H:3 72, \(u, ej)? < oo} com produto interno
(w,0)v =Y Xj(u,5)(v, ;).
j=1

i. Mostre que V' C H é denso e que a incluséo ¢ : V — H é continua. (Pode-se provar que ela é
compacta também. Fica o desafio para os interessados).
ii. Mostre que a : V x V — R definida por

a(u,v) = (u,v)y

¢é bilinear, simétrica, continua e coerciva.
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iii. Seja A : D(A) — H o operador associado a a, isto &,
D(A) ={ueV:3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g,Yv eV},
Au = f.
Mostre que D(A) = D(A) e A = A.

Exercicio 33. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimenséo infinita, B = {e; : j € N} uma
base de Hilbert de H e (););jen uma sequéncia de ntiimeros tais que limj oo Aj =00 e 0= A < g <
A3 < g < ... (Note que A; = 0). Seja A: D(A) — H um operador definido como

D(A) = uEH:Z)\?(u,ej)Q <00 g,

j=1

Considere a seguinte equagao

em que ug € D(A) e uy € D(AY?) = {u € H:Y 02 Aj(u,e5)? < oo}.
i) Mostre que existe no maximo uma fungio u € C?(R; H) tal que u(t) € D(A) para todot € R e u
é solugao do problema acima. Para tanto, mostre que, se existir solugao, entao a solugao é da forma

(o, e5) cos(\/Ajt) + \%(Uhej)sen(\/yjt)} €j-

J

u(t) = (uo,e1)er + (ug,e1)t + Z
j=2

Observagao: Repetindo o argumento feito em sala de aula, pode-se provar que a expressdo acima
de fato é solucao.
ii) Usando os resultados do exercicio 26, ache uma expressio para a solugao do problema

0%u 0%u

ﬁ(t,x)zﬁ(t,x), tGR,xE [0,1],
ou ou

%(LO)_%(tl)_oa tER,
u(0,2) = uo(z), =z €[0,1].

0

S 0.0) = w (@), zefo.1]

Exercicio 34. Seja H um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, B = {e; : j € N} uma base
de Hilbert de H e (\;) ey uma sequéncia de nimeros estritamente positivos tais que lim;_,o, A; = 0.
Seja A : D(A) — H um operador definido como

D(A)=<ueH: ZA?(u,ej)Q < oo,
j=1

Considere a seguinte equagao
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em que u; € D(AY?) = {u €H:Y 72 Nj(u,e)? < oo}.
i) Mostre que existe no maximo uma fungio u € C*(R; H) tal que u(t) € D(A) para todot € Re u
é solucao do problema acima. Para tanto, mostre que, se existir solugao, entao a solugao é da forma

|1

u(t) = Z lX(U1,€j)Sen(\/Ajt)] ej.
=1 J

i) Mostre que u(t) € D(A) para todo t € R e calcule Au(t).

iii) Defina v(t) = > 50 | (u1, €;) cos(y/Ajt)e;. Mostre que

=1
_u(t+h) — u(t) B
Jim | ) =0

e conclua que ' (t) = v(t).



