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Rotacoes e momento angular



O produto vetorial

Produto vetorial
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Rotacoes

Representacao vetorial de rotacoes
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Rotacoes finitas

Rotacoes finitas sobre eixos diferentes ndo comutam
79 S5‘77 # 79 SB]_” _l_ 79 S5’277
Mas rotacoes infinitesimais sao vetores:

770%?71:770+d<,31><?70
"
1%T12:T1—|—dg02><7°1

—

= T2 =70 + (A1 + df2 + dPa>dpr) X 7o = T21
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Rotacoes finitas

Roll to left Pitch "up” ~ Yaw toright a

SEQUENCE 1

Tum nad - ees dackwise

o : ‘ _ Yaw to right ) Roll to left d
- - . —— . s » !

SEQUENCE 2

Physics

Tum 00 dejr 1o s elockwise .
- -

(2) Rotated 90 (3) Rotated about
degrees about x. X, then y

o

(1! The book in its
orginal orientalion

(4) Rotated 90
degrecs aoouty. (5) Rotated about

then x
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Rotacoes: dinamica

Eixo de rotacao

Representacao vetorial de rotacoes
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Rotacoes: dinamica

Eixo de rotacao

Representacao vetorial de rotacoes



U=U+wXT

Movimento mais geral possivel:
translacao + rotacao



Rotacdes: dinamica

U=U+wXT

Movimento mais geral possivel:

translacao + rotacao



Rotacdes: dinamica

U=U+wXT

Movimento mais geral possivel:

translacao + rotacao
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Rotacdes: dinamica

Movimento de rotacao
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Rotacdes: dinamica

Momento angular
com relacao ao centro da rotacao



Rotacoes: dinamica

Coordenadas cilindricas
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Rotacoes: dinamica
Coordenadas cilindricas
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Momento angular
com relacao ao centro da rotacao
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Rotacoes: dinamica
Coordenadas cilindricas
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Raramente temos que
lidar com isso...

Momento angular
com relacao ao centro da rotacao



Momento angular:
rotacao num plano (z=0)



Rotacoes: dinamica

® Por enquanto vamos nos limitar a rotacoes no plano z = 0.

Nesse caso, tanto faz definir:

T )

L=mwp-7 , ou

® \amos agora analisar de que forma uma forca agindo sobre a

massa m vai alterar o movimento, e esse momento angular.

Temos:

S = — 7 =V r

ai a VP P P
— 0+ FXF

® |sso se chama Lei do Torque — que nao é nada mais do que a
2a Lei de Newton para rotacoes:
T = , com 7 =7rXF

dr
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Torque

® A equacao do torque é muito simples: assim como a forca causa a . F At
alteracao do momento, P
. P +Ap
F=— = Ap=FAr ,
dt —>
L
o torque causa a alteracdo do momento angular: — —
L+AL
dL JVhe
T=— = AL=7At

dt 7
® Exemplo: uma particula no plano z = 0 esté sob o efeito de uma
forca também no plano z = 0 . Temos:
T=7rXF

= (rFsenf)?

® Também podemos visualizar isso em termos das componentes
perpendiculares:
T=(send)FZ , 7=r(Fsen0)?;Z
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O trabalho do torque

® Mas assim como uma forca que age sobre uma particula
exerce trabalho, mudando a energia cinética da particula,

também o torque deveria fazer um trabalho.

® De fato, lembrando que no plano z = 0 a distancia a origem

é 7 — p, o deslocamento da particula pode ser escrito

como.
dr =dpp+pde

® O trabalho é, portanto:

dW = F -d7=dep+F¢pd¢

L

® Note que a parte do trabalho na direcao radial nao afeta o

momento angular, pois produz torque nulo. Logo, temos:

AWgp =F,pdep = (Fsen@)pdyp = tdg
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O trabalho do torque

® Agora, vamos notar que tanto T qguanto d?

estao no eixo perpendicular ao plano (2).

Portanto, temos que:

dWRot =7- dﬁ

® Ou, dividindo por df , obtemos a poténcia que
é direcionada ao momento angular:

d WROZ‘ . %) . d P
dt dt

—

=7 -

PR0t=



Energia cinética rotacional

® Mas se podemos falar de trabalho do torque e poténcia associada com rotacdes, por qué nao falar

também de uma energia cinética de rotacido?

® Vamos voltar a expressao para a variagcdo do momento angular:

dL  d
dt  dt

—

v

—

— OXT+OXT =0 XF+ DXV

OXTF >

— -

~ . —_ ~
® Mas na expressao acima temos novamente v = w X r, entdo:

—

a

—_— >

OXF+DX(BXTF) = OXF+0(@-7)—H@ - @)

X

® Para movimento num plano, temos que w L7, portanto:
dL
dt

I
S
S
X
N
I
S
S
X
Sl
X
S|
|
=~
Sl
2|
I
3
S|
X
X
S|

=m |o(GF-7)=F(@-7)

—_— - - . . . ~
=mr-w , onde @ - r = w - r = 0 pois 0 movimento se restringe ao plano de rotacao.
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Energia cinética rotacional

® A expressao que acabamos de derivar é muito interessante, pois ela é andloga a 2a Lei de Newton:

dL . — dP
—=mr-w <«— F=—
dt dt

- —
T = =myYy

® S6 que, no caso de rotagoes, temos que o que faz o papel da “massa inercial” m na 2a Lei de

Newton é algo diferente, que faz mencao explicita a distancia r até o ponto desde o qual se mede a

rotacao, m 2

® Essa quantidade chamamos de momento de inércia:
I=mr? = 7=I1w

® Assim, temos que o trabalho é agora expresso como:

dw, :
Rt — 2. 0=U®) @
dt
=53 17
2 dt
® Portanto, deduzimos acima que a energia cinética de rotacao é dada por:



