Fisica Estatistica de moléculas de interesse bioldgico

Transi¢coes de fase em modelos estatisticos minimos
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Liquido de rede na aproximagdo de campo médio - transigdo liquido-gds

(veja notas de aula 4, secdo 2)

A transicdo de fases liquido-gas, para sistemas reais, é representada em dois tipos de diagrama:
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Figuras de 1) Phase diagram and universality of the Lennard-Jones gas-liquid system, J. Chem. Phys. 136,
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Um modelo “bom” deve ser capaz de reproduzir estes comportamentos.

Modelo de fluido de rede

O modelo de Lennard Jones para a interagao entre moléculas, e que é capaz de reproduzir, em
simulagdes, as propriedades estruturais de fluidos simples, é simplificado, na rede, tomando-se
a interacdo repulsiva (4/112) pela proibicdo de superposicdo de particulas na mesma célula da
rede. Quanto a interagdo atrativa, (—BA/r°), esta interacdo é representada na rede atribuindo-
se uma energia — a pares de primeiros vizinhos:

O N particulas
V células
O O Volume V=I7v0

pares de particulas vizinhas interagem com energia -&

Pode-se descrever a energia de interacdo entre as moléculas através da expressao

E=—¢ Z ninj,

pares de 1os vizinhos i,j

em que n; = 0,1 representa a célula i vazia ou ocupada.
l

Para obter as propriedades térmicas do modelo, precisamos calcular a fungdo de particdo
canoénica:

Z(T,V,N) = z ¢~PE — Z oB—ESi M,

config espaciais config espaciais

Ja sabemos que a soma sobre as configuracdes so é possivel em casos muito especiais: nos
modelos em uma dimensao ou em casos especiais de modelos bidimensionais.

Exercicio Escreva a fun¢do de partigdo para o sistema representado acima, de 3 particulas em 9
células, e verifique a dificuldade.

A alternativa mais simples para o calculo aproximado de propriedades estatisticas dos modelos
de particulas interagentes é o modelo de campo médio, em que substituimos a interacdo entre
pares de moléculas vizinhas por uma interagdo de cada particula com todas as outras
particulas, independente da distancia. Mas como transformar uma interag¢do que depende da
distancia em uma interagdo independente da distancia? Podemos relacionar a distancia com a
densidade: quanto maior a densidade, menor a distancia média entre as moléculas.
Retomando o potencial atrativo Lennard Jones: neste, quanto mais a distancia entre duas
moléculas se aproxima do minimo do potencial LJ, menor a energia potencial do par. Reunindo



estas duas ideias, temos que, quanto maior a densidade, menor a energia potencial média do
sistema de particulas. Assim, a atracdo entre moléculas simples pode ser representada pelo
potencial

V({#)=—an = —a N [V
. . . . N? R
e a energia potencial das N moléculas é dada por E = —« - Como escolher o parametro a?

Sabemos calcular a energia do sistema completamente cheio (N = V) e ordenado, numa rede
guadrada. Nesse caso, como cada particula tem 4 vizinhos, o numero total de pares é 2N (em
condicbes de contorno periddicas), e a energia total é —2eN = —a N, portanto @ = 2¢. Para
uma densidade arbitraria, diferente de 1, a energia é dada por

NZ

E=—2¢ —
£y

e é independente da configuracdo espacial. A funcdo de particdo fica

N? N?
Z(T,V,N) = Z e2PeT = o2y Z 1.

config espaciais config espaciais

O somatério corresponde ao nimero de configuragdes espaciais do modelo:
4

NWV,N)=————,

W.N) NI(V —N)!

portanto

Z(T,V,N) =me

A energia livre de Helmholtz fica

N? . . .
F(V,N) = —kpTInZ = —2¢ — - kgT{VInV —NInN — (V- N)In(V — N)}.

A pressao do modelo pode ser obtida a partir da derivada parcial em relagdao ao volume:

2 2

_(OF\ N . ~ - N Ny 1
P=- (ﬁ)m =—2¢ 7 - kgT{InV —In(V — N)}v_0 = =277 kzT{In (1 - ?>}v_0'

Vamos escrever a pressao em func¢do da densidade n =

<=



P=—2£n2—i—BT1n (1-n).
0

Essa expressdo para a pressao reproduz a do gas ideal, para baixas densidade, pois

k kg N N
P=n+on?)~-=—=ky—
Vg vy V %
Além disso, para baixas temperaturas a pressao apresenta “lacos” de van der Waals, que podem
ser determinados da condicdo

apr kg 1
(—) ==—4en+—T =0.
on/r vg 1—n

Essa condicdo é satisfeita para

2 _n+i=0
n“—n+-=090,
4

N | =

kgT ~ 1
parat = % Portanto, a pressdo apresenta 2 extremos paran = -+ E\/l —t, desde que t <

1.

Exercicio Desenhe o grdfico da pressdo como fun¢éo da densidade. Repare nos limites
permitidos para a densidade.

Os “lacos” da pressdo implicam na possibilidade de coexisténcia. Retomamos a dependéncia
em relagdo ao volume, para visualizar uma representacdo mais familiar dos lacos:

v

Como relacionar este comportamento com o das figuras experimentais do inicio desta se¢do?

O que fazemos é aceitar a descricdo do modelo para as fases homogéneas, de gas e de liquido,
e ligamos os dois “ramos” por um patamar. A pressao é uma derivada da energia livre. Portanto,



2
F(T,V,,N) — F(T,V,,N) = —f Pdv.
1

Se adotamos para os limites da integral os volumes das fases liquida e gasosa, V;;4(T) e Vy4s(T),

na temperatura T, o procedimento é comparar

Vgas

F(T,Vyas,N) = F(T,V;yq,N) = — f PrmodetodV

Vliq

F(T: ansv N) - F(T: Vliqv N) = ch(T) [Vliq (T) - ans(T) ]

para obter P.,.(T).

V4

Graficamente, o procedimento consiste em encontrar a pressdo, para uma dada temperatura,
que divide a curva em segmentos que formam “areas” iguais.

Lacos do potencial quimico

Ocorre que este procedimento é muito mais simples, do ponto de vista matematico, se utilizado
em relagdo ao potencial quimico u, ao invés de utilizado para a pressdao P. Por isso, vamos
calcular o potencial quimico do modelo e investigar a presenca de coexisténcia de fase.

—(aF) N 3
u= aNT,V_ SV B nV—N_ en B nl—n'
Como a pressao P, o potencial quimico u tem lagos com extremos em n = % + %\/1 — t para

. . . o ~ 1 -
t < 1. Porém, diferentemente de P, i possui lagos simétricos em relagdo an = > Definimos

1

1 1 t. st
n=—-_|-A,ereescrevemosﬁ=——+A+—1n Z__ oquelevaa
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o e N 1 .
Na regido do lago, u é antisimétrico em relagdo a - portanto guando adotamos o procedimento

descrito para a pressao, isto é

F(T,ngas) — F(T, nyq)

N[ =

Ngas

MmodelodN + fl :umodelodN =- 2“:[ngas (T) - nliq (T) ]

Ngas
=f HUmodelodN :f

Niiq Niiq

F(T, ngas) - F(T, nliq) = Ucx (T) [ngas (T) - nliq (T) ]

verificamos que

Hex = —2&.
Na coexisténcia, portanto,
1
tex, 7EA
iA= Tln 1—,
SFA

o que permite obter a fungdo que descreve a coexisténcia no plano (n, t):

4A
bex = 11 1

In|f—

Exercicio Esboce um grdfico para a linha de coexisténcia t.,(n) e compare com o grdfico

experimental.

Exercicio Obtenha uma expressdo para a pressdo de coexisténcia, P.,.(T), em fungdo de t e de
A(t). A falta de simetria na expressdo da pressdo torna mais dificil a comparagdo com o caso

experimental.



