PROVA 1: ESPACOS DE HILBERT E EDPS

Exercicio 1. (1 ponto) a) Sejam a,b € R com a < b. Mostre que se f : [a,b] — R for continua e
f: f(z)xz*dr = 0, para todo k > 0, entdo f = 0.

(1 ponto) b) Sejam (H,(-,)x) um espago de Hilbert, (V, (-,-)y) um espago vetorial com produto
interno e By = {e; : j € N} uma base de Hilbert de H. Suponha que exista um operador linear bijetor
T:H — Vtal que (Tu,Tv)y = (u,v)n, Yu,v € H. Mostre que V' também é um espaco de Hilbert e
By = {Te; : j € N} é uma base de Hilbert de V.

Exercicio 2. Seja H um espaco de Hilbert e Py, P> : H — H duas projecOes ortogonais (lembramos
que P é projegio ortogonal se, e somente se, P2 = P e P é autoadjunto).

(1 ponto) a) Mostre que P; + P, é uma projecado ortogonal se, e somente se, Py P, = PP, = 0.

Dica: (uma forma de fazer um dos lados da implicagdo. Nao é a tnica maneiral) Supondo que
P, 4+ P5 seja uma projecao ortogonal mostre: Primeiro que Py P+ P>, P; = 0. Segundo que P, P,P; = 0.
Terceiro que (P Pyu, Py Pou) =0, Vu € H, usando que Py P, = —P, P; numa das entradas e que P; é
projecao ortogonal).

(1 ponto) b) Mostre que P, P, é uma projecao ortogonal se, e somente se, Py P, = Py Py.

Dado um intervalo aberto I =]a, b[, denotamos por x; : R — R a func¢do xs(z) = 1,se x € I, e
x1(x) =0, se x ¢ I. Considere o operador Py : L?(R) — L?(R) definido por P;f = F~!x;Ff, ou seja,
aplicamos a transformada de Fourier em f, depois multiplicamos por x; e, por fim, aplicamos F 1.
Em outras palavras,

(Prf)(z) = \/% /_OO e x1(€) f(€)d,

em que f(£) = \/% 75 e f(z)da, se f € C2(R).

(1 ponto) ¢) Mostre que Py é uma projecao ortogonal.

(1 ponto) d) Dados intervalos abertos I,J C R, o operador P;P; é uma projecao ortogonal? O
que I e J devem satisfazer para que Pr + Pj seja uma projecao ortogonal? Dé condi¢Oes necessérias
e suficientes (elas sdo simples!).

Exercicio 3. Dados H; e Hs espagos vetoriais reais, definimos H; & Ho como o espaco dos elementos
(z,y) € Hy x Hy com a soma definida por (z1,z2)+ (y1,y2) = (1 +y1,22+y=2) e o produto por escalar
definido por A(z1,z2) = (Az1, Azz). Se Hy e Ho tém produto internos (-, <), € (-, ) mr,, entdo Hy @ Ho
tem produto interno definido como

((1'1,1'2)7 (y17y2)>H1@H2 = (5517111)H1 + ($27y2)H2~

(1 ponto) a) Mostre que Hy @ Hs é um espago de Hilbert se H; e Ho forem espacos de Hilbert. Use
isto para mostrar que

H = {(u1,u2) € H'(0,1) ® H'(1,2) : w1 (1) = uz(1)}

é um espaco de Hilbert com o produto interno' de H(0,1) @ H'(1,2).

ISeguindo as definigdes acima, o produto interno de H'(0,1) & H(1,2) ¢ igual a

1 1 2 2
((u1,u2), (v1,v2)) g1 (0,1)@H (1,2) :/ ulvldz+/ u’lv'ldx+/ UQde:EJr/ uhvhda.
0 0 1 1
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Sejam f; € L?(0,1) e fo € L?(1,2). Considere o seguinte problema
w(z) —uf(z) = fi(z), z€)0,1],

ug () — 2uy(x) = fa(x), x€1,2],
uy (0) = up(2) = 0,
uy (1) = 2us(1),
ur(1) = ua(1)

Dizemos que (u1,u2) € H%(0,1) ® H?(1,2) é uma solugio forte se satisfizer as equagoes acima.
Uma solugao fraca do problema acima é uma funcdo (ui,u2) € H, em que H foi definido no item
a), que satisfaz
a((uy,uz), (v1,v2)) = F((v1,v2)), V(vi,v2) € H,
em que

1 1 2 2
a((uy,uz), (v, v2)) = / uyvidz + / wjvide + / ugvadx + 2/ ubvhdx,
0 0 1 1

1 2
F((”Ul,’l)g)) = / ’Ulfld.’E + / ’Ugfgdic.
0 1

(1 ponto) b) Mostre que se (u1,uz) € H?(0,1) @ H?(1,2) for uma solugio forte, entao (uy,us) é
uma solucao fraca do problema.

(1 ponto) ¢) Mostre que existe uma unica solugao fraca do problema. Conclua que se existir uma
solucado forte, ela é tnica.

(1 ponto) d) Mostre que a solugao fraca é uma solugao forte. (Para isto, deve-se provar que (u1, uz) €
H?(0,1) ® H*(1,2) e que (uy,us) satisfaz as condigoes de contorno do problema).

Dica: O procedimento é muito semelhante aos exemplos feitos em sala de aula e na lista de exercicios.



